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Resumo

A combinatória aditiva é a teoria da contagem de estruturas
aditivas em conjuntos. Esta teoria tem visto grandes desenvol-
vimentos e mudanças dramáticas de direção nos últimos anos,
graças às suas conexões com áreas como Teoria dos Núme-
ros, Teoria Ergódica e Teoria dos Grafos. Tem como objeto
de estudo, normalmente, conjuntos aditivos em grupos abelia-
nos. Os principais resultados estudados foram realizando con-
tagens de progressões aritméticas em grupos abelianos e estu-
dando resultados famosos como Meshulam, Roth e Szemerédi
a partir da ótica da Combinatória e da Análise de Fourier.

Introdução

Definição 0.1 (Caracteres em Grupos Abelianos). Seja 𝑮 um
grupo aditivo finito abeliano. Um caractere em 𝑮 é um ho-
momorfismo 𝝌 ∶ 𝑮 → ℂ∗, onde ℂ∗ é o grupo multiplicativo
complexo.
Vamos utilizar a notação de esperança para realizar a conta-

gem da média das somas dos caracteres, logo

𝔼𝒙∈𝑮[𝒇 (𝒙)] =
𝟏
|𝑮|

∑

𝒙∈𝑮
𝒇 (𝒙).

Definição 0.2. Definimos o produto interno dos caracteres
como ⟨𝝌𝟏, 𝝌𝟐⟩ = 𝔼𝒙∈𝑮 𝝌𝟏(𝒙)𝝌𝟐(𝒙).
Definição 0.3 (Caracteres em ℤ∕𝑵ℤ). Seja 𝑮 = ℤ∕𝑵ℤ, e
dado 𝒓 ∈ ℤ∕𝑵ℤ vamos definir o caractere 𝝌 com relação a
𝒓 como

𝝌𝒓(𝒙) = 𝒆𝟐𝝅𝒊𝒓𝒙∕𝑵

.
Definição 0.4 (Transformada de Fourier). Seja 𝒇 ∶ 𝑮 → ℂ.
A Transformada de Fourier de 𝒇 é a função 𝒇 ∶ �̂� → ℂ
definido pela formula 𝒇 (𝝌) = 𝔼𝒙∈𝑮 𝒇 (𝒙)𝝌(𝒙) = ⟨𝒇, 𝝌⟩.
Definição 0.5.Uma 3-PA em um grupo abeliano é um conjunto
da forma {𝒙, 𝒙 + 𝒅, 𝒙 + 𝟐𝒅}. É não degenerada se todos os
três termos forem distintos. Alternativamente, em um conjunto
𝒙, 𝒚, 𝒛, onde 𝒚 = (𝒙+ 𝒛)∕𝟐, ou 𝟐𝒚 = 𝒙+ 𝒛.
Definição 0.6. A Densidade Superior de Banach é definida
pela quantidade

𝑩𝑫(𝑨) = 𝐥𝐢𝐦 𝐬𝐮𝐩
𝑵 →∞

𝐬𝐮𝐩
𝒉∈ℤ

|𝑨 ∩ (𝒉+ [𝑵])
𝑵

Definição 0.7.Uma progressão aritmética de comprimento 𝑲 ,
ou 𝑲-PA, é a 𝑲-tupla P da forma

𝑷 = 𝒂+ 𝒓[𝑲] = (𝒂+ 𝒌𝒓)𝒌∈[𝑲]

Resultados Preliminares

Lema 0.8. Seja 𝑮 um grupo finito abeliano de ordem ímpar e
sejam 𝒇, 𝒈, 𝒉 ∶ 𝑮 → ℂ. Então

𝔼𝒙+𝒛=𝟐𝒚[𝒇 (𝒙)𝒈(𝒚)𝒉(𝒛)] =
∑

𝝌
[𝒇 (𝝌)�̂�(𝝌−𝟐)�̂�(𝝌)]

Corolário 0.9. Seja 𝑮 um grupo finito abeliano de ordem ím-
par e sejam 𝑨,𝑩,𝑪 ⊂ 𝑮 conjuntos de densidades 𝜶, 𝜷, 𝜸,
respectivamente. Seja o 𝐦𝐚𝐱𝝌≠𝝌𝟎

|�̂�(𝝌)| ≤ 𝜼. Então

𝔼𝒙+𝒛=𝟐𝒚[𝑨(𝒙)𝑩(𝒚)𝑪(𝒛)] ≥ 𝜶𝜷𝜸 − 𝜼𝜷𝟏∕𝟐𝜸𝟏∕𝟐

Corolário 0.10.Seja 𝑮 um grupo finito abeliano de ordem ím-
par e sejam 𝑨,𝑩,𝑪 ⊂ 𝑮 conjuntos com densidades 𝜶, 𝜷, 𝜸,
respectivamente. Suponhamos que 𝜶𝜷𝜸∕𝟐 ≥ |𝑮|

−𝟏, se não
existe uma 𝟑−PA não degenerada em 𝑨×𝑩×𝑪 , então existe
𝝌 ≠ 𝝌𝟎 tal que |�̂�(𝝌)| ≥ 𝜶𝜷𝟏∕𝟐𝜸𝟏∕𝟐∕𝟐.

Lema 0.11. Para todo 𝒛 ∈ ℂ, |𝒛| = 𝟏, ∀𝝐 > 𝟎 e ∀𝒏. podemos
particionar [𝒏] em progressões aritméticas 𝑷𝟏 ∪ 𝑷𝟐 ∪ ... ∪ 𝑷𝒎

tais que |𝑷𝒊| ≥ 𝝐
√

𝒏
𝟖𝝅

e 𝒅𝒊𝒂𝒎{𝒛𝒌 ∶ 𝒌 ∈ 𝑷𝒊} ≤ 𝝐 para todo
𝒊 ∈ [𝒎].
Corolário 0.12. Seja 𝑨 ⊆ ℤ

𝒏ℤ
com densidade 𝜶. Suponhamos

que existe 𝒓 ≠ 𝟎 tal que |�̂�(𝝌𝒓)| ≥ 𝜹. Então existe uma pro-
gressão aritmética 𝑷 ⊂ [𝒏] tal que, considerando 𝑷 como
subconjunto de ℤ

𝒏ℤ
, |𝑨∩𝑷 |

|𝑷 |

≥ 𝜶 + 𝜹
𝟒

e |𝑷 | ≥ 𝜹
√

𝒏
𝟖𝝅

.

Resultados Principais

Teorema 0.13 ( Meshulam-1995). Para todo 𝜶 > 𝟎, existe 𝒏
tal que se 𝑨 ⊂ 𝔽 𝒏

𝟑 e |𝑨| ≥ 𝜶𝟑𝒏, então 𝑨 contém 𝒙, 𝒚, 𝒛, não
todos iguais, tais que 𝒙+ 𝒛 = 𝟐𝒚.
Teorema 0.14 ( Roth-1953). ∃𝑵𝟎 tal que ∀𝑵 ≥ 𝑵𝟎, se
𝑨 ⊂ [𝑵], com |𝑨| ≥ 𝒄𝑵

𝐥𝐨𝐠(𝐥𝐨𝐠(𝑵))
, então 𝑨 possui uma 𝟑-PA,

para alguma constante 𝒄 > 𝟎.
Teorema 0.15 (Varnavides).Para todo 𝜺 > 𝟎, existe 𝑪(𝜶) > 𝟎
tal que se 𝑨 ⊂ [𝑵] com |𝑨| ≥ 𝜶𝑵 , então 𝑨 contém pelo me-
nos 𝑪(𝜶)𝑵𝟐 progressões aritméticas de tamanho 𝟑.

As provas do Teorema de Meshulam e Roth utilizando a Aná-
lise de Fourier usam uma estratégia chamada incremento de
densidade. A estratégia consiste em buscar de progressões
aritméticas através de conjuntos aumentando a sua densidade
tanto quanto seja possível. O Teorema de Varnavides é um
pouco mais forte que o Teorema de Roth, pois realiza uma
contagem explícita do número de progressões aritméticas de
tamanho 𝟑 dentro do conjunto em questão.

Teorema 0.16 (Szemerédi-1975). Seja 𝑨 ⊂ ℕ com densidade
superior positiva de Banach. Então 𝑨 contém uma 𝑲 − 𝑷𝑨
para todo 𝑲 ∈ ℕ.
Teorema 0.17 (Ellenberg-Gijswijt-2017). Sejam 𝜶, 𝜷 e 𝜸 ele-
mentos de 𝔽𝒒, não todos zero, tais que 𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟎, e seja
𝑨 um subconjunto de 𝔽 𝒏

𝒒 tal que a equação

𝜶𝒂𝟏 + 𝜷𝒂𝟐 + 𝜸𝒂𝟑 = 𝟎

não têm soluções (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑) ∈ 𝑨𝟑 além daquelas com 𝒂𝟏 =
𝒂𝟐 = 𝒂𝟑. Seja 𝒎𝒅 o número de monômios em 𝒙𝟏, ..., 𝒙𝒏 com
grau total no máximo 𝒅 e em que cada variável aparece com
grau no máximo 𝒒 − 𝟏.
Então |𝑨| ≤ 𝟑𝒎(𝒒−𝟏)𝒏∕𝟑, onde 𝒎(𝒒−𝟏)𝒏∕𝟑 = 𝑶(𝒄𝒏) para algum
𝒄 < 𝒒.
Corolário 0.18.Seja 𝑨 subconjunto de 𝔽 𝒏

𝟑 que não possui pro-
gressões aritméticas de tamanho 3. Então |𝑨| = 𝒐(𝟐, 𝟕𝟓𝟔𝒏).
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