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Resumo

A existência de um polinômio p na álgebra livre de po-
linômios com variáveis associativas não nulo tal que avaliado
no anel associativo de matrizes de ordem n, está no centro da
álgebra sem ser identidade polinomial, foi um desafio lançado
em 1956 por Kaplansky, reelaborado em 1970 de modo a eli-
minar os caso triviais. O chamado polinômio central, teve
sua existência demonstrada entre 1972 e 1973, paralelamente
pelos matemáticos Formanek e Razmyslov. Vamos nos con-
centrar no de Razmyslov.

Introdução

Seja K um corpo e Mn(K) anel associativo de matrizes de or-
dem n em K. Para X enumerável, K⟨X⟩ simboliza a álgebra
livre dos polinômios com variáveis associativas gerada por X .

Definição 1 (Polinômio central). Seja R um álgebra sobre um
corpo K. O polinômio c(x1, . . . , xm) ∈ K⟨X⟩ é chamado
de polinômio central se satisfaz
(i) c(0) = 0 (termo constante igual a 0).
(ii) c(r1, . . . , rm) ∈ Z(R), ∀r1, . . . , rm ∈ R.
(iii) c(x1, . . . , xm) /∈ Id(R).

Exemplo 1 (Wagner-Hall). Para n = 2, sendo [x1, x2] =

x1x2 − x2x1 temos

c(x1, x2) = [x1, x2]
2

central para M2(K).

Exemplo 2.c(x1, x2) = [x1, x2] é central para a álgebra de
Grassmann.

Os polinômios centrais têm aplicações na teoria de álgebras
com identidades polinomiais, na teoria combinatória álgebras
com identidades polinomiais e na teoria de imagem de po-
linômios.

Objetivos

1. Apresentar o conceito e alguns exemplos de polinômios cen-
trais para K−álgebras.

2. Apresentar o polinômio central para Mn(K) de Razmyslov
e sua construção.

Resultados

Consideremos sln(K) o subconjunto de Mn(K) dos elemen-
tos com traço nulo (subálgebra de Mn(K)(−)).

Definição 2 (Identidade fraca e fraca essencial). O polinômio
f(x1, . . . , xm) ∈ K⟨X⟩ é chamado de identidade polino-
mial fraca para Mn(K) se f = 0 para sln(K). f é iden-
tidade fraca essencial se f = 0 para sln(K) e f ̸= 0 para
Mn(K).

Exemplo 3.f(x1, x2) = [x2
1, x2] é identidade polinomial

fraca essencial para M2(K).

Exemplo 4. O polinômio de Capelli

dn2(x1, . . . , xn2, y1, . . . , yn2+1),

antissimétrico em n2 variáveis é uma identidade polinomial
fraca essencial para Mn(K).

Definição 3 (Transformação de Razmyslov). Consideremos
f(x, y1, . . . , ym) ∈ K⟨x, y1, . . . , ym⟩ linear em x. Es-
crevendo f =

∑k
i=1 gixhi, onde gi, hi ∈ K⟨y1, . . . , yn⟩,

a transformação de Razmyslov de f é o polinômio

f∗(x, y1, . . . , yn) =
k∑

i=1

hixgi.

Proposição 1.Sejam ai, bi ∈ Mn(K), i = 1, . . . ,m, tais
que

f(u) =
m∑
i=1

aiubi = 0,

para todo u ∈ Mn(K), então f∗(u) = 0.

Proposição 2. Qualquer matriz com traço igual a zero de
Mn(K) é combinação linear de comutadores.

Lema 3 (Lema de Razmyslov). Seja o polinômio
f(x, y1, . . . , ym) ∈ K⟨x, y1, . . . , ym⟩ homogêneo de
grau 1 na primeira variável x e seja f∗ o polinômio obtido
pela transformação de Razmyslov. Então

(i)f(x, y1, . . . , ym) é uma identidade polinomial para
a álgebra de matrizes Mn(K) se, e somente se,
f∗(x, y1, . . . , ym) é também uma identidade polinomial.

(ii)f∗(x, y1, . . . , ym) é um polinômio central para a álgebra
Mn(K) se, e somente se, f(x, y1, . . . , ym) é uma identi-
dade polinomial fraca essencial para a álgebra Mn(K) e
f([x, y0], y1, . . . , ym) é uma identidade polinomial para
Mn(K).

Teorema 4 (Razmyslov). Consideremos

f = f(x, z1, . . . , z2n2−2, y1, . . . , yn2−1)

= dn2(x, [z1, z2], . . . , [z2n−3, z2n2−2], 1, y1, . . . , yn2−1, 1)

onde dl(x1, . . . , xn, y1, . . . , yl+1) é o polinômio de Capelli
com l variáveis antissimétricas. A transformação de Razmys-
lov aplicada à f é um polinômio central multilinear para
Mn(K) sobre um corpo K qualquer.

Conclusão

O problema lançado por Kaplansky em 1956 tem resposta po-
sitiva demonstrada por Razmyslov. O polinômio central de
Razmyslov é multilinear.
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