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No passado distante, humanos achavam que a Terra era plana e isso durou, de uma
forma ou outra, pelo menos, até a Idade Média. Aos poucos, a humanidade foi se
apropriando do fato de que estavamos em um planeta esférico, que deveria, por-
tanto, ser chamado de uma esfereta. Independentemente do nome que damos a ela,
0 que ¢ importante pontuar aqui € que, do ponto de vista de um ser das dimensdes
de um mamifero superior como um homem ou um mamute, a Terra parece plana e
ndo haveria qualquer vantagem pratica em sabé-la esférica. Para navegantes, por
outro lado, que percorrem distancias enormes, ¢ fundamental saber que a Terra é
esférica.

Apesar de tudo o que aconteceu desde os egipcios, gregos € romanos; de Dante
Alighieri, Leonardo da Vinci, Michelangelo e do Renascimento; das Revolugdes
Cientifica, Francesa, Industrial e Russa; de Shakespeare, Bach, Camdes, Napoleao,
Beethoven, Gauss e Einstein; nds, humanos, ainda ndo sabemos a forma do nosso
Universo. Que ndo saibamos se ha ou ndo outros universos, talvez paralelos ao
nosso, ¢ provavelmente irrelevante. Porém, que saibamos pouco mais sobre a
forma do nosso Universo do que qualquer mamute sabia sobre a forma da Terra,
quando na Terra havia mamutes, talvez seja uma li¢do de humildade que todos
devamos ter em mente, se ndo constantemente (talvez seja deprimente se comparar
com mamutes diariamente), ao menos em momentos dificeis ou especialmente
filosoficos da vida.

O objetivo destas notas ndo ¢é infelizmente revelar a forma do universo: ¢
discuti-la. Mais precisamente, o que fazemos aqui ¢ desenvolver técnicas mate-
maticas para analisar espacos tridimensionais e uséa-las para estudar espagos espe-
cificos de forma a ajudar o leitor a entender o que € “entender” um espago tridimen-
sional. Boa parte do texto é dedicada a 3-esfera, um dos espagos tridimensionais
mais simples e, ainda assim, fascinante, que apresenta diversas caracteristicas sur-
preendentes para nossa intui¢do “euclidiana”. Entender bem a 3-esfera pode ser



considerado o fio condutor destas notas, mas nao deixamos de observar a paisagem
e a vista de lugares interessantes por onde passamos ao longo da viagem.

Como exercicio intelectual preliminar, propomos que a leitora se ponha no
lugar de uma mulher das cavernas, especialmente inteligente e longeva, a quem
ocorre, depois de muito viajar, das savanas da Africa, pelo Oriente Médio, india,
Indonésia até chegar a Australia, depois de ter observado com atengdo o céu de
todos esses lugares, que talvez a terra “ndo tenha fim”, isto €, que seja sempre
possivel continuar a caminhar, em qualquer direcdo, sem jamais chegar ao “fim
do mundo” em uma borda da qual se cai no vazio. Durante a jornada, nossa perso-
nagem teve tempo para desenvolver instrumentos de navegacéo e decide fazer um
experimento: fazer uma viagem sempre em dire¢do ao sul e ver o que acontece.
Ela sai de Perth, na Australia, passa muito tempo no mar, chega a um lugar onde
passa muito frio até chegar a um ponto onde seus instrumentos ficam confusos,
mas vai em frente, agora na dire¢do norte; v€ pinguins tomando chimarrao, anda
bastante, passa por um deserto sequissimo, depois por uma floresta luxuriante, atra-
vessa um canal, sente a terra tremer sob seus pés, v€ arvores gigantes, até comegar
a sentir frio de novo e novamente chegar a outra parte muito fria, que desorienta
seus instrumentos. Segue em frente e comeca a andar para o sul, vé€ ursos fofi-
nhos e mamutes, até comegar a ver cangurus novamente e chegar de volta a Perth.
Sendo uma pessoa prevenida, muito habil e tendo tido um sonho, na véspera da
viagem, com uma mulher chamada Ariadne, ela havia levado um grande rolo de
fio vermelho que ia desenrolando por onde passava. Quando chegou de volta a
Perth, amarrou a ponta final do fio vermelho a0 mesmo tronco de arvore em que
tinha amarrado a ponta inicial ao sair de casa. Como tinha um espirito indémito e
gostava de viajar, resolveu fazer outra viagem. Mas ndo gostava de passar frio e
nio tinha mais fio vermelho, de modo que, tentando evitar aquelas paragens desa-
gradaveis da viagem anterior, partiu dessa vez para oeste desenrolando um fio azul.
Muito viajou, ndo passou frio, passou por cima do fio vermelho em Santiago, no
Chile, e voltou a Perth feliz da vida. Isso a fez concluir que a Terra era algo seme-
lhante a um circulo, s6 que bidimensional. No circulo, em qualquer dire¢do que
se ande (ha duas escolhas), sempre voltamos ao ponto inicial. No “hipercirculo”
bidimensional o mesmo acontece e, embora tenhamos muitas escolhas de diregoes
a explorar, sempre voltamos ao ponto onde comecamos (sem tropecar na borda e
cair no vazio) e sempre cruzamos exatamente uma vez qualquer outro caminho
que tenhamos percorrido em viagens pregressas.

Poruma dessas coincidéncias dificeis de explicar — a menos que pensemos em
escalas de tempo muito grandes — exatamente no mesmo instante quando nossa
personagem estava saindo de Perth pela primeira vez, uma alienigena das caver-



nas em um mundo distante, igualmente inteligente, habil e indomita, estava, ela
mesma, fazendo exatamente o mesmo, com o mesmo intuito. Embora os nomes
de paises e cidades nesse outro mundo sejam impronunciaveis, tudo aconteceu
exatamente como na Terra. Bem, quase tudo: a unica diferenca, sutil, foi que a
alienigena ndo reencontrou o fio vermelho durante a viagem azul. Ela concluiu
que seu mundo, de fato, ndo tinha fim, como o circulo, mas sua analogia parou ai.
Fez, entdo, uma viagem no sentido sudoeste desenrolando um fio branco e, mais
uma vez, s6 reencontrou os fios vermelho e azul ao voltar pra casa, onde os tinha
amarrado no inicio das viagens anteriores. A essa altura, j4 um pouco cansada,
mandou suas quatro filhas em quatro diregoes diferentes e todas voltaram pra casa
tendo encontrado exatamente um dos fios vermelho, azul ou branco, exatamente
uma vez. Ao mandar as filhas viajarem, a alienigena queria, além de descansar,
ter tempo para pensar e considerar o problema de um ponto de vista um pouco di-
ferente: ao invés de se perguntar a forma do seu mundo, adotou uma atitude mais
elucubrativa e comegou a perguntar-se quais seriam todas as possiveis formas de
mundos universo afora.

O assunto destas notas sdo os desenvolvimentos de carater matematico rela-
cionados a essa mesma pergunta, mas em dimensao trés: quais sdo os possiveis
“universos tridimensionais” e quais sdo suas propriedades? Se vivéssemos em um
desses universos, como ele pareceria “de dentro”? Para dar o primeiro passo nessa
dire¢do, podemos comegar pensando nos mundos bidimensionais que “se fecham
sobre si mesmos”, chamados por matematicos de superficies compactas. A mais
simples entre superficies ¢ o “hipercirculo”, que rebatizamos como esfera. Por
analogia, deveria existir uma “hiperesfera”, que matematicos chamam de 3-esfera
e, como ndo ha razao alguma para pararmos, podemos definir n-esferas em geral.
Porém, uma pessoa “normal” — o que também inclui muitos matematicos — ndo
sabe imaginar a 3-esfera, que ndo pode ser desenhada da perspectiva de um obser-
vador externo. Nesse sentido, um dos principais objetivos deste livro é fazer com
que o leitor deixe de ser normal e desenvolva uma capacidade de descrever, com
precisdo igual aquela de uma testemunha ocular, como seria viver e voar em um
universo como a 3-esfera. Do mesmo modo, olhando para a segunda superficie
compacta da lista, a superficie do mundo da exploradora alienigena, que chama-
mos de toro, podemos imaginar um espago tridimensional analogo — um “hiper-
toro”, que chamaremos de 3-toro, a ser discutido nos Capitulos 3 ¢ 4. Com um
pouco de engenho e criatividade, € possivel construir varios outros exemplos de
3-variedades compactas — espagos tridimensionais que se fecham sobre si mesmos
— o0 que nos leva a préxima pergunta natural sobre o assunto: como “organizar” as
3-variedades?



Vale a pena pensar sobre como matematicos organizam seus objetos de es-
tudo, mas falemos aqui de um caso concreto, muito pertinente a presente discussao.
Desde o inicio do século XX, sabe-se como classificar as superficies compactas
e essa classificagdo é razoavelmente simples: é possivel separa-las em dois tipos
— as orientdveis e as ndo orientaveis — ¢ fazer uma lista ordenada das superficies
de cada tipo. Sdo listas infinitas, ¢ verdade, mas, enquanto classificacdo, essa s
ndo € mais simples que uma lista finita. A ordenagéo dentro de cada lista ¢ feita
por um invariante topolégico chamado caracteristica de Euler, que definimos no
Capitulo 3. Poderiamos (deveriamos, alias) nos fazer as seguintes perguntas ao
passarmos para o mundo das 3-variedades: E possivel classificar 3-variedades
compactas? Se sim, seria razoavel esperar que essa classificacao fosse por meio
de uma lista? Ou um numero finito de listas? Ou uma lista infinita de listas talvez?
Podemos obter uma classificag@o topologica usando invariantes (topoldgicos) que
conseguimos calcular? Seria essa a melhor estratégia ou deveriamos considerar
outras maneiras de tentar classifica-las?

A historia do estudo sistematico das 3-variedades come¢a com Henri Poincaré,
na virada dos séculos XIX para o XX, em seis artigos, o primeiro chamado Analy-
sis Situs e os seguintes chamados de “complementos”. Neles Poincaré introduziu
varios conceitos e técnicas que formaram a base da area da matematica que hoje
chamamos de topologia. Nesses complementos, ele formulou (no segundo, e refor-
mulou no quinto) a pergunta que posteriormente se tornaria conhecida como Con-
Jectura de Poincaré. Varios matematicos fizeram importantes contribuigdes para
a compreensdo de 3-variedades ao longo do século XX, até que William Thurston
enunciou, no final dos anos 1970, a chamada Conjectura de Geometrizagdo, que
contém a Conjectura de Poincaré como um caso particular, propondo uma forma
de organizar o conjunto de todas as 3-variedades, usando ndo apenas sua topologia,
mas também geometrias superimpostas sobre a “base” topoldgica. A Conjectura
de Geometrizacao foi demonstrada quase exatos 100 anos apos o trabalho pioneiro
de Poincaré, nos primeiros anos do século XXI, por Grigori Perelman.

Nao entraremos aqui em maiores detalhes sobre essas conjecturas e teoremas,
0 que exigiria o uso de muitas palavras “dificeis”. Ao longo do texto, discutire-
mos varios desses assuntos, mas continuaremos a evitar muitos outros por serem
mais avangados do que seria razoavel incluir em notas que se propdem realmente
— e ndo apenas no titulo — introdutérias. Discutiremos aspectos topologicos, mas
ndo falaremos de grupos de homologia e homotopia, por exemplo. Também intro-
duziremos geometrias em 3-variedades, ndo apenas porque ajudam muito nossa
intui¢do visual e espacial sobre elas, mas também porque estdo intimamente re-
lacionadas a sua topologia. Desse modo, traremos a leitora mais proxima de ser



capaz de entender as Conjecturas de Poincaré e de Geometrizagdo e até, futura-
mente, suas demonstracdes.

Ha dois livros excelentes — excepcionais, na verdade — que forneceram inspi-
racdo e muita informacgdo que usamos para escrever as nossas notas. O primeiro ¢
um livro “elementar”: The Shape of Space, de Jeffrey Weeks (2002). O segundo
¢, ao contrario, um livro bastante avangado: Three-Dimensional Geometry and
Topology, de Bill Thurston (1997). O primeiro o leitor pode ler a qualquer mo-
mento e recomendamos entusiasmadamente que o faga. O segundo requer maior
maturidade matematica que, esperamos, sera adquirida, ao menos em parte, lendo
0 que escrevemos aqui. Apods fazé-lo, também recomendamos, igualmente entusi-
asmadamente, que a leitora o consulte.

Como usar este livro

E importante esclarecermos, logo no inicio, o que se pode ¢ o que ndo se deve
esperar dessas notas. Elas foram escritas como um grande “estudo dirigido”, isto
¢, ao contrario do que acontece com a maioria (a quase totalidade, talvez) dos livros
de matematica que o leitor conhece, elas devem ser lidas mais ou menos como um
romance, da primeira pagina a ultima, em ordem. Ao contrario dos romances, no
entanto, ha um sem nimero de exercicios cujo objetivo ¢ fazer a leitora entender
0 que esta sendo dito a cada passo. A grande maioria dos resultados que seriam
costumeiramente chamados de lemas, proposigdes e corolarios, aqui sdo chamados
de exercicios. Esperamos que isso ndo torne o livro de dificil leitura, apenas de
leitura um pouco mais trabalhosa do que livros tradicionais: os exercicios sdo,
em sua maioria, de simples resolugdo e acompanham o desenvolvimento do que
teria sido uma aula detalhada sobre os assuntos discutidos. Muitas vezes isso tera,
também esperamos, a vantagem de deixar para o leitor o trabalho e o prazer de
realizar “o pulo do gato”, que nos faz verdadeiramente entender matematica. A
desvantagem ¢ que talvez as notas ndo sejam muito boas como obra de referéncia.
Entretanto, mesmo chama-la de “obra” estd muito distante do que ambicionamos,
e esperamos que cumpram satisfatoriamente o papel de tornar melhor conhecido
esse assunto fascinante, que nos parece, no Brasil pelo menos, menos popular do
que mereceria.

Pré-requisitos

Estas notas sdo destinadas a todo publico matematico, incluindo estudantes de gra-
duagdo, portanto ndo tém muitos pré-requisitos absolutos. Esperamos, no entanto,



que a leitora tenha alguma familiaridade com as nog¢des basicas de topologia: espa-
¢os topologicos, homeomorfismos, espacos métricos. Vamos também usar alguma
teoria de grupos e algum céalculo em varias varidveis reais, além de mencionar ana-
lise complexa poucas vezes.

Estrutura do livro

Ha quatro capitulos, como ndo poderia deixar de ser, com dificuldades aproximada-
mente crescentes. No Capitulo 1, introduzimos as esferas, de qualquer dimensao,
e discutimos inversdes e proje¢ao estereografica. Embora introdutorio, esse capi-
tulo revela muitas propriedades fascinantes das esferas e da geometria de inver-
soes — transformacgdes que preservam angulos, mas ndo distancias. No Capitulo 2,
falamos principalmente da 3-esfera, centrando nossa atencdo na algebra dos qua-
térnios e nas estruturas adicionais que a 3-esfera adquire do grupo dos quatérnios
unitarios — em particular, discutimos em detalhe a fibragdo de Hopf, que decom-
poe a 3-esfera em uma unido de circulos. No Capitulo 3, introduzimos o conceito
de n-variedades — espagos que “sdo” localmente como o espago R”, mostrando
varios exemplos e maneiras de construir variedades em geral, ¢ 3-variedades em
particular. No Capitulo 4, falamos de trés geometrias diferentes em espagos tri-
dimensionais: geometria euclidiana, esférica e hiperbdlica. Mostramos também
alguns exemplos de 3-variedades com essas geometrias.
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A geometria elementar, que todos estudamos na escola, trata, na sua maior parte,
de objetos “retos”: linhas retas no plano e planos dentro do espago euclidiano tri-
dimensional. Usando esses objetos primitivos, podemos construir outras formas
geométricas, como poligonos e poliedros. Os objetos “redondos”, que mais rara-
mente ocorrem na educacdo escolar, sdo principalmente as esferas: o circulo (a
1-esfera) e a 2-esfera, chamada simplesmente de “esfera”. Como ¢ claro, o resto
das formas geométricas redondas que encontramos na escola, como cones e cilin-
dros, também devem a sua “redondeza” ao circulo.

Neste capitulo, vamos desenvolver uma abordagem um pouco diferente da ge-
ometria, pois vamos considerar as formas redondas — as esferas — como os objetos
mais fundamentais. Pensemos primeiro em um circulo no plano e imaginemos
que o seu raio aumenta para infinito. Para raios muito grandes, ¢ praticamente
impossivel distingui-lo de uma linha reta. Analogamente, uma esfera de raio gi-
gantesco ¢ quase um plano, como a superficie da Terra parecia aos mamutes do
pleistoceno. Desse modo, podemos tratar linhas retas como limites de enormes
circulos, e planos de enormes esferas.

A cada reta no plano euclidiano corresponde uma reflexdo — uma transforma-
¢do isométrica do plano que fixa a reta e que leva o semiplano de um lado ao semi-
plano do outro e vice versa. Analogamente, cada plano no espago tridimensional



8 1. Como entender as esferas

determina uma reflexdo, que preserva o plano e que intercambia seus dois lados —
os dois semiespacos — como uma reflexdo em um espelho infinito. Um dos princi-
pais objetivos deste capitulo é definir e estudar “reflexdes” em circulos e esferas —
chamadas de inversées — que t€ém muitas propriedades similares aquelas das refle-
x0es tradicionais. Por exemplo, a inversdo em uma esfera fixa os pontos da esfera
e troca as partes de dentro e fora da esfera, embora ndo fique claro dessa descri-
¢do aonde uma tal transformagao deveria levar o centro da esfera. Para responder
essa e varias outras perguntas, convidamos agora o leitor para uma excursao pelo
mundo fascinante da geometria inversiva de objetos redondos.

1.1 A definicao das esferas e como pensa-las

A maneira mais comum de definir a esfera, nossa velha conhecida, € como a su-
perficie de uma bola no espago. Bolas e, claro, suas superficies, sdo algo com
que seres humanos tém contato desde a infancia. A esfera a que nos referimos
¢ a esfera bidimensional, e 0 espaco é o0 nosso espago de trés dimensdes, a que
matematicos frequentemente se referem como o R3. Nés humanos também nio
temos nenhum problema para entender circulos nem, talvez com um pouco mais
de esforco, de compara-los com a esfera e pensa-los como esferas em um mundo
plano, onde hé apenas duas dimensdes. Indo na direcao oposta, tendo pensado no
plano como R? e no espaco como R3, podemos abstrair a ideia de espacos e suas
dimensdes e, entdo, considerar espagos de dimensdo n e esferas dentro deles. O
que mais nos interessa neste capitulo sao esferas tridimensionais, em particular a
esfera unitaria tridimensional, definida como o seguinte subconjunto do espago
R*:

Definicdo 1.1.1. A 3-esfera S ¢ o subconjunto de pontos em R* que ficam a
distancia 1 da origem, isto &,

S3 = {(xl,XZ,X3,X4) e R*: xf +x§ —|—x§ —|—x2 = 1}. (1.1.1)

Essa definigdo é simples e perfeitamente satisfatoria do ponto de vista abstrato,
mas ao dizer isso estamos afirmando tacitamente que nos conformamos em enten-
der a esfera tridimensional tdo bem (ou tdo mal) quanto entendemos a esfera de
dimensdo 236: ¢ algo razoavel do ponto de vista abstrato, mas abrimos mao de
dizer qualquer coisa além disso. Nos somos, no entanto, seres tridimensionais e
poderiamos nos permitir maior ambi¢do e esperar sermos capazes de entender a
3-esfera melhor que isso. E assim que vamos proceder.
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Tentar imaginar a 3-esfera como ela aparece a um observador externo, como
se fosse um objeto nas nossas maos como fazemos com a esfera 2-esfera, nao ¢
algo que devamos tentar para comegar: a maioria de nds nao tem qualquer pratica
em considerar objetos no espaco de dimensao 4. O que podemos, sim, fazer é
tentar “colocar” S3 dentro do nosso espaco R> e esperar sermos assim capazes de
visualiza-la. Uma tal representacdo, no entanto, ndo seria fiel ja4 que estariamos
vendo uma imagem distorcida, de algo introduzido a contragosto no R3. Além
disso, ao colocarmos um espacgo tridimensional dentro de outro acabamos sendo
obrigados a ocupar “todo o espaco ambiente” e ndo sobra “de onde olhar.” Mas
1$s0 nos permite, pelo menos, observar como tais representagdes distorcem objetos
que conhecemos, por exemplo, circulos, retas, planos, esferas, entre outros. Além
disso, podemos ainda mover tais objetos dentro da 3-esfera e observar como suas
imagens se movem dentro de R3. E isso 0 que comegaremos a fazer neste capitulo:
introduziremos a projecao estereografica e entenderemos como ela distorce objetos
e movimentos rigidos das esferas. Esta sera uma experiéncia valiosa em nosso
caminho para uma compreensdao mais profunda do que é, de fato, a 3-esfera e
servira também como guia de como proceder para entender 3-variedades em geral.

Ha outras abordagens a serem exploradas com o mesmo objetivo. Uma delas
¢ imaginar o que veriamos se vivéssemos dentro de uma 3-esfera. Esta segunda es-
tratégia € mais intuitiva, ja que apela a nossa experiéncia senciente tridimensional
e voltaremos a esse assunto mais a frente. O que ¢ importante mencionar logo é
que ndo ha uma melhor forma de entender a 3-esfera. Ao contrario, ¢ muito util ter
varias formas de pensa-la e varias perspectivas diferentes para nos assenhorarmos
de seus diferentes aspectos geométricos, topologicos, algébricos, entre outros.

1.2 A esfera como compactificacao por um ponto do
espaco

Vamos comegar nos afastando um pouco da discussdo de visualizag¢do acima e in-
troduzir uma forma util de descrever esferas do ponto de vista topologico. Assim,
a primeira forma que mencionamos de pensar qualquer esfera S” é como o espago
obtido adicionando-se um ponto no infinito ao espago R". Do ponto de vista topo-
logico, isso € equivalente a tomar uma bola n-dimensional e colapsar a um inico
ponto o seu bordo: veja a Figura 1.2.1. Usando simbolos, se D" denota a bola
fechada unitaria em R”,

D" ={x=(x1.,....xn) € R": Ix||> = x7 + -4+ x2 < 1},
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Figura 1.2.1: Acima: Para obter o circulo S! a partir de um intervalo, basta
identificar seu bordo, que consiste de dois pontos, em um (nico ponto. Abaixo: De
modo similar, a esfera S2 é o resultado da contracdo do todo o bordo de um disco D?
a um sé ponto.

estamos afirmando que a esfera n-dimensional S”, cuja defini¢do oficial é

S" ={x=(xX1,....Xp41) € R x| = x3 + - —i—x,%Jrl =1}, (1.2.1)
“€” 0 espaco quociente D" /dD", obtido da bola D" pela relagdo de equivaléncia
cuja unica classe ndo trivial é todo o seu bordo dD". Note que esse bordo ¢é a
esfera S™~1:

D" = {x = (x1.....x,) €R": Ix||? = x3 + -+ x2 = 1}. (1.2.2)

Qualquer leitora ndo matematica acharia, a esta altura, que somos loucos ou, no
minimo, muito confusos: a n-esfera, afinal, é dada pela Equacdo (1.2.1) ou ¢
D"/S"~1. O que exatamente, entdo, queriamos dizer usando o verbo “ser” en-
tre aspas acima? Uma maneira de formalizar topologicamente essa descri¢ao ¢
pela compactificagdo por um ponto de um espago topologico. '

ISe o leitor ndo estiver interessado nas generalidades sobre espagos topologicos que mencio-
namos brevemente aqui, pode pensar, sem prejuizo, em R” com seus conjuntos abertos, isto ¢&,
conjuntos U € R” cujos pontos tém pequenas bolinhas inteiramente contidas em U.
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Uma fopologia em um conjunto X é uma cole¢do O de subconjuntos de X,
chamados de subconjuntos abertos, com as trés seguintes propriedades:

(1) O conjunto vazio & e o conjunto todo X ambos pertencem a O.

(i) Unides quaisquer (finitas ou infinitas, enumeraveis ou ndo) de conjuntos de O
estdo em O.

(iii) Interse¢des finitas de conjuntos de O estdo em O.

Um conjunto X com uma topologia O é um espaco topoldgico. Um conjunto em
um espago topologico ¢é fechado se seu complementar ¢ aberto, isto &, se seu com-
plementar ¢ um conjunto de O; o fecho de um conjunto A € a interse¢do de todos
os conjuntos fechados que contém A. Um espago topoldgico ¢ dito Hausdorff se,
para quaisquer dois pontos a # b em X, existem abertos disjuntos A, B tais que
aceAebeB.

Seja X um espaco topoldgico Hausdorff, localmente compacto (isto ¢, no qual
todo ponto tem uma vizinhanga cujo fecho é compacto), mas ndo compacto. O
exemplo tipico € o R”, onde n € um natural (finito). A compactificagdo por um
ponto de X é um espago topologico denotado por X. Como conjunto, X € a unido
disjunta de X com um ponto adicional, denotado, sugestivamente, por 0o: X =
X U{oo}. Os conjuntos abertos de X sdo de dois tipos: abertos de X ou conjuntos
da forma K¢ U {co}, onde K é compacto em X e K¢ = X \ K é o complementar
de K em X.

Exercicios 1.2.1. a) Mostre que a colegao de subconjuntos de X descritos acima
¢, de fato, uma topologia.

b) Mostre que X ¢é HausdorfT se X o €.

¢) Como definido acima, um espago ¢ localmente compacto se todo ponto esta
contido em um aberto cujo fecho ¢ compacto. Entenda por que é necessaria a
hipotese de compacidade local na defini¢do de compactificacdo por um ponto
€ mostre que Xé compacto.

Se X, Y sdo espagos topoldgicos, uma transformacdo f: X — Y é continua
se imagens inversas de abertos (de Y) sdo abertos (de X). Um homeomorfismo
entre X e Y ¢é uma transformagdo f: X — Y continua e inversivel, cuja inversa
¢ continua. Quando discutimos espagos topologicos, comumente identificamos
espagos homeomorfos. E nesse sentido que dizemos que a n-esfera S “6” a com-
pactificacdo por um ponto de R”: S” e R” sdo espagos homeomorfos.



12 1. Como entender as esferas

y Figura 1.3.1: A projecdo estereogra-
fica leva um ponto P = (x, y) # (0,2)
A =(0,2) do circulo unitario centrado em (0, 1)

ao Gnico ponto P* = (f(x,y).0)
onde a reta AP cruza o eixo x.

............ P =(x,y)

A\ = (f(x.9).0)
0 = (0,0) R

Exercicio 1.2.2. Mesmo que vocé ndo consiga (ou ndo queira gastar muito tempo
tentando) provar a afirmagdo acima, pense um pouco sobre qual o caminho a ser
seguido.

Como veremos a partir de agora, esse exercicio ¢ elegantemente formalizado
e resolvido usando a projecdo estereogrdfica que definiremos e estudaremos nas
segdes a seguir.

1.3 Projecoes estereograficas em dimensao 1 e inversoes
em dimensao 2

1.3.1 Projecoes estereograficas em dimensao 1

Comegamos definindo a projegdo estereogrdfica que leva o circulo unitario em R?
centrado em (0, 1) ao eixo horizontal, como mostra a Figura 1.3.1. A similaridade
entre os tridngulos AY P ¢ AOP™* implica que a formula é
2x
2-y

flx,y) = (1.3.1)
Algumas observagdes sdo importantes neste momento. Poderiamos escrever for-
mulas anélogas a (1.3.1), mas possivelmente mais complicadas, de forma a levar
qualquer circulo no plano em uma reta tangente a ele.

Exercicio 1.3.1. Encontre a férmula da projecao estereografica que leva o circulo

de raio % centrado no ponto (0, —%) sobre a reta horizontal que passa pelo pelo
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Figura 1.3.2: Mesmo sem um sis-
tema de coordenadas, pode-se definir
a projecdo estereografica de qualquer
circulo C sobre qualquer reta £.

ponto (0, —1). Volte a este exercicio mais tarde e entenda por que o colocamos
aqui.

Podemos também fazer projecéo estereografica de um circulo C a partir de um
ponto qualquer A € C sobre uma reta £, perpendicular a reta que contém A e o
centro de C, como mostra a Figura 1.3.2. Uma forma particularmente comum de
fazé-lo ¢é discutida na Secao 1.3.3.

Além disso, ¢ claro da formula (1.3.1) que, embora tenhamos definido f com
o proposito especifico de levar um dado circulo numa dada reta, a formula esta
bem definida para qualquer ponto do plano R?, exceto aqueles na reta horizontal

{y =2}

Exercicio 1.3.2. Verifique que f leva todos os pontos (exceto (0, 2)) de umareta £
ndo horizontal e que passa pelo ponto (0, 2), no ponto de interse¢do de £ com o
eixo horizontal.

1.3.2 Inversoes em dimensao 2

Os exercicios a seguir discutem uma forma muito mais interessante de entender a
fun¢ao definida pela Equagdo (1.3.1) como uma transformagio do plano no plano
e que leva o circulo na reta como desejamos.
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Exercicios 1.3.3. a) Seja C o circulo de centro (0, 1) e raio 1 e considere f defi-
nida em C \ {(0,2)} pela Equacdo (1.3.1). Verifique que f ¢ a restri¢do a C
da seguinte transformagao:

F(x,y)=( 4x -2 +2).

2 +(y=22% 2+ (y-27
Como entender F ¢ explicado nos itens a seguir.

b) Sejam Dj(x,y) = (2x,2y), uma dilatagdo, e T(g,1)(x,y) = (x,y + 1), uma
translacdo, e seja

X y

tx,y) = ( , ) (1.3.2)
x2 + y2 x2 + y2

Mostre que F = D3 o T(g,1y 0t o T(Bll) o D31, Isto é, a menos da troca de

coordenadas pela composi¢do D3 o T(g,1), as transformagdes F € ¢ sdo essen-

cialmente “a mesma” e, assim, entenderemos F se entendermos ¢.

¢) Mostre que (> = ¢ o ¢ é a identidade em R? \ {(0,0)}, que ¢ preserva raios

comec¢ando na origem e que manda cada circulo centrado na origem e raio
r > 0 no circulo centrado na origem e raio % Em particular, ¢ fixa ponto a
ponto o circulo unitario centrado na origem.

A transformagdo ¢ definida pela Equacdo (1.3.2) é o exemplo mais simples de
uma inversdo.

Definicdo 1.3.4. Dado um circulo C C R2, de centro O e raio r > 0, definimos
ic: R2\{0} = R?\ {0}, ainversdo em C,poric(P) = P*,onde P* éo ponto,
no raio com origem em O e contendo P, com a propriedade |OP| - |OP*| = r2.

Vamos reservar a notagao ¢ para a inversao no circulo unitario centrado na origem
de R2.

Exercicio 1.3.5. Verifique, usando a Defini¢do 1.3.4 e a formula da transforma-
¢do F dos Exercicios 1.3.3, que F ¢ a inversdo no circulo de centro (0, 2) e raio 2.

Podemos chegar a mesma conclusdo de maneira mais conceitual, seguindo os
passos do exercicio a seguir.

Exercicios 1.3.6. a) Seja D (x,y) = (Ax, Ay) a dilatagdo pelo fator A centrada
na origem. Mostre que ¢ “anticomuta” com D, isto €,

Dyoir=t0oD;'=10D;.
A A %
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fe ()

Figura 1.3.3: O conjunto E — o pequeno elefante — é transformado pela invers3o (¢
no circulo C, resultando numa imagem distorcida, mas possivel de reconhecer como
um elefante.

Mostre também que D> ot = (¢, , onde C,, € o circulo centrado na origem de
raio A. Conclua que Dy ot o D;l =1c,.

b) Mostre que, se Ty(x, y) = (x, y) + v é a translagdo pelo vetor v € R% e ic éa
inversdo no circulo C, entdo Tyotc o T, ! ¢ ainversdo L1, (c) no circulo Ty (C).

¢) Use os itens acima para mostrar que a inversao (¢ em qualquer circulo C pode
ser escrita como uma composi¢do da forma

TVOD)LOLOD)TIOTV_1 =TyoDj20t0T_y
e encontre o nimero A > 0 e o vetor v em funcdo do raio e do centro de C.

Em geral, inversdes tém a interessante e utilissima propriedade de levar circu-
los e retas em circulos e retas. Especificamente, seja C um circulo de centro O.
Entdo a inversdo (¢ age da seguinte maneira:

i) Se £ ¢ uma linha reta que passa pelo centro O de C, entdo (c (£ \ {O}) =
£\ {0}. (Imediato da defini¢do).

ii) Se C’ ¢ um circulo passando por O, tc(C’ \ {O}) é uma reta que ndo passa
por O.

iii) Se £ é uma reta que ndo passa por O, a sua imagem (¢ (£) ¢ C' \ {0}, onde
C’ é um circulo que passa por O.
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Figura 1.3.4: A poténcia do
ponto P em relagdo ao circulo C
pode ser entendida como o qua-
drado |PT|? da distancia entre P e
qualquer um dos dois pontos T' € C,
com a propriedade que a reta tan-
gente a C em T passa por P.

iv) Se C’ é um circulo que ndo passa por O, entéo tc (C’) é um outro tal circulo.

Vamos provar essas afirmacdes ao longo de alguns exercicios. Comegamos
com um resultado cléssico de geometria plana. Seja P um ponto fora do disco
cujo bordo ¢ o circulo C, de centro O e raio r > 0, e seja £ uma reta passando por
P ¢ intersectando C nos pontos Q, Q’, como ilustrado na Figura 1.3.4. Entdo o
produto |P Q|- | PQ’| é constante, independente da reta £ (desde que £ N C # ).

Exercicios 1.3.7. a) Prove a afirmacdo acima. Uma forma de fazé-lo ¢ introdu-
zindo coordenadas cartesianas, tomando C centrado no eixo horizontal, to-
mando retas de equagdo y = mux, e fazendo as contas. E qutil lembrar que,
se X1 € X sdo as raizes de ax? + bx + ¢ = 0, entdo o produto x;x; € igual

C
a;.

b) Use o item anterior para mostrar que a inversao (¢ preserva circulos perpendi-
culares a C, trocando as partes que estdo no interior e no exterior de C.

A constante acima, chamada poténcia de P em relagdo ao circulo C, ¢ igual
a |PO|? — r2, sendo também igual, pelo Teorema de Pitagoras, a |P T |2, onde
T € C éum ponto tal que a reta passando por P ¢ T seja tangente a C.

Os exercicios anteriores t€m como consequéncia a seguinte importante propri-
edade de inversdes:

Teorema 1.3.8. Inversées em circulos sdo conformes, isto é, preservam dngulos.

Demonstragdo. Dados um circulo C, um ponto P ¢ C e um vetor v baseado em
P, existe um tnico circulo Cy que passa por P com tangente v e € perpendicular a
C (verifique). Assim, se v, w sdo vetores baseados em P ¢ Cy, Cy, sdo os circulos
correspondentes, entdo, pelo exercicio anterior, (¢ preserva cada circulo Cy, Cy,
trocando as partes de dentro e de fora de C, e, portanto, levando P ao outro ponto
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Figura 1.3.5: Em ambos os pontos de
interseccdo de dois circulos Cy e Cy, 0
angulo de interseccdo é o mesmo.

P* de intersegdo de Cy e Cy, — veja Figura 1.3.5. Além disso, os vetores v, w sdo
levados (pela derivada de (¢) em vetores v*, w* baseados em P*, que formam o
mesmo angulo que v, w, uma vez que sio tangentes aos mesmos circulos Cy, Cy,
respectivamente. Isto prova a conformalidade de inversdes em pontos P que nio
pertengam ao circulo de inversdo. Uma maneira de concluir que conformalidade
vale também em C ¢ por continuidade. Outra ¢ discutida no préximo exercicio.

O

Exercicio 1.3.9. Introduzindo coordenadas de forma que a origem seja o centro O
do circulo C e seu raio seja a unidade, a formula da inversdo no circulo C torna-se
aformula (1.3.2). Calcule a derivada Dt e mostre que ela pode ser escrita da forma

-1 0 cosf send
Du(x,y) =4+ |: 0 1:| ' [— senf cos 9] (1.3.3)

onde A > 0 éreale 6 € [0,27). Encontre A ¢ 8 em termos de x, y.

Isto quer dizer que a acdo da derivada D¢ em vetores tangentes € a composi¢ao
de uma rotacao, seguida de uma reflexdo no eixo vertical, seguida de uma homote-
tia. Uma tal composi¢ao preserva angulos e reverte orientacdo (det D¢ < 0), além
de contrair ou dilatar vetores, multiplicando-os pelo fator A.

O proximo exercicio completa a demonstragdo de que inversdes preservam o
conjunto de todas as retas e circulos.

Exercicios 1.3.10. a) Comece convencendo-se de que dos Exercicios 1.3.6 segue
que, se provamos que a inversao ¢ no circulo unitario leva circulos e retas em
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circulos e retas como descrito na Pagina 15, podemos, entdo, concluir que o
mesmo vale para a inversao em qualquer circulo C.

b) Mostre que a imagem da reta {y = ¢} por ¢ é o circulo de centro (0, —) e
raio % (e que, portanto, passa pela origem).

¢) Mostre que a imagem do circulo de centro (0,¢) eraio0 < r < ¢ port éo

r
c2—r2°

circulo de centro (O, ﬁ) e raio Note, em particular, que centros
c2—r

ndo sdo levados em centros, exceto no caso extremo » = 0. Observe o que
acontece quando r — ¢ e que isso € compativel com o Item b. Discuta o caso
de circulos com raio r > c.

d) Seja R uma rotagdo ao redor da origem. Mostre que R e ¢ comutam, isto &,
R ot =10 R. Conclua que o Item b implica que ¢ leva (quaisquer) retas que
ndo passam pela origem em circulos que passam pela origem e que o Item ¢
implica que ¢ leva (quaisquer) circulos que ndo passam pela origem em circulos
com a mesma propriedade.

Isto termina a prova das propriedades de inversdes listadas na Pagina 15. (Mas
por que ndo precisamos provar a propriedade do Item ii?). Como a prova envolve
contas, e mesmo sabendo que elas permitem uma certeza solida de que esta tudo
realmente certo, talvez sejamos acusados de deselegancia. Parauma demonstracao
bastante elegante dos resultados acima, recomendamos o livro Thurston (1997,
Secdo 1.2).

1.3.3 Uma projecao estereografica importante

Voltando a projegdes estereograficas, ha, como ja mencionamos acima, outras ma-
neiras de defini-las, entre as quais a que descrevemos a seguir, que relaciona dois
conjuntos particularmente uteis e bem-amados: o circulo unitario centrado na ori-
gem e o eixo horizontal. Podemos modificar a Figura 1.3.1, transladando o circulo
para baixo uma unidade de modo que seu centro seja a origem e projetar, como
anteriormente, ligando P ao “polo norte” do circulo por uma linha reta, definindo
a proje¢do P* como a interse¢do desta reta com o eixo horizontal: veja a Figu-
ra 1.3.6. Nesse caso, pontos do circulo contidos no semiplano inferior sdo levados
ao intervalo (—1, 1) no eixo horizontal, pontos do semiplano superior sdo leva-
dos ao complementar do intervalo [—1, 1] no eixo horizontal, enquanto os pontos
(£1, 0) sdo, claro, fixados pela projecao.
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s
L

Exercicios 1.3.11. Seja g: C \ {(0,1)} — R (onde C ¢ o circulo unitario com
centro na origem) a projecao estereografica que acabamos de descrever. Prove as
afirmacgdes a seguir.

Figura 1.3.6: A projecdo estereografica de
um circulo centrado na origem.

a) A formulade g é

glx,y) = % (1.3.4)

b) g tem a seguinte propriedade interessante:

1
g(x.y)

g(x,—y) =

¢) A inversa de g € dada pela formula

2u u? —1
_1 _ -z -

d) g ¢ arestrigdo ao circulo unitario C da inverséo no circulo K de centro (0, 1)
e raio /2, dada pela equacio

2 24921
al Xty ) (13.5)

wen = (FrG o o
1.3.4 De volta ao inicio: projecdo estereografica e compactificacao
por um ponto

Podemos agora voltar ao que motivou a introdugdo da projecdo estereografica:
a “realizagdo” da identificagdo entre a esfera S” com a compactificagdo por um
ponto de R”. Neste momento, estamos perfeitamente aptos a discutir o caso

unidimensional que €, em esséncia, idéntico aos demais.
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Exercicio 1.3.12. Mostre que a proje¢do estereografica induz um homeomorfismo
entre a compactificagdo por um ponto de R e a esfera unidimensional, também
conhecida como o circulo. Especificamente, sendo C C RZ o circulo de raio 1
centrado em (0, 1), mostre que a fungdo f: C \ {(0,2) }A—> R definida pela Equa-
¢do (1.3.1) pode ser estendida a um homeomorfismo f: C — R, se definimos
£(0,2) = oo.

A partir de agora, passaremos a tratar o ponto no infinito co com certa inti-
midade, o que, como veremos a seguir, ajuda muito a organizar as ideias quando
consideramos inversdes e suas composi¢des. Em particular, embora ainda nao te-
nhamos provado que a esfera S? é homeomorfa & compactificagdo por um ponto
do plano R?, mencionamos logo que é possivel estender a definicdo de inversdes

a R2, fazendo-as levar o centro do circulo de inversdo em oo e vice versa.

1.3.5 Os numeros complexos

Até aqui nimeros complexos ndo foram necessarios, mas continuar a evita-los
ndo seria proveitoso a partir de agora e fazemos uma breve introducéo. Ha, claro,
varios livros excelentes sobre o assunto como, por exemplo, Ahlfors (1978) e Ca-
rathéodory (1954b). Embora seja provavel que a leitora conhega bem os nlimeros
complexos, é possivel que ndo conhega tdo bem os quatérnios que serdo discutidos
no Capitulo 2 e a introdug@o que fazemos a seguir serd também pertinente naquele
contexto. Na Secdo 2.1, em particular, veremos um modelo diferente para o corpo
dos numeros complexos e, ao 1é-la, sera 1til ter em mente o que ¢ dito a seguir.

Um namero complexo ¢ um “numero” da forma z = a 4+ ib, onde a, b € R.
Escrevemos a palavra “numero” entre aspas porque poderiamos chama-lo de “ob-
jeto” ou de qualquer outro nome: a palavra “ntimero” vem carregada de significado
e, neste momento, pode ser util esquecer essa carga e pensar no novo objeto, ndo
do ponto de vista de algo que ja conhecemos (nimeros), mas como algo novo que
entenderemos do ponto de vista operacional, isto ¢, do ponto de vista das ope-
racdes que realizamos, de como essas operagdes se comportam e o que elas nos
permitem fazer. Um passo posterior serd, claro, observar que nossa nova definicao
generaliza defini¢des anteriores.

O nome da “unidade imaginaria” i, em particular, ¢ especialmente carregado
de significado, que reflete o desconforto psicologico causado aos primeiros mate-
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maticos que a consideraram”. Esse é um excelente nome para esquecermos agora
e, para isso, podemos definir um numero complexo simplesmente como um par or-
denado (a, b) de niimeros reais. Definimos a soma de nimeros complexos como
a velha soma de pares ordenados em R2, que se faz termo a termo,

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d),

mas definimos também uma nova operagao sobre tais pares, que chamamos pro-
duto (mas que também poderiamos chamar por outro nome), da seguinte forma:

(a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Tendo definido as operagdes, deveriamos, entdo, discutir pra que servem e como se
comportam, mas vamos recomendar que o leitor consulte as primeiras paginas de
um livro de analise complexa. Mencionamos aqui apenas que identificamos nosso
velho conhecido, o conjunto R de nimeros reais, com o subconjunto dos niimeros
complexos da forma (x, 0). Tendo feito isto, chegamos ao primeiro resultado sobre
este novo conjunto de numeros, que indica seu enorme potencial: no conjunto de
numeros complexos, € possivel resolver a equagao

2241=0 (1.3.6)

isto é, existe um numero complexo z = (x,y) com a propriedade de que, ao
multiplica-lo por si proprio e somar o nimero complexo (1, 0), que identificamos
com o numero real 1 (mas que é também o elemento neutro da multiplicagcdo com-
plexa), produz o nimero (0, 0), que identificamos com o nimero real 0 (mas que ¢
também o elemento neutro da soma complexa). Usando as definigdes de produto
e soma que acabamos de introduzir, obtemos:

0, )-0,1)) + (1,00 =0-0—-1-1,0-14+1-0)+(1,0)
=(—1,0)+ (1,0)
=(0,0)
isto é, o naimero complexo (0, 1) satisfaz a Equacéo (1.3.6).

O conjunto dos nimeros complexos com a soma e o produto que acabamos
de definir é denotado por C, sendo possivel provar que C é um corpo, no sentido

2Imagine-se sem a perspectiva que temos atualmente — de que o conjunto dos ntimeros comple-
L. . - — ue deveri

xos ¢ identificado com o plano — tentando pensar em +/—1 como algo que deveria estar entre os
“ntimeros”, isto €, entre os Unicos nimeros conhecidos como tal, os nimeros reais.
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algébrico. Em particular, com excec¢do de (0, 0), todo numero complexo tem um
inverso multiplicativo: o inverso multiplicativo de z = (x, y), isto é, o nimero
complexo w tal que z - w = (1, 0), é denotado por w = % e (verifique)

1 X -y
- = , . 1.3.7
z (x2+y2 x2+y2) (137

Voltaremos em breve a inversdes e projecdes estereograficas, e ¢ bom observar
desde ja a semelhanca (e a diferenca) entre as Equagdes (1.3.2) e (1.3.7).

1.3.6 Transformacoes lineares fracionarias

Apbs essa breve introducdo aos nimeros complexos, voltamos a usar a notacao
mais usual x + iy para denotar o niimero complexo (x, y) e passamos a falar,
sem maior cerimonia, sobre certas fungdes complexas especialmente simples e
especialmente Uteis no presente contexto. Uma funcdo complexa da forma

az+b
cz+d

f(2) = (1.3.8)

onde a,b,c,d € C, é chamada uma transformagdo linear fraciondria. Com a
operacao de composicao, o conjunto de todas as transformacdes lineares fraciona-
rias é um grupo, desde que a condigdo de ndo-degenerescéncia ad — bc # 0 seja
satisfeita, como explicam os exercicios que seguem.

Exercicios 1.3.13. a) Mostre que se f, g sdo transformagdes lineares fracionarias,
entdo a composi¢do f o g também o é.

b) Calculeainversa f~! de uma transformagao linear fracionaria e note que f !
também o é. Observe também que vocé teve que supor que ad — bc # 0, isto
¢, para que o que dissemos sobre o conjunto de transformagdes lineares fracio-
narias formarem um grupo, precisamos assumir que ad — bc # 0. Definindo

az+b
cz+d

TLF(C) = f(z) = ra,b,c,d e Cead —bc #0 (1.3.9)

0 que acabamos de provar mostra que TLF(C) é um grupo.

¢) Qual € o elemento neutro do grupo TLF(C)?
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d) Mostre que se ad — bc = 0, entdo f, como em (1.3.8), é a fungdo constante.
Por outro lado, se ad — bc # 0 e c # 0, entdo f define uma transformagéo
continua e bijetiva de C \ {—%} sobre C \ {Z}, que preserva orientagio e tem
inversa continua. E o que acontece quando ¢ = 0?

e) Mostre que ¢é possivel estender a transformacéo linear fracionaria f a um ho-
meomorfismo da compactificagio por um ponto C =~ R2 de C =~ R? definindo

f(—i)zoo e f(oo)zc—l.
c c

Transformagdes lineares fracionarias sdo muito mais suaves que apenas conti-
nuas: elas sdo fungdes analiticas complexas. Nao discutiremos aqui a teoria de fun-
¢oOes analiticas, mas usaremos a seguir alguns resultados que enunciaremos quando
vierem a tona.

Na verdade, a estrutura de grupo de TLF(C) ¢é uma velha conhecida. O con-
junto de matrizes n X n inversiveis com entradas complexas tem uma notagao
chique:

GL(n,C) = {A : A é uma matriz complexan x nedet4A # 0}.  (1.3.10)

As letras “GL” vém do inglés: General Linear. Com a operacdo de multiplicagdo
de matrizes, GL(n, C) ¢ um grupo (claro). O que ¢ importante para nds, neste
momento, ¢ que GL(2, C) e TLF(C) sdo “quase” o mesmo grupo: definimos

®: GL(2,C) —» TLF(C)

a b az+b

Exercicios 1.3.14. a) Mostre que @ define um epimorfismo de grupos, isto €, @ é
um homomorfismo sobrejetivo. (Parte das contas ja foi feita no Item a dos Exer-
cicios 1.3.13.)

por

b) Mostre que o nucleo de @ ¢ o subgrupo (normal) de multiplos ndo nulos da
matriz identidade /.

¢) Definimos o subgrupo SL(n, C) < GL(n, C) por
SL(n,C) ={A € GL(n,C) : detA = 1}. (1.3.12)

Mostre que @|gp(2,c): SL(2,C) — TLF(C) também ¢ um epimorfismo de
grupos. Qual € o seu nucleo? (Cuidado).
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d) Definimos o grupo quociente
PSL(2,C) = GL(2,C)/Ker® = SL(2,C)/Ker (®|s2,c)) - (1.3.13)

Certifique-se de que a segunda igualdade acima esta correta e mostre que os
grupos PSL(2, C) e TLF(C) séo isomorfos.

Com frequéncia (mas nem sempre), tomamos um multiplo comum dos coefi-
cientes de uma transformagao linear fraciondria de forma que sua representagao

az +b

@) ="""4

satisfaca ad — bc = 1: isto é sempre possivel, desde que ad — bc # 0.

As letras “SL”, na Equacéo (1.3.12), vém do inglés para Special Linear, sendo
que special refere-se a condigdo det A = 1. A letra “P” em “PSL” indica a proje-
tivizagdo, isto €, o quociente pela relacdo que considera equivalentes matrizes que
diferem por um multiplo ndo nulo.

Todas as definigdes acima podem ser feitas usando outros corpos de coeficien-
tes no lugar de C. A tUnica outra possibilidade que nos interessa aqui é considerar
coeficientes reais, definindo assim TLF(R), GL(#, R), SL(n,R) e PSL(#, R).

1.3.7 Transformacdes lineares fracionarias e geometria

O que foi discutido acima sobre transformagdes lineares fraciondrias dependia ape-
nas da mecanica das operagdes com numeros complexos, que ¢ a mesma que a dos
niimeros reais®, com a qual estamos fartamente acostumados. Voltamos agora a
falar de nimeros complexos e suas operacdes para podermos traduzir as transfor-
mag0es da geometria plana, com as quais vimos lidando, para a linguagem de trans-
formagdes complexas. A menos que digamos explicitamente o contrario, sempre
que escrevermos z = X + iy estaremos assumindo que x, y sdo nimeros reais,
chamados, respectivamente, de parte real e parte imagindria do nimero complexo
z € C, denotadas por x = Rez e y = Imz. Note que ambas Re z, Im z sdo nu-
meros reais.

Uma operagdo simples, mas fundamental para a algebra de nimeros comple-
X0s, € a conjugacdo complexa ou, simplesmente, conjugagdo. Por definigdo, o
complexo conjugado do nimero z = x + iy € o nimero Z = x — iy, isto ¢, 0
nimero complexo z obtido trocando o sinal da parte imaginaria Im z de z. O valor

3Isto se deve ao fato de C ser um corpo de caracteristica 0.
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absoluto ou médulo de um numero complexo z = x +1iy é |z]| = /x2Z + y2,isto

é, a distancia euclidiana no plano xy da origem 0 a z; vale a equagdo |z|> = zZ.
O ultimo ingrediente importante a ser lembrado aqui ¢ a famosa formula de

Euler:

Exercicio 1.3.15. Prove que etf

de eig, usei? =

= cosf + i sen 6. Escreva a série de poténcias
—1 e separe a série em suas partes real e imaginaria.

Podemos, entdo, escrever todo nimero complexo z # 0 na forma

z=x41iy

() ()

=r(cosf +isenbh)

=re'?,

- .
onde r = |z| = /x2 + y2 e 0 ¢ o angulo que o vetor 0z forma com o eixo real
positivo.

Exercicio 1.3.16. Verifique que a transformagdo z — (re’?)z, de multiplicagio
pelo nimero complexo ret?, corresponde a composi¢do (x, y) — D, o Rg(x, y),
onde, como acima, D, ¢ a homotetia pelo fator 7, e Ry ¢ a rotacdo de angulo 6
centrada na origem.

Vejamos agora como ¢ a correspondéncia entre transformagdes da geometria
plana e transformagdes usando as operagdes algébricas dos nlimeros complexos
sob a identificacdo (x,y) <>z = x +iy:

Translacdes. A translagdo no plano (x, y) — (x, y)+(a, b), corresponde a trans-
formagdo afim complexa z — z + (a + ib).

Homotetias. A homotetia (x, y) — (Ax,Ay) pelo fator A > 0, corresponde a
transformac@o linear z > Az

Rotacdes. A rotacio (x,y) — (x cos 6 —y sen 6, x sen 6 + y cos 0)), corresponde
a transformagdo linear z — ¢'?z de multiplicagdo por um nimero complexo
de valor absoluto 1.

Reflexdes. A reflexdio no eixo horizontal (x, y) — (x,—y), corresponde a conju-
gacdo complexa z > Z.
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Simetria central A simetria central (x, y) — (—x, —y), corresponde z > —z.

Inversdes. A inversio ¢ no circulo unitario definida pela Equagio (1.3.2), corres-
ponde

Z> (1.3.14)

NI =

que também denotaremos por t(z).

Esta ultima correspondéncia é consequéncia direta da Equacao (1.3.7) e da defini-
¢do de conjugacao.

Com isso, podemos traduzir tudo o que fizemos para inversodes € projecdes es-
tereograficas no plano para a linguagem dos niimeros complexos. Embora possa
ndo ficar imediatamente claro, isso ¢ de grande valia tanto para as geometrias pla-
nas (euclidiana, mas também a hiperbolica que mencionaremos mais tarde) quanto
para a analise complexa.

Exercicios 1.3.17. a) Sejama € C e r > 0. Mostre que transformagao “antili-
near” fracionaria
zZ+ (r2 — |a|2)

a
f2) =

(1.3.15)

z —
¢ ainversao no circulo de centro a € C eraio r. Isto significa que toda inversao

em um circulo pode ser escrita como a composi¢ao de conjugacdo complexa
com uma transformagdo linear fracionaria.

b) Por outro lado, verifique que

az+b_ bc —ad +a
cz+d C2(2+%) c

(1.3.16)

e interprete o lado direito dessa igualdade como uma composi¢do de conju-
gacao complexa, seguida de uma translacdo, seguida da inversdo no circulo
unitario, seguida de uma rotacdo e de uma homotetia e, finalmente, seguida de
mais uma translagao.

Vejamos agora alguns exemplos da enorme flexibilidade proporcionada pela
introdugdo da dlgebra complexa. Para comecar, traduzamos para a linguagem com-
plexa a projecdo e a inversao dos Exercicios 1.3.11.
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Exercicios 1.3.18. a) Seja C = C(i, +/2) o circulo de centro i € C e raio ~/2.
Verifique que a inversdo em C ¢ dada pela formula

iz+1

+1i

we(z) = :

b) Mostre que, se el?, ¢ € R, é um numero complexo de norma 1, entdo

; cos
e (eW’) %% (13.17)
1 —seng
Conclua que tc leva o circulo unitario menos o polo norte i = e’ 7 em todo o

eixo real. Compare com os Exercicios 1.3.11.

Os proximos exercicios sao bons exemplos de como calculos que, feitos usando
geometria plana podem levar ao desespero pessoas de coracdo fraco, tornam-se
passeios no parque se usarmos algebra complexa.

Exercicio 1.3.19. Sejam C = C (i, ﬁ) e tc como nos Exercicios 1.3.18. Mos-

tre que
tcotoic(z) =1z. (1.3.18)

Introduzimos agora dois novos grupos que sao de grande importancia para as
geometrias euclidiana e hiperbélica. O grupo de Mobius geral no plano C 2~ R2,
denotado por GM6b(C) ou GMob (Rz), é o grupo de transformacdes de R? gerado
por inversdes em circulos, isto €, os elementos de GMdb (Rz) sdo composicdes
de um numero finito de inversdes em circulos. O grupo de Mobius Mob (Rz) €
o subgrupo (de indice 2) de GMob (Rz) de transformacdes que preservam orien-
tagdo, isto €, os elementos de Mob (]Rz) sd3o composi¢des de um numero par de
inversdes em circulos.

Exercicios 1.3.20. a) Mostre que GMdb (Rz) ¢ igual ao grupo gerado por todas
as translagdes, homotetias, rotacdes, inversdes e reflexdes de R2. Sugestdo:
O Exercicio 1.3.19 implica que GM&b (R?) contém as reflexdes. Translagdes
podem ser obtidas como composi¢oes de duas reflexdes em retas paralelas e
rota¢des como composi¢des de duas reflexdes em retas que se intersectam. Ho-
motetias sdo obtidas como a composi¢des de duas inversdes em circulos con-
céntricos.

b) Mostre que Mo6b (Rz) e TLF (C) s8o0 “o mesmo grupo” (isto é, sdo grupos
isomorfos).
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1.3.8 Rotacoes e projecao estereografica em dimensao 1

Na Secdo 1.3.4 vimos que a compactificagdo por um ponto R de R ¢ homeomor-
fa ao circulo e que a projecdo estereografica realiza este homeomorfismo. Aqui
vemos como a projecdo estereografica “traduz” rotagdes do circulo em transforma-
¢oes de R e de R.

Exercicio 1.3.21. SejaC = C(I, V/2), como nos Exercicios 1.3.18, e seja Rg(z) =
¢'97 a rotacdo centrada na origem, por 4ngulo 6 no sentido anti-horério. Se defi-
nimos fg(z) =tc o Rgo LEI(Z), entdo

[ [
(cos 5) Z+seny

. (1.3.19)
—sen%)z +cos%

fo(z) = (

Observe que a Equacdo (1.3.19) define uma transformagéo linear fracionaria

e ¢, portanto, uma transformagao que preserva orientacdo e leva bijetiva e conti-
nuamente C \ {cot %} em C \ {—cot g}. Como os coeficientes sdo numeros reais,

fp também define uma transformacédo de R \ {cot %} em R \ {—cot %}. Assim, o
exercicio mostra, entre outras coisas, que uma rotagdo do circulo é levada a uma
transformacao linear fracionaria real pela mudanc¢a de coordenadas dada pela pro-
jecdo estereografica da Equagao (1.3.17) (que ¢ a mesma que a Equacdo (1.3.4)).
Além disso, definindo

fo (cotg) =00 ¢ fg(oo)= —cotg

obtemos um homeomorfismo fy: C — C cuja restricdo a R também é um home-
omorfismo.

1.4 Projecoes e inversoes em dimensdes maiores

A ideia de projecdes estereograficas em dimensdes maiores ¢ analoga ao que fize-
mos em dimensao 1 ¢ a Figura 1.4.1 mostra, em dimensao 2, a projecao estereogra-
fica andloga aquela da Figura 1.3.1. Como j& vimos a importancia de inversdes, ao
invés de tomar uma rota paralela & da se¢@o anterior, vamos comegar discutindo
inversdes em dimensdo qualquer. O que realmente nos interessa sdo dimensdes 3
e 4, mas a discussdo € a mesma em qualquer dimensdo e seria pouco instrutivo
fazermos contas com 3 ou 4 variaveis.
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P*

Figura 1.4.1: A projecio estereografica leva cada ponto da 2-esfera S2, exceto o
polo norte N, ao plano I7, cujo ponto de tangéncia com S2 é o polo sul, antipoda
de N. Para qualquer P € S\ {N}, a imagem P* é o ponto de interseccio do
plano IT com a reta que passa por N e P.

Usaremos a seguinte nota¢do. Letras em negrito, como x = (x1,...,Xn),

sdo pontos ou vetores no R”, e x| = (xf + -4 x,%)% ¢ a norma euclidiana
do vetor x, ou a distdncia do ponto x a origem, que sera denotada por 0. Mas
também continuaremos, como acima, a usar letras maiusculas, como O, P, Q, para
denotar pontos, P Q para indicar o segmento que une P ¢ Q e |P Q| para denotar

o comprimento deste segmento, isto €, a norma do vetor P—Q) Passaremos a usar
S para denotar esferas em dimensdes maiores que 2, e tentaremos guardar C para
circulos, em qualquer dimensao.

E ja que falamos de esferas, é bom defini-las: a esfera n-dimensional em R”*!
de centro O eraio r = 0 ¢ definida por

S(0,r)={xeR": |x-0|*=r?}.

Sempre que falarmos de esferas, sem especificar a dimensdo n, estaremos nos
referindo a esferas como acima, com uma dimensdo a menos que o espago am-
biente R” !, a que matematicos gostam de se referir como codimensdo 1. Quando
quisermos falar de esferas de maior codimensdo, como circulos em R3, isso sera
indicado explicitamente.



30 1. Como entender as esferas

1.4.1 Inversoes em dimensiao qualquer

A defini¢do que generaliza a Definigdo 1.3.4 ¢

Defini¢do 1.4.1. Seja S C R”*! a esfera de centro O e raio r. A inversdo em S,
denotada por tg: R?+1\ {0} — R*T1\ {0}, é definida por tg(P) = P*, onde
P* é o ponto no raio com origem em O e que contém P e tal que |OP|-|OP*| =
r2.

A inversdo mais simples e, como acima, a que pode ser utilizada para obter
todas as outras, para a qual reservaremos a notacao ¢, € a inversao na esfera unitaria
centrada na origem de R”*1:

1 1
1(x) = ‘X = (x1,...,x . 14.1

Observe, antes de mais nada, que essa formula ¢ a analoga em dimensao n da E-
quagdo (1.3.2).

Vejamos agora as propriedades de inversdes em dimensao n + 1 anélogas aque-
las que discutimos para inversdes em dimensao 2.

Exercicios 1.4.2. a) Certifique-se, para comegar, que a Equacgao (1.4.1) de fato
realiza a Defini¢ao 1.4.1 para a esfera unitaria com centro 0.

b) Mostre que ¢ = (!, isto é, ¢ é uma involugdo; que  preserva raios com origem
na origem 0 de R” (por defini¢do), e preserva a familia de esferas centradas na
origem, levando S(0,7) em S (0, 1).

¢) Seja A uma matrizreal (n + 1) X (n + 1) que preserva a norma de vetores, isto
¢, tal que
[ Ax]| = [[x]|. (1.4.2)

Mostre que A comuta com ¢, isto é,t0 A = Ao.

O proximo passo € mostrar que inversdes preservam esferas e, em dimensdes
maiores, essa afirma¢ao € mais forte do que em dimensao 2, ja que inversdes em
R”*1 preservam esferas de todas as dimensdes 1,2, ...,n. Ou seja, aqui ja es-
tamos usando a convengdo, que continuaremos a usar nesta se¢do, de chamar de
“esfera” as esferas (claro) de qualquer dimensao, os hiperplanos em R”*1  isto é,
os subespacos afins de dimensao 7, e, ainda mais geralmente, qualquer subespago
afim de R"*1,
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A estratégia usada nos Exercicios 1.3.10 foi provar, para a inversdo ¢ no circulo
unitario, a afirmagéo para circulos em posigdes especificas, e depois argumentar
que podemos muda-los para qualquer posi¢do usando rotagdes. Além disso, por
conjugacdes (mudancas de coordenadas) por homotetias e translagdes, podemos
obter qualquer inversao a partir de ¢ e, como homotetias e transla¢des preservam
circulos, concluimos que inversdes (em geral) preservam a familia de circulos (e
retas). Para que essa estratégia possa ser utilizada em dimensdes maiores, devemos
decidir o que chamar de “rotagdes” em R” ! ¢ preocupar-nos se tais rotagdes tém
a propriedade, analoga ao plano, de que qualquer vetor de R” ! pode ser obtido
como uma “rota¢do” de um vetor em um dos eixos coordenados.

Exercicios 1.4.3. a) Mostre que qualquer vetor x = (x1, x2) no plano pode ser
obtido como uma rotagdo de um vetor do eixo vertical, isto é, encontre uma

matriz A da forma
4 — | cos 6 —senf
" |senf cosO

e um vetor y = (0, y) tais que Ay = x.

b) O item anterior ¢ facil, mas em dimensao 3 a situagdo ¢ menos simples. Como
vocé faria para, dadox = (x1, X2, x3) € R3, encontrar uma matriz “de rotacio”
A, 3 x 3, eum vetor z = (0,0, z) tais que Az = x? Em particular, entre todas
as matrizes 3 x 3, quais devemos chamar de “matrizes de rotagao”?

O Item c dos Exercicios 1.4.2 ja havia dado o spoiler do que chamar de rotagdes
em dimensdes maiores. Uma matriz quadrada real A ¢ ortogonal se satisfaz a E-
quacdo (1.4.2) e as transformagdes lineares induzidas por matrizes ortogonais que
preservam orientacao (ja que rotagcdes no plano preservam orientagdo) serao as
“rotagdes” centradas na origem, embora ndo se use esse termo com frequéncia
para dimensdes maiores que 2.

Deixando de lado por um momento esta questao, voltemos a inversodes e faca-
mos as contas para provar que a inversao ¢ na esfera unitaria centrada na origem
tem propriedades analogas aquelas listadas nos Exercicios 1.3.10. Como anterior-
mente, a translagio pelo vetor v e R”?T! ¢ a transformagio x — Ty(X) = X + v
e a homotetia de fator A # 0 ¢ a transformacdo x — D, (x) = A - xl. Para tor-
nar as contas do exercicio a seguir menos dolorosas (quase agradaveis), usamos a
notagdo (x,7) € R” x R = R"*! onde x = (x1,...,x,) € R”, para denotar o
ponto (x1,...,X,,t) € R**1. Sua norma ¢ dada por ||(x,7)||* = ||x||*> + 2 =
x% + -+ 4+ x2 + 12, mas ao fazer as contas, use x e ||x| e esquega que x tem
coordenadas. O simbolo 0 aqui serd usado para denotar a origem em R” de forma
que (0, 1) é um ponto no (n + 1)-ésimo eixo coordenado em R”*1,
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Exercicios 1.4.4. a) Seja S = S(0,r) € R"*! a esfera de centro O e raio r.
Encontre A > 0 e v e R"*! tais que

ts =DjoTyoitoT, ' oD;t. (1.4.3)

Mostre também que to D) = D% o ¢, de modo que a Equacao (1.4.3) pode ser

reescrita como
ts =Two Djy20t10T(_y. (1.4.4)

Note a relagdo com Equagao (1.3.16).

b) Mostre que a imagem do hiperplano {(x, ) : ¢ = ¢} pela inversdo ¢ ¢ a esfera

de centro (0, 5-) e raio 5-, que passa pela origem de R"*!. Em particular,
para ¢ = 1, tanto o hiperplano quanto sua imagem s3o tangentes a esfera de

inversdo no ponto (0, 1).

¢) Mostre que a imagem da esfera de centro (0,c) eraio 0 < r < cportéa
esfera de centro (0, ﬁ) e raio —"—. Note, em particular, que centros ndo
sdo levados em centros, exceto no caso extremo r = (. Observe o que acontece
quando r — ¢ e que isso € compativel com o Item b. Discuta o caso de esferas

comraior > c.

d) No Item ¢ dos Exercicios 1.4.2 vocé mostrou que ¢ comuta com transforma-
¢des ortogonais. Assuma que sabemos que, para todo z € R”T!  existem
t = 0 e uma matriz ortogonal A tais que A(0,¢) = z (Exercicios 1.4.5 abaixo),
e use o que foi feito nos itens anteriores para mostrar que ¢ leva (quaisquer)
hiperplanos que ndo passam pela origem em esferas que passam pela origem
e que leva (quaisquer) esferas que ndo passam pela origem em esferas com a
mesma propriedade. Conclua que inversoes em geral tém propriedades analo-
gas ¢ enuncie-as em detalhe.

e) Planos e esferas de codimensdo maior que 1 em R” podem ser obtidos (ou
mesmo definidos) como intersegdes entre planos e esferas de codimensao 1.
Conclua que inversoes preservam o conjunto de todos os planos e esferas de
qualquer codimensdo em R”.

A outra propriedade importante de inversdes que discutimos em dimenséo 2
foi conformalidade, que também vale em dimensdes maiores. Para prova-la vamos
usar propriedades de transformagdes ortogonais que estabelecemos agora, uma das
quais ja foi invocada no Item d dos Exercicios 1.4.4.



1.4. Projegoes e inversoes em dimensoes maiores 33

Definimos o produto escalar usual entre dois vetores x,y € R” pela formula
(X,y) = x1y1+ -+ XnYn. (1.4.5)

Aqui (e com maior frequéncia do que estamos acostumados a observar) ¢ util pen-
sar em vetores em R” como vetores coluna

X1 1
X=|: e y=
Xn Yn

de forma que o produto escalar é simplesmente o produto matricial do vetor li-
nha x' com o vetor coluna y:

x,y) =x"'y =y'x. (1.4.6)
A norma de x ¢ dada pela equagdo ||x||? = (x,x) = x'x. O dngulo entre dois
vetores X,y € R” ¢ definido pela equagao
{x.y)
Iyl

em analogia ao que acontece em dimensdes 2 e 3. Uma transformagdo linear A é
conforme se preserva angulos, isto €, se

L(Ax, Ay) = £(x,y), Vx,y € R". (1.4.8)

cos £(x,y) = (1.4.7)

Em geral, dizemos que uma transformacdo f é conforme se sua derivada Df tem
a propriedade acima em cada ponto do dominio.

Como mencionado anteriormente, chamamos orfogonal uma matriz quadrada
real A que preserva a norma de vetores, isto ¢, tal que

|Ax|| = |Ix]|, VxeR". (1.4.9)
Definimos o grupo ortogonal O(n) por
O(n) = {A matrizreal n x n : A é ortogonal } . (1.4.10)

Exercicios 1.4.5. a) Mostre que uma matriz ortogonal A preserva o produto es-
calar, isto €,
(4x, Ay) = {x,y).
Conclua, em particular, que transformagdes ortogonais sdo conformes. Suges-
tdo: Use a linearidade do produto matricial para expandir ambos os lados da
igualdade
(Ax+y).Ax+y) = (x+y.x+y).
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b) Mostre que se A € ortogonal, entdo as colunas de A formam um conjunto orto-
normal de vetores, isto €, tém norma 1 e sdo ortogonais uns aos outros. Conclua
que A ¢ ortogonal se e somente se ATA = I, isto é, AT = A~L. Sugestdo:
O que sdo os nimeros que aparecem em AT A? Use o item anterior com 0s
vetores da base candnica de R”.

¢) Mostre que O(n) é de fato um grupo sob a operacdo de produto de matrizes.

d) Da igualdade ATA = I segue que det A = =1 (verifique) e h4, entdo, um
subgrupo de O(n) pedindo para ser definido:

SO(n) = {A € O(n) : det A = 1}. (1.4.11)

Mostre que SO(n) é, de fato, um subgrupo, que é, além disso, um subgrupo
normal de O(#n) de indice 2 em O(n), isto ¢, ha duas classes de congruéncia de
SO(n) em O(n). Note que as palavras chiques usadas sdo muito mais compli-
cadas do que as provas.

e) Mostre que se x,y sdo tais que ||x|| = |y||, entdo existe A € O(n) tal que
Ax = y. Diz-se assim que o grupo ortogonal age transitivamente em esferas
centradas na origem. Sugestdo: Comece mostrando que basta provar que, dado
qualquer vetor de norma igual a 1, existe uma transformacao ortogonal que o
leva em um vetor da base canonica de R”. Depois mostre que, dado x com
norma 1, é sempre possivel encontrar uma base de R” que inclui x. Por fim,
use Gram—Schmidt para ortogonalizar essa base, comecando com o vetor X.
Quais sdo as colunas da matriz desejada?

f) Verifique que, no item anterior, podemos tomar A € SO(n).

Tendo estabelecido a transitividade das agdes de O(n) € SO(n) em esferas cen-
tradas na origem, voltamos agora & questdo da conformalidade de inversdes que,
como veremos agora, ndo ¢ uma questdo, mas um fato. Vimos que ¢ comuta com
transformagdes ortogonais, de forma que a equagdo A~ ! 010 A = 1 é uma triviali-
dade. E desta trivialidade, no entanto, ou, mais precisamente, de sua derivada, que
deduziremos a conformalidade das inversdes. Como também vimos que toda in-
versdo ¢ obtida da inversdo ¢ por uma mudanga de coordenadas por uma homotetia
e uma translagdo, transformacdes essas que sdo claramente conformes (verifique),
basta mostrar que ¢ ¢ conforme.

Exercicios 1.4.6. a) Calcule a derivada da inversdo ¢ da Equacdo (1.4.1) em um
ponto do primeiro eixo coordenado e mostre que ela € a composi¢do de uma
homotetia com a reflexdo em um hiperplano, sendo, portanto, conforme.
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b) Para um ponto x € R”, tome A4 € O(n) tal que A(x) = (||x||,0,...,0) e use
a regra da cadeia para concluir que Di(x) = D (A_1 oLo A) (x) também ¢
conforme.

1.4.2 Projecoes estereograficas em dimensao qualquer

Usamos agora o que aprendemos acima sobre inversoes para discutir projecoes es-
tereograficas em dimensdo n. Vamos nos concentrar em uma projecao estereogra-
fica especifica — aquela que leva S™, a esfera unitaria centrada na origem de R ™1,
sobre o hiperplano “horizontal” —, mas essa ¢ apenas uma escolha entre muitas,
como mencionamos no caso de dimensdo 1. Continuaremos a usar a notagao (x, t)
para denotar um ponto em R” x R = R”*+1,

Exercicios 1.4.7. a) Seja S = S ((0, 1), ﬁ) a esfera de raio +/2 e centro no

ponto (0, 1) do (rn 4 1)-ésimo eixo coordenado. Verifique que a inversdo em S
¢ dada pela férmula

ts(x,1) = ( 2 20— 1) +1).

x>+ ¢ = D" x> + ¢ = 1)?

b) A esfera unitaria S” centrada na origem contém o centro de S e, portanto, sua
imagem por tg ¢ um hiperplano. Verifique que ele ¢ o hiperplano “horizontal”
T ={x0)eR""!:xeR"}

e que, se g ¢ a restri¢do de tg a esfera unitaria S” menos o centro (0, 1) da
esfera de inversdo, entdo

g(x,t) = - X. (1.4.12)

1—1t
Compare esta formula com a Equagao (1.3.4).

¢) Enuncie e verifique para a fun¢do g do item anterior propriedades analogas
aquelas dos Exercicios 1.3.11. Em particular, convenca-se de que ela ¢é real-
mente a formula de uma projegao estereografica, isto ¢, que ¢ a formula que se
obtém definindo g: S” \ {(0,1)} — IT por g(P) = P*, onde P* ¢ o ponto
de intersegdo da reta que contém (0, 1) e P com o plano /7.

E podemos agora, antes de discutir inversdes e projecdes estereograficas um
pouco mais, tomar conta da motivagdo inicial pela qual percorremos o caminho
até aqui: a identificac@o da esfera S” com a compactificagdo por um ponto de R”.
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Exercicio 1.4.8. Mostre que a projecdo estereografica induz um homeomorfismo
entre a compactificagdo por um ponto de R” e a esfera S”. Especificamente,
sendo S” C R"T! a esfera unitaria centrada na origem, mostre que a funcio
g: 8"\ {(0,1)} — R” definida pela Equacgdo (1.4.12) pode ser estendida a um

homeomorfismo g: S” — R” fazendo £(0,1) = oo.

1.4.3 Rotacoes e projecao estereografica em dimensao 2

Estamos agora interessados em entender em que tipo de transformagdes de R” sdo
levadas, por projecdo estereografica, as rotagdes da esfera. Um dos principais mo-
tivos ¢ que uma das propriedades distintivas de esferas em dimensdes 1 e 2, que
nos fazem “entendé-las” tdo bem, ¢ que movimentos rigidos do espago ambiente
que fixam o centro da esfera, também fixam a esfera. Isso é 6bvio, mas fica menos
obvio quando pensamos em dimensdes maiores € temos que nos preocupar com o
significado de cada uma das palavras dessa afirmagdo e pensar se sabemos o que re-
almente querem dizer. Além disso, como ndo conseguimos visualizar diretamente
n-esferas quando n > 2, é importante termos formas indiretas para compreendé-
las, uma das quais é entender suas isometrias. Discutiremos isometrias em maior
detalhe mais adiante. Neste momento, o que faremos ¢ descrever como a agao de
0(3) em S? C R3 ¢ traduzida para um agio em R? pela projecio estereografica
definida pela Equagdo (1.4.12). Esse caso ¢ especialmente relevante por varios
motivos, entre eles porque, por estarmos lidando com R? ¢ R3, ainda podemos
visualizar confortavelmente tudo o que acontece. Do ponto de vista pratico, € util
poder identificar o plano horizontal com o plano complexo e usar a algebra de
nimeros complexos para nos ajudar, como ja fizemos anteriormente. Usaremos,
assim, tanto as coordenadas (z,7) € C x R =~ R3,ondez = x + i ¥, quanto
(x,y,t) € R3, para denotar o mesmo ponto, e referir-nos-emos ao eixo x como o
eixo real e ao eixo y como o0 eixo imaginario, mas o pobre eixo ¢ tera apenas um
nome. A formula (1.4.12) nesse caso é

z
Z,l) = ——
gz.t) = —
que, restrita ao eixo z real, € exatamente a formula (1.3.4) com y substituido por ¢.
O Exercicio 1.3.21 mostra que, se Ry ¢ uma rotagdo anti-horaria do plano coorde-
nado (x, t), entdo, a restrigdo de g o Ry o g~ ! ao eixo real ¢ dada por

6 [
(cos 5) X + sen 3

; . (1.4.13)

goRpog '(x) =
(— sen 5) X + cos 5
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Note que ha aqui espago para confusdo, que nos apressamos a explicitar e, com
sorte, dirimir. As contas nos Exercicio 1.3.21 foram feitas no plano complexo
que, no contexto atual, seria o plano com coordenadas x + i¢. O resultado obtido
restrito ao eixo real x (que € o eixo real de ambos os planos x + it e x + iy) €
dado pela Equagdo (1.4.13) acima, que sera agora utilizada para identificar como
a rotacdo Ry se traduz a uma transformacdo do plano complexo de coordenada
z = x + iy. Mas para que isso faca sentido, devemos comegar tornando Ry em
uma transformacgio definida em toda a esfera S2. Definimos

cosf 0O —send
Ag = 0 1 0
send 0 cosb

Restrita ao plano (x, t), Ag age como a rotagdo Ry. Além disso, calculos simples
mostram que AgAg =1 equedet Ag = 1, isto é, Ay € SO(3).

Teorema 1.4.9. Com as defini¢oes e notagdo acima, e definindo fg = g o Ag o
g 1 C\ {cot %} — C \ {—cot %}, vale a igualdade

6 6
(cos 5) Z +senz

fo(z) =

1.4.14
(—seng)z+cosg ( )
2 2

para todo z € C.

Demonstracdo. Dos Exercicios 1.4.7 sabemos que g é a restri¢do & S2 de uma
inversdo. Como Ag € SO(3), dos Exercicios 1.4.5, sabemos que a transformagao
linear induzida por Ay é conforme. Podemos assim concluir que fy, sendo uma
composic¢do de transformagdes conformes, ¢ também conforme. Além disso, fy
preserva orientagdo, ja que Ay preserva orientagdo e g e g~ ! revertem orientagio.
Disso segue que fy € uma fungdo analitica complexa. Como vimos, a restri¢ao
de fy ao eixo real tem a formula (1.4.13). Podemos agora invocar um teorema
de anélise complexa que diz que, se duas fungdes analiticas coincidem em um
conjunto que contém um ponto de acumulagao, entdo elas coincidem em toda a
intersecdo de seus dominios de definicdo. O

Agora vamos considerar as transformagdes fy e entender melhor como elas
agem no plano C. Dados dois pontos a # b € C e um nimero real p > 0, o lugar
dos pontos z € C que satisfazem a equagio

|z —al
z—b "

(1.4.15)
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Figura 1.4.2: Circulos de Apolénio em R?, com focos em (1,0) e (—1,0).

¢ um circulo, chamado circulo de Apolénio com focos a, b e constante p (desde
que fagamos como temos feito até aqui e chamemos também de circulo a reta
|z —a| = |z — b|, bissetora do segmento que une a ¢ b).

Exercicios 1.4.10. a) Prove que os circulos de Apolonio sdo de fato circulos. Su-
gestdo: Considere a transformagao linear fracionaria

w(z):Z:a

b

z

e considere os circulos centrados em 0 no plano w e suas pré-imagens no
plano z.

b) Encontre os pontos fixos de fy, isto é, as (duas) solu¢des da equagdo fy(z) =
z. Depois disso, lembre-se como obtivemos fy e conclua que o resultado era
obviamente +i e as contas desnecessarias. Calcule a derivada de fy nesses
dois pontos.

¢) Como fy é uma transformacdo linear fracionaria, sabemos que fy leva cada
circulo de Apolonio de focos =i em algum circulo. Mostre que, na verdade, fp
preserva cada um dos circulos desta familia. Faga-o de duas maneiras:
* calculando a composicao w o fg o w™!, onde w é como no Item a, e

* considerando como fy foi obtida de Ag.
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d) Outra familia (claramente) preservada por fy ¢ a familia de circulos que contém
+i. Como descrever a agdo de fy nesta familia? Sugestdo: Lembre-se que
vocé calculou a derivada Df (4i).

Mostre também que cada circulo desta segunda familia € perpendicular a todos
os circulos da familia anterior. Faca-o, novamente, de duas maneiras, conside-
rando as duas conjugacdes do Item c.

e) Junte todas essas informagdes e descreva o que acontece a uma figura plana
(um circulo ou um retangulo, por exemplo) sob a ac¢do de fy para 8 variando
em R. Agora pense no que estaria acontecendo com a imagem inversa dessa
figura por projecao estercografica.

Os Exercicios 1.4.10 dao, esperamos, uma boa ideia de como agem certas ro-
tacdes da esfera S? transportadas para o plano por projecio estereografica. Para
nos certificarmos de que esses exemplos sdo, de certa forma, tipicos, deveriamos
verificar que outras rotagdes da esfera transportadas para o plano tém comporta-
mento parecido. Deixamos essa verificagdo para os Exercicios 1.4.11 abaixo, cuja
resolug@o € menos direta que os exercicios anteriores.

Mencionamos mais de uma vez neste capitulo que, como forma indireta de
melhor compreender a 3-esfera, queremos entender o que acontece com objetos
dentro dela ao serem levados a R3 por projecio estereografica. Acabamos de fazé-
lo, s6 que uma em uma dimensao a menos, ao transportar alguns subconjuntos e
rotagdes da 2-esfera para o R? por projecio estereografica. Por mais interessante
que isso seja, parar por aqui seria como “morrer na praia.” Nos apressamos em
dizer, entdo, que embora estejamos encerrando aqui a discussdo de projecao este-
reografica e, com ela, o capitulo, ndo temos nenhuma inten¢do de morrer na praia,
apenas de descansar um pouco e observar outros aspectos da paisagem antes de
voltarmos a este assunto munidos de outras informag¢des. Em particular, teremos,
na Secdo 2.3.2, um “objeto” extremamente interessante dentro da 3-esfera para
contemplarmos sob projecao estereografica: a chamada fibra¢do de Hopf.

Exercicios 1.4.11. a) Mostre que uma matriz A € SO(3) pode ser escrita como
o produto

cosp —seng O cos@ 0 —sen6 costy —seny O

A= |senp cosg Of- 0 1 0 -|seny  cosyyr O
0 0 1 senf 0 cos6 0 0 1

b) Conclua que a forma geral de uma rotagio de S? transportada por projegdo
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estereografica para o plano ¢
i(etv =

(el(w2 ) cos g) z+ (el(w2 ) sen %)

g(ﬂ,oﬂ//(z) = A Y—e oty )

(—el( 2 )sen g) z+ (e_l( 2 )cos Q)

2

c) Estude as transformagdes g, 9,4, como fizemos com a transformacdo fy, e
compare os comportamentos das duas familias quando variamos os dngulos ¢,

0, .



Neste capitulo, vamos fazer uma excursdo pelo mundo da élgebra, com o obje-
tivo de definir e estudar a dlgebra dos quatérnios H. Em seguida, veremos que a
3-esfera S3 ¢ intimamente relacionada aos quatérnios, fazendo um paralelo com
a relagdo entre S! e os niimeros complexos C. Assim, pelo menos do ponto de
vista algébrico, o melhor analogo da 3-esfera S3 em dimensdo inferior nio ¢ a
2-esfera S2, mas o circulo ST.

2.1 Definicio matricial de nimeros complexos

Para comecar a nossa analise, vamos redefinir os nimeros complexos em termos
de matrizes. Esta abordagem produz um modelo alternativo de niumeros comple-
xos — diferente do modelo estudado no capitulo anterior, mas equivalente a ele — e
possivelmente nao tdo bem conhecida como outras defini¢oes de C. Por isso, acha-
mos util desenvolver esse ponto de vista um pouco, o que vai motivar e facilitar a
constru¢do dos quatérnios na se¢do seguinte.

Para dois nimeros reais a, b, vamos considerar a matriz

a

Mgy = [Z _b] 2.1.1)
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Com essa notacdo, podemos definir o conjunto C dos numeros complexos como
C:={Myp:abeR}.

Como ¢ facil de verificar (faga-o0), somas e produtos de quaisquer elementos de C
pertencem a C também, o que mostra que C é um anel de matrizes.

Exercicio 2.1.1. Verifique que a multiplicagdo de matrizes em C é comutativa.

Uma matriz M, » tem uma inversa se ¢ so se det(M, ;) # 0, isto €, se
a® + b% # 0. Por isso, todos os nimeros complexos diferentes de zero tém
inversos dados pela equacio

Ml | p! _ 1 a b
ab ™ b a a2+ b2 |—b a]’
Isso implica que C tem na verdade a estrutura algébrica de um corpo.

Ao mesmo tempo, C ¢ um espago vetorial de dimenséo 2 sobre R, pois pode-
mos escrever

—b 10 0 —1
Ma,b:[z a]:“[o 1}+b[1 0i|:aM1,0+bM0,1. (2.1.2)

Como € de costume na teoria dos anéis, vamos denotar como 1 a identidade mul-
tiplicativa M0 = [} 9 |. Adicionalmente, vamos definir

- o -1
i= Mo,1—[1 0] (2.1.3)

Desse modo, a Equacdo (2.1.2) da-nos a decomposi¢do M, ;, = a + bj, quase
idéntica a notagdo tradicional “a + bi”. Em particular, a propriedade fundamental
i2 = —1 corresponde a identidade j> = —1, que segue diretamente da Equa-
¢do (2.1.3). Em outras palavras, acabamos recuperando a definicdo tradicional
C ={a + bi : a,b € R}, e toda a teoria de nimeros complexos pode ser desen-
volvida nessa notag¢ao familiar a partir daqui.

Em termos da nossa abordagem matricial, o médulo de um numero complexo
satisfaz |a +bi|?> = det(Ma,b), entdo a multiplicatividade do determinante de ma-
trizes implica imediatamente a multiplicatividade do médulo. Uma consequéncia
bem conhecida desse fato € que o conjunto de numeros complexos de modulo 1
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¢ fechado sob multiplicagdo. Geometricamente, esse conjunto ¢ simplesmente o
circulo unitario S ¢ C,

Sl={zeC:|z| =1}

Além dessa construcdo tdo bem conhecida, a nossa defini¢do matricial oferece uma
nova maneira de pensarmos sobre o grupo S!:

S'={M,p :det(M,p) =1} = {[Z _ab] ca® + b = 1} (2.1.4)

com a operagdo de produto de niimeros complexos ou produto matricial.

Exercicios 2.1.2. a) A qual operagdo sobre os niimeros complexos, como discu-
tidos na Se¢ao 1.3.5, corresponde a transposi¢do de matrizes? Explique o que
a identidade matricial (XY)T = Y TXT nos diz sobre os nimeros complexos.

b) Mostre que uma matriz M, ; € C satisfaz a equagado Mg pMap = 1seeso
se det(M, ) = 1.

O Item b do exercicio acima implica que as matrizes M, ; com determinante
igual a 1 sdo ortogonais, no sentido da Equagao (1.4.10).

Teorema 2.1.3. O grupo S! é isomorfo ao grupo SO(2) de matrizes ortogonais
com determinante igual a 1.

Demonstragdo. Gragas a Equacdo (2.1.4), podemos associar a cada elemento
z =a+bi € S! amatriz M, ;. Essa matriz satisfaz det(Ma,b) =a’>+bh*=1
e, usando o Item b de Exercicios 2.1.2, MaT,b M, = 1,entdo M, ; € SO(2). Em
outras palavras, construimos um homomorfismo

v St - S0(2), V(a+bi)=M,, (a,beR,a*>+b*>=1).

Vamos agora mostrar que ¥ ¢ na verdade um isomorfismo. E obvio que o
tinico elemento z = a + bi € S! para o qual Mg, =1¢z =1,entdo ¥ ¢ um
monomorfismo.
air a2
az1 az;
construir um niimero complexo z = a + bi para o qual M, ;, = A. Consideremos
os vetores-colunas formados pelas colunas da matriz A,

a a
v, = 11 vy = 121
azi azz

Seja dada uma matriz qualquer A = [ € SO(2). O nosso objetivo €
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Conforme o Item b dos Exercicios 1.4.5, os dois vetores vi e v, sdo perpendicu-
lares e ambos tém comprimento igual a 1. Gragas ao Item a dos Exercicios 1.4.3,
sabemos que o vetor v, ¢ uma rotagdo, pelo angulo de 7, do vetor vi. Se o
angulo de rotagdo é 47, entdo obtemos

cosZ —senZ 0 —1 a —a
2 2 11 21
— . — . = . 2.1.5
V2 [sen% cos 5 ] Vi |:1 0:| |:6121:| |:a11 :| ( )

Por isso, a matriz A tem a forma

ailp —azi .
A= = Mg\, ,a,, = V(a11 + az1i)
any arn 11,421 ’

¢ a prova € quase concluida — falta considerar apenas um detalhe que deixamos
para o exercicio abaixo. O

Exercicio 2.1.4. Na Equacdo (2.1.5) da demonstragdo acima, consideramos ape-
nas o caso do angulo 7 como o angulo de rotagdo que relaciona v, ao vi. Mostre
que o angulo de —7 ndo é permitido.

A importancia do Teorema 2.1.3 € que o nosso entendimento geométrico de
S aplica-se também ao grupo matricial SO(2) que, sem esse isomorfismo, parecia
bem abstrato.

E ja que estamos nos acostumando com abstragdes relacionando-as a situa-
¢des “concretas,” vejamos mais uma maneira de pensar no grupo S e nos grupos
SO(n).

Exercicios 2.1.5. a) Verifique que o determinante de uma matriz induz um homo-
morfismo entre o grupo multiplicativo GL(n, R) e o grupo multiplicativo dos
reais ndo nulos. Conclua que SL(#, R) é um subgrupo normal de GL(n, R).

b) Dé uma descrigdo de S como o nicleo de um homomorfismo de grupos.

2.2 Definicoes de quatérnios

Recomendamos fortemente que a leitora ndo deixe de arregacar as mangas e por
a mio na massa nos calculos com quatérnios a seguir. E possivel ler as palavras
e compreender o que esta sendo dito, mas entender realmente o que sdo os quatér-
nios ¢ algo quase fisico, que envolve usar as maos, lapis e papel. Caneta também
funciona.
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2.2.1 A definicio matricial

Tendo definido os nimeros complexos como matrizes reais de dimensao 2 x 2 na
forma dada pela Equagdo (2.1.1), vamos agora fazer algo semelhante utilizando
matrizes com termos complexos. Para esse fim, definimos os quatérnios como as
matrizes da forma

z —w

M = [w 3 ] z,weC 2.2.1)

e denotamos por H o conjunto de todos os quatérnios,

H:={M;y :z,weC}.
Em particular, se z, w sdo nimeros reais, temos Z = z ¢ W = w, entdo 0 nOssO
uso do simbolo M ,, na Equacdo (2.2.1) € consistente com Equagdo (2.1.1).
Exercicios 2.2.1 (Estrutura algébrica dos quatérnios).

a) Verifique que somas ¢ produtos dos elementos de H também pertencem a H.
Consulte um livro de algebra (ou a Wikipédia) para lembrar-se dos axiomas
que definem um anel e verifique que eles sao satisfeitos por H.

b) H também tem uma estrutura de espago vetorial sobre o corpo dos nimeros
reais (mas ndo, pelo menos por enquanto, sobre C). Refresque a memoria
novamente e verifique que H também tem a estrutura de dlgebra associativa
sobre R, isto ¢, que as estruturas de espago vetorial e de anel sdo compativeis
no seguinte sentido: se, a,b € Re A, B € H, entdo

(aA) (bB) = (ab)(AB).

Nos exercicios acima vocé mostrou que H é um anel cuja unidade ¢ a matriz
identidade: 1 = [(1) ‘1)] Vejamos agora mais detalhes sobre H como espago ve-
torial real. Dados dois ntimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, onde
a,b,c,d € R, podemos decompor o quatérnio M ,, da forma seguinte:

M:zw = [% _zw}
_|a+bi —c—di
“|le—di a-—bi

S PR Y e R

= al + bi + cj + dk, (2.2.2)
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onde usamos a notagio

i [(l) _Oll, j:[(l) _01], k= [_Ol. _0’1. (2.2.3)

(Note que ela esta de acordo com (2.1.3).)

Exercicio 2.2.2 (Quatérnios tém dimensao real 4). Verifique que a decomposigao
acima mostra que H ¢ um espaco vetorial real de dimensao 4, isto ¢, que os vetores
1,1, j, k sdo linearmente independentes sobre R (ja que, por construgao, eles geram
H).

2.2.2 A defini¢do mais corriqueira

Como acontece com os nimeros complexos, ha uma forma “numérica” para qua-
térnios, que ¢ a mais comumente usada quando sdo introduzidos. Tratando H
como um espago vetorial, podemos escrever

H = {al + bi+cj+dk:a,b,c.d € R}, (2.2.4)

onde simplesmente identificamos a expressdo al + bi + c¢j + dk a quadrupla
ordenada real (a, b, ¢, d). Poderiamos, entdo, recomegar a discussdo algébrica da
secdo anterior e introduzir um produto no conjunto (2.2.4) que, juntamente com a
soma da estrutura de espaco vetorial, o torne em um anel. Na verdade, queremos
mais: queremos que, além de anel, H seja uma algebra associativa sobre R. Para
tanto, declaramos ser 1 a unidade multiplicativa, definimos os produtos

. i Cope e (2.2.5)
1] = k = —J1, Jk =1= —kJ’ kl =j= _lk,

¢ estendemos a operagao de produto para todo H de forma que seja linear sobre
os reais ¢ seja distributiva em relagdo a soma.

Exercicios 2.2.3. a) Verifique que as definigdes acima fazem sentido e mostre
que elas tornam H em um anel ndo comutativo e em uma algebra associativa
sobre R.

b) Verifique que os dois conceitos de H que agora temos sdo, na verdade, equi-
valentes — isto ¢, que o H definido acima e o H da Secdo 2.2.1 s@o isomorfos
tanto como anéis, quanto como algebras.
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Antes de discutirmos mais propriedades dos quatérnios, vamos ajustar a nota-
¢d0 para os aproximar da ideia de nimeros e, em particular, para incluir em H, de
uma forma especifica, o conjunto de niumeros reais. Denotaremos assim o quatér-
nio al + bi + cj + dk simplesmente por a + bi + cj + dk. Verificar que, ao
identificar o niimero real a com o quatérnio a + 0i + 0j + Ok, estamos incluindo
R em H como um subanel e como uma subalgebra, pode ser matematicamente
trivial, mas ¢é educativo. Ao fazé-lo, estamos também imitando, no contexto de
quatérnios, o que ja fizemos ao identificarmos os nimeros reais com um subcon-
junto especifico dos niameros reais, fazendo a = a + 0i. O numero real a é,
claramente, chamado da parte real do quatérnio a + bi + ¢j + dk. Chegamos
assim a forma mais corriqueira de todas de definir quatérnios:

H={a+bi+cj+dk:a,b,c,d e R}. (2.2.6)

Usaremos a seguir a correspondéncia

q=a+bi+cj+dk <«

a+ib —c—id
< My = Ma+ib,c+id = |:C —id a—ib ] (227)

que ¢, afinal, simplesmente o isomorfismo dos Exercicios 2.2.3. Como ja come-
¢amos a fazer, vamos nos referir a forma da esquerda como a forma numérica do
quatérnio q; a forma da direita €, obviamente, sua forma matricial.

Ao contrario de R, para o qual hd uma inclusdo canonica em H, como acaba-
mos de descrever, veremos a seguir que os numeros complexos podem ser inclui-
dos em H de um numero infinito de maneiras diferentes, sem que nenhuma delas
seja mais “canOnica” que as outras.

2.2.3 Propriedades dos quatérnios

Para entender melhor os quatérnios, vejamos algumas de suas propriedades. Co-
mecamos observando novamente que as equagdes (2.2.5) definem um produto que
claramente ndo é comutativo em geral, de forma que H ndo é um corpo. Apesar
disso, H tem uma das carateristicas marcantes de um corpo: cada quatérnio nao
nulo tem um inverso multiplicativo. Estruturas algébricas com todas propriedades
de um corpo exceto a comutatividade de multiplica¢do sdo conhecidas como anéis
de divisdo. Para ver que H é um anel de divisdo, ponhaq = a +bi+cj+dk € H
e verifique (ndo deixe para depois) a seguinte igualdade basica

(@+bi+cj+dk)-(a—bi—cj—dk)=a’>+b*>+c?>+d*cR (22.8)
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que, por sua vez, implica
(@ —bi—cj—dK)-(a + bi+cj+dk) =a® +b* + c? + d>.

Essas igualdades sao tdo importantes que merecem ser vistas novamente. Verifique
a forma matricial da Equacao (2.2.8):

a+ib —c—id. a—ib c¢c+id
c—id a-—ib —c+id a-+ib

— @+ b2+ 4 d?) [é (1)] (229

A igualdade da Equacao (2.2.8) tem como consequéncia imediata que, se
a? + b? + ¢? + d? # 0 (isto é, se o numero real a® + b? + ¢? + d? tem
um inverso multiplicativo), entdo o quatérnio q = a + bi + c¢j + dk tem um
inverso multiplicativo que €

1
—1 _ . . . .
@ = (a2+b2+cz+d2) (@ —bi—cj—dk). (2.2.10)

Essas observagdes convidam-nos a fazer algumas definicdes importantes. A
norma do quatérnio q = a + bi + ¢j + dk, onde a, b, ¢, d sdo, claro, nimeros
reais, € 0 nimero

lall = va? + b2 + 2 + d? € [0, ), 22.11)

que corresponde a norma euclidiana do vetor (a, b, ¢, d) no espago R* e que é
estritamente positiva a menos que q = 0. O conjugado do quatérnio q = a +
bi+ cj + dk € o quatérnio q = a — bi — cj — dk. Com essas defini¢des, as Equa-
¢oes (2.2.8) e (2.2.10) tornam-se em
= 2 -1 |
q-q9=|dqf", Q¢ =-—5-q
lal

|2 e 1 _ z

analogas as igualdades zz = |z z = o baraos nameros complexos.

Um quatérnio q € um nimero real, chamado quatérnio real, se ¢ somente se
q = q. Por outro lado, um quatérnio cuja parte real € 0, quer dizer, um quatérnio da
forma q = bi+ cj + dk, é chamado um quatérnio puro. Note que cada quatérnio
puro q satisfaz q = —q.

Vejamos agora como as defini¢des de norma e de conjugagdo de quatérnios se
comportam do ponto de vista matricial.
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Exercicios 2.2.4. Sejamz = a +ibew = ¢ +id (coma,b,c,d reais, como
sempre) € M, ,, = Mg correspondente ao quatérnio q = a + bi + cj + dk
por (2.2.7). Verifique as seguintes afirmacdes:

a) A norma de q satisfaz
lql? = det(M ). (2.2.12)

b) A norma de quatérnios é multiplicativa, isto €, para quaisquer p, q € H, vale

e -all = Il - llall

¢) A forma matricial do quatérnio conjugado q ¢é
* z w
(1) = 5 ]

d) Valem as igualdades
(Mz,w)* Mz = Mz - (Mz,w)* = (|Z|2 + |w|2) I
onde / ¢ a matriz identidade 2 x 2. (Compare com a Equacao (2.2.9).)

Tendo visto as propriedades basicas de quatérnios em ambas as formas numé-
rica e matricial, listamos no proximo exercicio algumas propriedades adicionais
que serdo uteis no que segue. Ao invés de prova-las duas vezes, passamos, a partir
de agora, a tratar as formas numérica e matricial como maneiras alternativas de ver
0 mesmo quatérnio e usamos a forma que for mais conveniente para cada situagao.

Exercicios 2.2.5. a) Mostre que p-q = q - p. Sugestdo: Use a forma matricial.

b) Mostre que um quatérnio q ¢ puro se e s6 se q° ¢ real ndo positivo. Neste caso,
o que é q2?

¢) Verifique que todo quatérnio pode ser escrito na forma polar q = tu, onde
t = 0 e u éum quatérnio unitdario, isto é, ||ul| = 1.

d) Verifique também que todo quatérnio unitario u pode ser escrito na forma
u = cosf +senfp,onde 6 € [0, 2] e p é um quatérnio unitario puro, isto &,
p = ui+vj+ wkeu,v,w € R satisfazem u? + v? + w? = 1.
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e) O centro Z(G) de um grupo G ¢é o subgrupo de G formado pelos elementos
que comutam com fodos os elementos de G, isto é,

Z(G)=theG:YgeGgh=hg}.

E claro que Z(G) é normal em G. Mostre que o conjunto de quatérnios reais
diferentes de zero é o centro do grupo multiplicativo H \ {0}.

Como ja mencionamos (em particular, como consequéncia do Item e acima),
o corpo R dos reais forma um subanel comutativo de H.. De modo andlogo, pode-
mos mergulhar os nimeros complexos dentro de H, por exemplo, realizando cada
namero a +bi € C como o quatérnio a +bi € H. Mas ndo ha razdo nenhuma para
escolhermos o elemento i como a imagem de i € C, que j ou k seriam escolhas
igualmente boas. O exercicio abaixo mostra que, na verdade, existe um nimero
infinito de maneiras em que os nimeros complexos podem ser realizados como
um subanel de H.

Exercicios 2.2.6. a) Seja p um quatérnio unitario puro, isto €, p = ui+ vj + wk,
onde u, v, w sdo numeros reais satisfazendo u? + v2 + w? = 1. Mostre que a
transformacgao R-linear

¢:C — H, ¢(a+bi)=a+bp (2.2.13)
define um homomorfismo injetivo de algebras reais.

b) Verifique que todos homomorfismos injetivos de algebras reais ¢ : C — H
tém a forma dada na Equacao (2.2.13).

2.3 Os quatérnios e a 3-esfera

2.3.1 A 3-esfera como um grupo

A multiplicatividade da norma dos quatérnios, estabelecida nos Exercicios 2.2.4,
implica que a fun¢do norma

I-1: H—>Rxo. q+ [q]

¢ um homomorfismo entre o grupo multiplicativo dos quatérnios nao nulos e¢ o
grupo multiplicativo dos reais positivos. Em particular, seu nucleo, isto ¢, o con-
junto de todos os quatérnios de norma 1, que chamamos de quatérnios unitarios,
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¢ um subgrupo normal do grupo multiplicativo dos quatérnios. Mas este nucleo é,
a esta altura, a nossa velha conhecida:

S3={a+bi+cj+dkeH=R*:a’>+b%>+c2>+d*=1}
={qeH:|q] =1}

Aqui estamos usando a defini¢io da Equacdo (1.1.1), identificando o espago R*
de coordenadas a, b, ¢, d com H por meio de (2.2.4).

Exercicio 2.3.1. Verifique as afirmagdes acima em detalhe e assegure-se de que S 3
satisfaz todas as condi¢des na definicdo de um grupo (ndo comutativo).

Chegamos assim a uma forma de entender a 3-esfera que pode ndo ser visual,
como fizemos com S?2, mas é operacional, algo que ndo podemos fazer com S2.
Assim, por exemplo, os oito quatérnios £1, i, £j, £k nos “eixos coordenados”
podem ser multiplicados e formam um subgrupo de oito elementos de S3. Esse
¢ apenas um exemplo simples, e usaremos muito mais essa estrutura de grupo em
S3 a seguir.

Vamos agora estabelecer uma interpretacdo matricial da 3-esfera como grupo.
Primeiro, vamos lembrar de que o espaco vetorial complexo C” ¢é equipado com
a forma hermitiana canénica (nome chique para produto escalar complexo) dada
por

(x.y) =D xiJk. 2.3.1)
k=1

onde x = (x1,...,x5) € C*ey = (y1,...,yn) € C". Em geral, a operagio
sobre matrizes complexas que faz o papel andlogo a transposta de matrizes reais €
a conjugada transposta: se A € uma matriz complexa, sua conjugada transposta
¢ A* := AT. Fazendo uso do mantra “vetores devem, quando possivel, ser consi-
derados como vetores coluna” que mencionamos anteriormente, temos

e a redefini¢do do produto escalar (2.3.1), analoga a Equagdo (1.4.6), é

(x,y) =y"x. (2.3.2)
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Note que, se X, y sdo vetores reais, entdo as Equacdes (1.4.6) e (2.3.2) coincidem.
Exatamente como o produto escalar real, o produto escalar complexo tem a agra-
davel propriedade (x,x) = 0 (e (x,x) = 0 <= x = 0), que nos permite

definir
[x]| = v (x,x).

Por outro lado, é bom notar que este produto escalar ndo é comutativo:

(y.x) = (x,y).

Isto quer dizer que a linearidade vale para a primeira variavel em (X, y), mas tem
que ser modificada para a segunda, mas como?

Uma matriz quadrada A com entradas complexas é chamada unitdria se A* A =
AA* = I, onde I denota a matriz identidade. O conjunto de todas as matrizes
unitarias n x n ¢é tradicionalmente denotado U(n):

U(n) = {A matriz complexan xn : A¥A = AA* = I}.

Matrizes unitrias sdo exatamente as que preservam a forma hermitiana, ou seja,
uma matriz n X n A ¢ unitaria se e so se

(Ax, Ay) = (x,y), Vx,ye C". (2.3.3)

Exercicios 2.3.2. a) Verifique a afirmag¢ao acima, mostrando que A satisfaz (2.3.3)
se e somente se A € U(n).

b) Mostre que o conjunto U(n) forma um grupo com a operagdo de multiplicacdo
de matrizes.

¢) Mostre que se A € U(n), entdo det A é um numero complexo de valor abso-
luto 1.

O grupo U(n) é o analogo complexo do grupo real O(n) e, como no caso
real, U(n) tem um subgrupo importante, que € especialmente relevante no presente

contexto:
SU(n) = {4 € U(n) : det A = 1}.

Exercicio 2.3.3. Mostre que SU(n) ¢ um subgrupo normal de U(n). Sugestdo:
Use o homomorfismo det.

Chegamos assim a uma forma algébrica importante de entender a 3-esfera.
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Teorema 2.3.4. O grupo S? de quatérnios de norma 1 é isomorfo ao grupo SU(2)
de matrizes unitarias 2 x 2 de determinante 1.

Demonstragdo. O quatérnio q = a 4+ bi+ cj+ dk corresponde a matriz complexa

a+bi —c—di
Ma+bi,c+di = |:C—dl a — bi j|

Da Equagdo (2.2.12), sabemos que ||q|| = 1 se ¢ 86 se det(My4pi, c+qi) = 1. Por
outro lado, dos Exercicios 2.2.4, sabemos que

(Matbi,e+di) Maspi, cvai) =1 & a*>+b*+c*+d*>=1. (23.4)

Isto €, a matriz M, p;, c44; € unitaria e tem determinante igual a 1 se e somente
se ||q|| = 1. Assim obtemos um homomorfismo de grupos

¥ 8% —>SUQ), Yla+bi+cj+dK) = Maipi ctai-

Obviamente, M, 4 pi c4+qi = I implicaa = 1eb = ¢ = d = 0, entdo o homo-
morfismo ¥ ¢ injetivo. Para verificar que ¢ ¢ também sobrejetivo, consideremos
uma matriz complexa A € SU(2) da forma

A= [Z“ 212]. (2.3.5)

221 222

E preciso construirmos agora um quatérnio q de norma 1 para o qual ¥ (q) = A,
sendo o candidato 6bvio

q = Re(z11) + Im(z11)i + Re(221)j — Im(z21)k. (2.3.6)

Dado que este ultimo passo da demonstrag@o ¢ completamente analogo & demons-
tragdo do Teorema 2.1.3, vamos completa-lo por meio dos Exercicios 2.3.5 abaixo.
O

Exercicios 2.3.5. a) A forma esperada do quatérnio q dada em (2.3.6) sugere que
a matriz unitaria A deve ser completamente determinada pela sua primeira co-
luna. Denotando por vy, v, as duas colunas de A, calcule os valores dos pro-
dutos escalares hermitianos (v, vy), (v1, va}, {v2, v2).

b) Use o item anterior € a hipotese det A = 1 para mostrar que A = M ,;,, onde
Z=2z11ew = Z31.
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2.3.2 A 3-esfera como uniao de circulos

Nesta se¢do veremos, como uma primeira volta de um parafuso ao qual daremos
outras voltas mais tarde, que é possivel descrever a 3-esfera S como uma unido
de circulos unitarios. Mais tarde, veremos também que S3 se decompde em uma
unido de toros bidimensionais, assim como uma cebola é unido de camadas con-
céntricas. A analogia com a cebola € 1til, mas ndo € muito literal, ja que hd mais
de um tipo de camada e, apesar delas serem, de fato, concéntricas, ndo sera assim
que aparecerdo aos nossos olhos por proje¢do estercografica. Mas, ao invés de
explicar as limitagdes da analogia, passemos logo a descri¢do matematica do que
queremos dizer.

Comegamos tornando os quatérnios em um espago vetorial complexo. Seria
tentador fazé-lo usando a forma matricial dos quatérnios, mas isso nao funciona:
embora a soma de matrizes da forma M; ,, seja uma matriz desta mesma forma,

le,wl + Mzz,wz = le-i-zz,wl—i-wz,

0 mesmo ndo vale para multiplicacdo usual da matriz M ,, pelo escalar complexo
A € C: em geral,
kMz,w 7& Mlz,/lw

embora, como ja vimos, valha a igualdade se A € R. Mas ter escrito a inequagio
acima indica-nos exatamente o que fazer: definimos

@:C?> > H, @(z,w)= M,y (2.3.7)

e declaramos que ¢ a estrutura de espaco vetorial complexo induzida por @ que
queremos considerar em Hi, isto ¢, definimos o produto do escalar complexo A € C
pelo quatérnio M ,, como

A, . MZ,U) = MAZ,AU}' (2.3.8)

Sublinhamos que este produto é diferente do produto ordinario de um escalar por
uma matriz.

Exercicios 2.3.6. a) Verifique que o produto (2.3.8) e a adi¢@o habitual de matri-
zes tornam H em um espago vetorial complexo e que @ € um isomorfismo de
espacos vetoriais.

b) A traducdo do produto por escalar complexo para a forma numérica de quatér-
nios ¢ feita da seguinte forma. Note que podemos escrever

q=a+bi+cj+ dk = (a + bi) + (c + di)j.
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Mostre que
(x +yi)-q=(x+yiq

¢) Conclua, em particular, que [|A - q|| = |A| - ||q]|-

Chegamos assim a seguinte observagao, algo ingénua, mas com consequéncias
geométricas extraordinarias. Tomando A = e'’, com ¢ € R, temos

le” - qll = llql
e, em particular, se ||q| = 1, entdo et -q|l = 1. Isto é, S3 ¢ H = C2¢
invariante por multiplicagdo por e'?. Vejamos o que tal produto faz com os pontos

de S3.

Exercicios 2.3.7. As seguintes observagdes seguem facilmente das propriedades
da estrutura de espaco vetorial complexo de H e da estrutura de grupo de S3:
verifique-as. Aquip,q € Hes,r € R.

a) e’ .q = qse e soset éum miltiplo inteiro de 27.
b) ei(s-i—t) q= eis . (eil . q) .
c) Sep # q, entdo €'’ - p # €'l - q.
Uma maneira de formalizar esses resultados é definir
9:Rx 83> 83 o(,q = q. (2.3.9)

Os Exercicios 2.3.7 provam entdo que ¢ € um fluxo, isto ¢, ¢ € uma aplicagdo
continua e tem as seguintes propriedades:

i) ¢0.9) =q,
i) o(s +1,q) = ¢ (s,0(,q)), paratodos s,z € R.

Exercicio 2.3.8. Parat € R fixado, definamos ¢;(-) = ¢(¢,-). Mostre que as
propriedades acima implicam que ¢; ¢ um homeomorfismo. Se assim o desejar,
mostre que ¢ € um difeomorfismo, isto ¢, que ambos (ptil sdo diferencidveis.
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O fluxo ¢(t,q) = €'’ - q ¢ importante e tem um nome bem conhecido: é o
fluxo de Hopf. Contudo mais importante que sabermos que definimos um fluxo
em S3, e que este fluxo tem o nome de um famoso matematico do século passado,
¢ entendermos as implicagdes geométrico-topologicas da existéncia de ¢. Os con-
juntos {@(z,q) : t € R} sdo chamados érbitas do fluxo ¢. Os Exercicios 2.3.7
mostram que essas Orbitas sdo curvas fechadas simples e disjuntas. Mais precisa-
mente, o [tem a mostra que as fungdes ¢ — (¢, q) sdo periddicas, de periodo 27,
para todo q € S3, e os Itens b e ¢ mostram que duas 6rbitas ou sdo iguais ou nio
se intersectam. Assim, o fluxo de Hopf pode ser pensado como um movimento
conjunto de todos os pontos de S 3, parametrizado pelo “tempo” ¢, de forma que
cada ponto q se move ao longo de sua 6rbita, com todos os pontos voltando a posi-
¢do original apo6s tempo 2, e ndo havendo nunca colisdes entre Orbitas distintas
ou entre pontos da mesma orbita. Em particular, as orbitas do fluxo decompoem a
3-esfera em curvas fechadas disjuntas, nenhuma das quais se reduz a um Unico
ponto. E aqui ja podemos observar uma diferenga fundamental entre S2 e S3: ¢
um teorema de topologia que, sempre que tentamos construir um fluxo (diferencia-
vel) na 2-esfera, havera drbitas triviais, isto €, que se reduzem a um unico ponto.

Até aqui mencionamos apenas caracteristicas topologicas das orbitas do fluxo
de Hopf: suas orbitas sdo curvas fechadas, sem autointersecdo e nio degenera-
das, e decompdem a esfera em conjuntos disjuntos. Vejamos agora propriedades
geométricas dessas oOrbitas.

Seja (z, w) € C? tal que |z|* + |w|?> = 1. O conjunto

W={A-(z,w) e C?>: 1 eC}

é um subespaco linear complexo de dimensio (complexa) 1 em C? que é transpor-
tado, pelo isomorfismo definido em (2.3.7), em um subespaco linear complexo de
H. A imagemde W é{A-q € H : A € C}, onde q é o quatérnio com a forma
matricial M 4. Como [[A - ql| = [A]- |ql| = [A],j4 que [lq]| = |z[> + |w|*> = 1,
a intersecdo entre o subespaco W e a 3-esfera é

WNS3={A-qeH:1eCinS3={"-q:1 R}

isto €, essa intersecdo ¢ a orbita de q pelo fluxo de Hopf. Assim acabamos de
estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.3.9. Todas as érbitas do fluxo de Hopf na 3-esfera S> tém a forma
W N S3, onde W é um subespaco unidimensional complexo de H. Reciproca-
mente, cada interse¢cio W N S3 determina uma vinica 6rbita do fluxo de Hopf.
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Figura 2.3.1: A imagem sob a projecdo estereogréfica de circulos de Hopf da forma
{e'*(z,w) € C? : t € R} para certos valores de (z,w) com |z| =7, onde 0 < r < 1
esta fixo.

Como cada subespaco unidimensional complexo ¢ também um subespaco bidi-
mensional real, vemos que as orbitas do fluxo de Hopf sao interse¢des de subespa-
cos lineares de dimensao real 2 com S3 e sio, portanto, circulos mdximos em S3 —
circulos cujos centros coincidem com o centro de S (isto é, a origem). Chegamos
assim a uma segunda diferenca radical entre S2 e S3: enquanto em S? quaisquer
dois circulos méaximos intersectam-se em exatamente dois pontos, ¢ possivel de-
compor toda a esfera S3 em circulos méaximos disjuntos. Essa decomposi¢io tem
também um nome bem conhecido: chama-se a fibragdo de Hopf.

Quanto aos aspectos geométricos do fluxo de Hopf, as suas érbitas correspon-
dem, em C?2, a conjuntos da forma {e’’(z,w) € C2 : ¢t € R}, onde z,w € C
sdo tais que |z|? 4+ |w|?> = 1. Fazendo |z|*> = r?, para 0 < r < 1, segue
que |w|? = 1 — r?, e, assumindo por um momento que r # 0, 1, os conjuntos
{ei’z it e R} e {e”w it e R} sdo circulos em C de raios r € v/ 1 — r2, respec-
tivamente.

Por sorte, o Capitulo 1 permite-nos ndo apenas descrever em palavras como
o fluxo de Hopf decompde S3, mas também ver a imagem, por projecio estere-
ogréfica, da fibragdo de Hopf em nosso espago, o R3. A Figura 2.3.1 mostra a
projecdo estereografica de alguns circulos de Hopf com |z| = r fixo. Aos nossos
olhos, os circulos ndo aparecem, absolutamente, concéntricos: de fato ndo o sdo.
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Alids, sequer ¢ completamente claro que as curvas que vemos na Figura 2.3.1 sdo
de fato circulos euclidianos, mas, desde que acreditemos que a figura foi feita por
projecio estereografica de S3 em R3, essas curvas, sendo projegdes de circulos,
sdo, portando, circulos.

Em geral, e ao contrario do que acontece em R* (= C? = H), onde todos
os circulos de Hopf tém o mesmo centro € o mesmo raio, sob a inversao cuja
restrigio a S3 ¢ a projecdo estereografica, centros dos circulos sao espalhados pelo
R3 e raios mudam. Um dos circulos, inclusive, passa a ter “raio infinito”, isto &,
torna-se uma reta: hd exatamente um circulo de Hopf que passa pelo polo norte
(0,0,0,1) € S3 e, como este ponto é levado ao ponto no infinito pela projecio
estereografica, o circulo de Hopf que o contém ¢ levado a uma reta. Se tivesse
sido incluida na Figura 2.3.1, esta reta passaria pelo centro da figura na direcdo
vertical.

Tomamos a liberdade de fazer um desvio para comentar parte da paisagem ma-
tematica que ¢, neste momento, tangencial, mas que reaparecera a seguir. A ana-
loga bidimensional “correta” da decomposicdo da 3-esfera em circulos (1-esferas)
maximos ¢, talvez, a decomposigdo da 2-esfera em 0-esferas maximas, isto €, em
pares de pontos antipodais de S2. Deste ponto de vista, nio ha nada surpreen-
dente: é claramente e perfeitamente possivel decompor a 2-esfera em 0-esferas
maximas disjuntas. De fato, essa constru¢do bem conhecida em matematica leva-
nos aos espagos projetivos, que voltardo a aparecer em nosso caminho (veja, em
particular, a Defini¢ao 2.5.3). Em geral, o espago projetivo associado a um espago
vetorial € o quociente pela relacdo de equivaléncia que identifica dois vetores nao
nulos se um deles é multiplo do outro. Quando o espago vetorial em questdo é o
R", podemos sempre multiplicar vetores ndo nulos por um escalar positivo para
obter um vetor na esfera unitaria. Para obter a projetivizagdo de R”, basta, por-
tanto, primeiro passar a esfera S”~! tomando multiplos positivos e, em seguida,
identificar pontos antipodais, isto €, pontos que diferem por multiplica¢do por £1.
Entdo concluimos que, pelo menos do ponto de vista topoldgico, podemos definir
0 espaco projetivo RP” ™! projetivizacdo de R”, como o quociente de "1 pela
identifica¢ao de pontos antipodais.

2.3.3 Decomposicao da 3-esfera em toros e circulos

Olhando com cuidado a Figura 2.3.1 € possivel, se ndo observar inequivocamente,
ao menos desconfiar que os circulos 14 desenhados estdo todos contidos em um
mesmo toro de revolugio em R3. Na verdade, se aplicissemos a projecio estere-
ografica a todas as orbitas da forma {e'’(z,w) € C? : t € Re |z| = r} para
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um r € (0, 1) fixo, as imagens delas formariam um toro completo em R3. Para
verificar que a Figura 2.3.1 ndo mente, vamos agora voltar a 3-esfera e 14 construir
os toros.

Fixe um Valor der € (0,1) e seja (z,w) € C? um ponto tal que Iz|2 = r
e |lw|?> = 1 —r2. Como a multiplicagio pelo nimero complexo e*! preserva o
modulo, a drbita {e” (z,w) € C? :t € R} é contida no toro bidimensional

2

{lz1] = r} x {|zz| —Vi— rz} cC2, (2.3.10)

Fazendo z e w variarem em cada um dos circulos do produto da Equagao (2.3.10),
vemos que esse toro ¢ todo preenchido, ou folheado, por orbitas do fluxo de Hopf.
Além disso, ¢ claro que cada uma dessas orbitas da exatamente uma volta em cada
direcdo do toro antes de fechar-se. Esses toros tém nome: sdo chamados foros

. (adivinhe).

Quando r = 0 our = 1, os toros (2.3.10) degeneram-se em circulos e, para r
variando em (0, 1), eles “interpolam” esses dois circulos, passando de toros muito
proximos ao circulo {(0,z2) € C? : |z5| = 1} a toros muito proximos ao circulo
{(z1,0) € C? : |z;| = 1}. A Figura 2.3.2 mostra alguns destes toros sob a pro-
jecdo estereografica, juntamente com alguns dos circulos de Hopf neles contidos.

Entdo chegamos a descri¢do completa da analogia com a cebola, com a qual
comegamos esta discussao (e que teria sido mais precisa se tivéssemos dito que era
uma cebola ao quadrado). A 3-esfera é decomposta de duas maneiras: primeiro,
em camadas, parametrizadas por r € [0, 1], cada uma das quais ¢ um toro bidi-
mensional, exceto nos extremos, quando » = O our = 1 e os toros se tornam
em circulos; segundo, em circulos que folheiam cada um dos toros da primeira
decomposi¢do. As camadas de ambos os tipos sdo todas concéntricas, em certo
sentido, ja que ou sdo de fato circulos maximos, cujo centro é a origem de R*, ou
sdo folheadas por tais circulos maximos. Ao contrario da cebola, no entanto, cujas
camadas se aproximam do centro, todos os circulos de Hopf tém o mesmo raio
(igual a 1).

Como os circulos de Hopf ddo uma volta em cada uma das dire¢des coorde-
nadas de cada toro de Hopf, chamadas “longitudinal” e “meridional” (por assim
dizer, embora ndo haja qualquer motivo conceitual para distinguir qual nome usar
para qual dire¢d0), 0 mesmo acontece na imagem da fibragdo sob a projecdo este-
reografica, na qual os toros de Hopf se tornam toros de revolugdo em R3, como se
v€ na Figura 2.3.2 e como provaremos a seguir. Em geral, circulos geométricos
de “tipo (1, 1)” (isto €, que ddo uma volta em cada uma das dire¢cdes meridional e
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Figura 2.3.2: Circulos de Hopf e os toros folheados por eles. Imagem baseada na
Figura 2.31 do livro de Thurston (1997).

longitudinal), contidos em toros de revolugdo' em R3, sio chamados circulos de
Villarceau.

Vejamos agora um passo a passo de como entender em detalhe essas afirma-
¢oOes sobre a imagem, contida na Figura 2.3.2, da fibracdo de Hopf, mas, antes
disso, vejamos, em um exercicio de geometria espacial, como obter circulos de
Villarceau.

Exercicio 2.3.10. Considere a Figura 2.3.3. Escreva a equagdo do toro de revolu-
¢a0 (ao redor do eixo z) que contém os dois circulos. Escreva também a equagao
do plano que contém a reta tangente aos dois circulos (mostrada na figura) e o
eixo x (perpendicular ao plano da figura). Calcule a intersecdo das duas equagoes
e mostre que se trata da unido de dois circulos.

Nos Exercicios 1.4.7, vimos que a férmula para a projecdo estereografica que
leva a esfera unitaria S C R?T! = R” x R em R” é

e = ()

IRota¢do; nenhuma incitacdo a subversdo aqui.
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Figura 2.3.3: Rotac3o dos dois circulos ao redor do eixo z produz um toro de revolu-
cdo. Como mostra o Exercicio 2.3.10, o plano perpendicular a pagina contendo a reta
na figura intersecta esse toro em dois circulos, chamados circulos de Villarceau.

e que g é a restriio a S” da inversdo na n-esfera centrada em (0, 1) de raio /2.
Fagamos agora algumas observagdes simples, mas uteis.

* Como inversdes preservam planos (de qualquer dimensao) que contém o
centro da esfera de inversio, qualquer k-plano coordenado de R”T! que
contenha o eixo ¢ ¢ g-invariante.

» Como aintersec¢do da n-esfera com um k-plano coordenado é a (k—1)-esfera
unitaria naquele k-plano, a restricdo de g a qualquer k-plano coordenado
que contenha o eixo ¢ é a projecdo estereografica definida na (k — 1)-esfera
daquele k-plano. (O que acontece com a aplicagdo g restrita a planos coor-
denados que ndo contenham o eixo ¢?)

* Se A € O(n),entdo (x,1) € S" seesose (Ax,1) € S™ (por qué?). Portanto

podemos escrever
1
A ) =Al[—
s =4((=)%)

=(L) Ax (2.3.11)
1—1

= g(Ax,1).

Se A" € O(n + 1) é a matriz que age como 4 em R” e ¢ a identidade na

coordenada ¢, isto é,
, | A0
A —|: 01 (2.3.12)
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entdo (2.3.11) torna-se

Aog(x,t) = g(Ax,t) = go A'(x,1). (2.3.13)

» Assim,se T C S™ é um subconjunto A’-invariante, isto ¢, (x,7) € T <+
A'(x,t) = (Ax,t) € T, a Equagdo (2.3.13) diz-nos que, para obter a pro-
jecdo g (A'(x,t)), podemos primeiro projetar para obter g(x, ) e depois
multiplicar por A para obter A (g(x,?)).

Sejaentdo, para0 <r < 1,

T, = {(Z,w) eC?:|z)P =12 |w* = 1—r2}

23.14
={nyzneRb il +y? =12 242 =112 ( :

e seja
cosf —senf O
Ag = |senf cosf O
0 0 1

isto é, Ay € O(3) é a matriz de rotagdo por dngulo 6 no plano xy (ou seja, ao redor
do eixo z). Neste caso, a matriz A’e, definida como na Equagdo (2.3.12), pode ser
descrita usando as mesmas palavras fora dos parénteses, mas Ag € O(4). Como
seria a descri¢ao correspondente a descri¢cdo em parénteses?

Exercicio 2.3.11. Verifique que 7, ¢ Ap-invariante.

Vamos usar uma tripla como subindice para indicar que estamos nos restrin-

gindo a um subespaco coordenado de R*. Assim, por exemplo, R? v.z0) ¢ o hi-
2

ez €2 2-esfera (unitéria

centrada na origem, como sempre quando usamos a notagido S”) em Rf’x 20)"
essa notacao, temos

perplano coordenado {(x,y,z,t) e R*:y =0}e S
Com

K, =T, NR3} ={(x,0,z,t) eR*: x> =12, 22 + 2 = 1 —r?}

(x,z,t) —
= S(zx,z,z) N{(x,z,1) € fosz,t) ix = +£r}
(2.3.15)

de modo que, para r # 0,1, K, é a unido de dois circulos obtidos intersectando
a esfera S(zx,z,z) com os planos {x = %7} ;); enquanto que, para r = 0, K,

, , . . . 2 3
¢ o circulo maximo obtido intersectando S(x,z’ 1) com o plano z¢ em R(x’z’ 1 €
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parar = 1, K, = {(£1,0,0)} € R(xzt)

mos qUe g(x,z,;) = g|R(3 o é a projecdo estereografica de S2 no plano xz

Pelas observa¢des acima, sabe-

em R?x nt Pelos Exercicios 1.4.10, sabemos que g(x,z,;) leva os circulos K
em pares de circulos de Apolénio, que denotaremos por C,, no plano xz, com
focosem (£1,0,0) € ]R?x 2 € simétricos em relagdo ao eixo z. Juntando tudo e

usando a Equacao (2.3.13) e que subconjuntos de Rgx 2.0) também sdo subconjun-
tos de R*, temos a seguinte sequéncia de igualdades:

Ag(Cr) = Ag 0 g(x,z,1)(Kr)
— Agog (Ky) (2.3.16)
=4go° Aq (Kr)

Fazendo 6 variar em [0, 27r], poderemos agora concluir de (2.3.16), desde que fa-
¢amos o exercicio abaixo, que as imagens por projecdo estereografica dos toros
de Hopf T, sdo toros de revolugdo no eixo z do espago ]R?x y.2)" Mais precisa-

mente, como Ag representa uma rotacdo em R? Y.y.z) 20 redor do eixo coorde-
nado z, a unido de todos os conjuntos Ag(C), para 8 € [0,27x], é um toro de
revolugdo se 0 < r < 1, ou é apenas o eixo z para r = 0, ou é o circulo unitario
{(x,y,0) ER(xyz) 2+y = 1} parar = 1.

Exercicio 2.3.12. Mostre que

.= |J 44K

0e€l0,27]

Assim, o que acabamos de mostrar é que a decomposigio de S3 por toros
de Hopf ¢é levada por projecio estereografica a decomposigao de R3 obtida por
revolucio da decomposigdo de R? em circulos de Apoldnio. Mais precisamente,
rodamos ao redor do eixo z a familia de circulos de Apoldnio no plano xz com
focos em (£1, 0), como os circulos negros na Figura 1.4.2. Os casos extremos dos
dois focos e do eixo z sdo levados, por rotagdo, ao circulo unitdrio no plano xy e
ao eixo z ele proprio, respectivamente, enquanto cada circulo é levado a um toro
de revolugdo. Na Figura 2.3.2 s6 vemos toros de revolugao folheados por circulos
de Hopf: o eixo z ndo foi incluido e o circulo unitario no plano xy esta no interior
do toro que vemos (quase) completo.
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J o0

Figura 2.3.4: Esquerda: A projecdo estereografica de dois toros sélidos disjuntos
em S3 =~ R3 U {co}, um dos quais passa por co. Ao engordarmos ambos os toros
sélidos até o ponto de eles se tocarem ao longo de seu bordo comum, que é um toro
(bidimensional) de Hopf intermediario, todo o volume da 3-esfera serd preenchido por
sua unido. Direita: O enlace de Hopf.

2.3.4 A decomposicao da 3-esfera em dois toros solidos

De certo modo, ja chegamos a uma das formas mais importantes de entender a
3-esfera: S3 ¢ a unido de dois toros sélidos. Para ndo deixar o dito pelo ndo dito,
vejamos explicitamente o que estamos afirmando.

Como mencionamos no Capitulo 1, proje¢do estereografica realiza a identifi-
cacdo de S” com a compactificagdo por um ponto de R”, de forma que, na Fi-
gura 2.3.2, falta o ponto no infinito para termos S3. Ao adicionarmos oo, o eixo
vertical torna-se também um circulo, que devemos pensar como o circulo “simé-
trico” ao circulo unitario no plano horizontal. A unido desses dois circulos, como
o leitor talvez ja suspeite, tem um nome: enlace de Gauss. Brincadeira, claro: é
o enlace de Hopf que ¢ visualizado, de forma simplificada, na parte direita da
Figura 2.3.4.

Na imagem esquerda da Figura 2.3.4, vemos dois toros solidos cujos bordos
sdo toros de Hopf. Na verdade, cada um dos toros sélidos consiste do seu circulo
central e de uma unido de camadas, cada uma um toro 7, na notagdo da Equa-
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¢do (2.3.14). Por exemplo, podemos imaginar que esses dois toros solidos tém a

forma
U e U (2.3.17)

0<r<e 1—e<r<l1

para certo parametro ¢ € (0, %) O segundo toro solido de (2.3.17) “esta na cara”™:

ele é o toro solido horizontal cuja casca bidimensional ¢ a que vemos desenhada
na Figura 2.3.4, com tudo o que essa casca “tem dentro”. O primeiro toro solido
de (2.3.17) é um pouco menos 6bvio: o seu interior (topoldgico) consiste de tudo
o que vemos “dentro” do toro vertical na Figura 2.3.4, embora esse toro nao te-
nha sido desenhado completamente. Caso tentdssemos desenhd-lo, poderiamos, a
principio, ficar um pouco confusos sobre o que chamar de “dentro” e de “fora”. E,
com algum cuidado, ¢ possivel perceber que, do ponto de vista do observador da
figura, a parte “solida” do primeiro toro em (2.3.17) ¢, na verdade, a parte de fora
da casca vertical parcialmente desenhada na Figura 2.3.4, isto é, a parte que con-
tém o ponto no infinito. Em seu interior (inequivoco, ja que topoldgico) também
esta o eixo vertical que, junto com o ponto no infinito, forma seu circulo central.
Aumentando o parametro &, tornamos ambos os toros solidos mais gordos até
que, quando ¢ = %, eles incham ao ponto de se tocarem ao longo de seu bordo

comum, o toro de Hopf 77/, exaurindo todo o espago que os separava quando

e < 1. Assim obtemos a decomposi¢io® da 3-esfera como unido (ndo disjunta)

2
U e U 7. (2.3.18)

dos dois conjuntos
o<r<i i<r<i

ambos homeomorfos ao toro sélido abstrato S' x D2, onde S' e D? sdo, res-
pectivamente, o circulo e o disco fechado unitarios no plano. Em outras palavras,
acabamos de descrever a 3-esfera como uma unido de dois toros solidos abstratos
colados ao longo de seus bordos (de uma maneira especifica). Seria, claro, dificil
desenhar os toros sdlidos (2.3.18), ja que eles preenchem toda a 3-esfera e ndo
sobra nenhum lugar do qual possamos observa-los “de fora”. Mesmo assim, a
imagem esquerda da Figura 2.3.4 da-nos toda a informagao sobre como cola-los:
um deles deve passar pelo “buraco” do outro e vice-versa.

Essa colagem de toros solidos abstratos € apenas um exemplo de uma cons-
tru¢do muito mais geral de 3-variedades, conhecida como parti¢coes de Heegaard,
que voltaremos a ver no Capitulo 3.

2 Aqui esta palavra esta sendo usada informalmente. No Capitulo 3, vamos usé-la com o mesmo
sentido técnico de particdo, isto ¢, uma colegdo de conjuntos disjuntos cuja unido é todo o espaco.
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2.4 A 3-esfera como um grupo de Lie

O grupo de matrizes SU(2), isomorfo a S3 gracas ao Teorema 2.1.3, constitui um
excelente exemplo de um grupo de Lie. Esta secdo ¢ devotada a uma exploragio
mais detalhada de algumas das consequéncias da existéncia dessa estrutura algé-
brica na 3-esfera. Quem nunca estudou grupos de Lie em geral, pode tratar o que
segue como uma analise de um exemplo concreto de um grupo de Lie ndo comu-
tativo, exemplo que pode ser considerado, per se, como o inicio de uma agradavel
introdugdo a teoria geral de grupos de Lie.

Por defini¢do, um grupo de Lie ¢ uma variedade suave’ que é também um
grupo. Além disso, requer-se que as duas estruturas tenham um bom relaciona-
mento. Variedades sdo um assunto importante para essas notas e o Capitulo 3 ¢
dedicado a elas. Adiantamos aqui que o que caracteriza variedades suaves é que,
nelas, podemos definir fungdes diferenciaveis e ¢ nesse sentido que as estruturas
de grupo e da variedade devem entender-se bem: para que um grupo com uma
estrutura de variedade suave seja um grupo de Lie, exigimos que as operagoes
que definem o grupo — seu produto ¢ a operagdo de tomar inversos — sejam opera-
¢oes diferenciaveis (em cada uma das duas coordenadas no caso do produto). Se
a leitora acha essas palavras abstratas em excesso, ndo se preocupe — muitos dos
grupos que ja encontramos no Capitulo 1 sdo de fato grupos de Lie: por exemplo,
os grupos de matrizes inversiveis GL(n, R), GL(n, C), e varios de seus subgru-
pos. O grupo GL(n,R), em particular, ¢ especialmente facil de entender como
uma variedade: cada matriz n x n em GL(n,R) pode ser identificada com um
vetor em R”z, cujas coordenadas sdo as entradas da matriz, tornando GL(n, R)
um subconjunto aberto de R"? (e, consequentemente, uma variedade suave). As
operacdes de multiplicacdo de matrizes e de tomar inversas sdo diferenciaveis em
GL(n,R): por qué? Nesta secdo, vamos por a mdo na massa dos grupos SU(2) e
SO(3), entre outros, ¢, esperamos, tudo ficara (ainda) mais claro.

Vamos um pouco adiante com a discussao abstrata. Como seria de se esperar,
a importancia de grupos de Lie vem da interagdo entre suas duas estruturas, a de
grupo e a de variedade diferenciavel. Grupos, e grupos de Lie em particular, s@o
objetos muito “homogéneos” no sentido de que qualquer elemento pode ser levado
a qualquer outro pelo produto com algum elemento do grupo. Se unirmos a essa
observacao a hipotese de que o produto no grupo ¢ uma operagao suave, conclui-
mos que a homogeneidade em um grupo de Lie ¢, além de algébrica, suave, isto é,

31sto &, diferenciavel ou possivelmente infinitamente diferenciavel, mas ndo nos vamos preocu-
par com tais filigranas no momento.
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dados quaisquer dois elementos de um grupo de Lie, existe um difeomorfismo do
grupo que leva um ao outro.

Como acontece com fungdes diferenciaveis, que aprendemos a diferenciar ao
mesmo tempo quando aprendemos que seu grafico tem uma reta tangente, cuja in-
clinacdo é dada pela derivada, o mesmo acontece com variedades diferenciaveis:
dizemos que nelas podemos definir fun¢des diferenciaveis e, em seguida, quere-
mos definir seu espago tangente. Embora seja possivel definir espacos tangentes
para variedades abstratas, ¢ mais facil fazé-lo para aquelas que sdo subconjuntos
de algum R”. Assim, o espa¢o tangente a uma variedade diferenciavel M C R”
em um ponto p € M, denotado por 7, M, ¢ 0 que o nome diz: o subespago linear
obtido transladando para a origem o espago afim (como a reta tangente a um gra-
fico), composto por todos os vetores de R” que sdo tangentes a M em p. Bem, o
leitor talvez possa reclamar de que ndo é dbvio quais vetores consideramos tangen-
tes a um circulo dentro de R3. A resposta ¢ que tomamos caminhos diferenciaveis,
contidos em M e passando pelo ponto p, e tomamos, entdo, seus vetores veloci-
dade em p. Nao ¢ dificil se convencer de que o conjunto de todos esses vetores
¢, de fato, um espaco afim ou, se consideramos os vetores tendo ponto base na
origem, um espacgo vetorial — o espago T, M .

No caso de um grupo de Lie G, podemos fazer uso da homogeneidade que
mencionamos para concluir que qualquer espago tangente ¢ equivalente a qualquer
outro no sentido de que pode ser levado a qualquer outro por um difeomorfismo
do grupo. Assim, basta entendermos, digamos, o espago tangente 7,G a G no
elemento neutro e € G. Esse espago tangente tem grande importancia na teoria
de grupos de Lie e chama-se a dlgebra de Lie do grupo. O nome “algebra” tem
motivo, claro. Espagos tangentes de variedades diferenciaveis tém, naturalmente,
apenas a estrutura de espago vetorial. Em grupos de Lie, no entanto, eles adquirem
uma estrutura adicional por meio da operagao de colchete de Lie. Essa operacao
tem origem, como ndo poderia deixar de ser, na estrutura que grupos tém a mais
que variedades suaves, isto é, em seu produto. Sem nos alongarmos muito em ex-
plicagdes metamatematicas, embora o produto no grupo nao seja traduzivel a uma
operacio no espago tangente, o comutador ghg~'h~! de dois elementos g, h € G
0 ¢é: o colchete de Lie em 7,G € a versdo infinitesimal do comutador em G. No
caso de grupos de Lie matriciais, que sdo os que nos ocupardo aqui, a algebra de
Lie também sera matricial — um espago vetorial matricial, neste caso — e o col-
chete de Lie neste espago vetorial serd também, como veremos em exemplos, 0
comutador de duas matrizes. Encerramos aqui essa discussdo geral sobre grupos
e algebras de Lie e voltamos a discutir os casos especificos que nos interessam.

Com o Teorema 2.3.4 em mente, a partir de agora, vamos frequentemente inter-
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cambiar os simbolos S3 ¢ SU(2) embora, mais vezes, vamos usar as coordenadas
reais (a,b,c,d) € R* e tratar S> C H como a esfera unitaria, formada pelos
quatérnios q = a + bi + cj + dk de norma 1. O elemento neutro do grupo S3 ¢é
1 = 1+ 0i + 0j + Ok e corresponde ao ponto (1,0,0,0) € R*. Para entender a
algebra de Lie 11(2) do grupo SU(2), vamos, entdo, analisar o espago tridimensi-
onal tangente a S 3 no ponto 1. Geometricamente, esse espago tangente é formado
por vetores perpendiculares ao raio saindo da origem e passando por (1,0, 0, 0).
Por isso, este hiperplano tangente ¢ o espago afim tridimensional

{(L,u,v,w) :u,v,w € R} =(1,0,0,0) + {0, u,v,w) : u,v,w € R} c R*

e podemos entender su(2) como o espago vetorial associado a esse espaco afim.
Para encontra-lo, basta deslocar o espago afim subtraindo o vetor (1, 0, 0, 0), o que
identifica su(2) com o espaco de quatérnios puros,

su(2) = {ui+ vj+ wk:u,v,w e R}. (2.4.1)

Exercicio 2.4.1. Conforme a definicdo geral de uma algebra de Lie matricial, o
colchete de Lie é dado pelo comutador de matrizes [X, Y] = XY — Y X. Verifique
diretamente que, para quaisquer quatérnios puros p, p’, o quatérnio pp’ — p’p é
também puro.

Vejamos agora mais uma caracteristica algébrica do grupo SU(2) em nosso
caminho para entender a 3-esfera. Usando a identifica¢do (2.4.1), introduzimos a
representagdo adjunta do grupo de Lie SU(2) em termos de quatérnios:

Ad: S% — Aut(su(2)), Ad(q)(p) = qpq~! (q € S3, pesu().

Exercicio 2.4.2. Verifique diretamente que, para qualquer q € H \ {0}, se p é um
quatérnio puro, entio qpq~! também o é. Sugestdo: Vocé ndo precisa calcular
todo o produto: basta calcular a parte real.

As coordenadas (u, v, w) da Equagdo (2.4.1) permitem que tratemos s11(2)
como R3, o espago mais familiar a todos nés, seres tridimensionais. Se q € S3 ¢
um quatérnio unitario, entio Ad(q) é uma transformagio linear inversivel de R3,
jaque,se A, A" € R, podemos considerar A, A’ como quatérnios reais e, como o0s
quatérnios reais comutam com todos os quatérnios, segue que

Ad(@(p +A'p)=q(Ap+A'p)q!
=Aqpq ' +A'qp'q”
= A Ad(q)(p) + A" Ad(q) (p) -

1
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Exercicios 2.4.3. a) Respire fundo e verifique que, se q = a + bi + cj + dk
¢ um quatérnio unitario, entdo a representacdo matricial de Ad(q), usando a
identificagdo (2.4.1), ¢ dada pela matriz

a? 4+ b%—c?—-d? 2(bc —ad) 2(ac + bd)
2(ad + bc) a?—b?% +c?—d? 2(cd — ab) . (2.4.2)
2(bd — ac) 2(ab + cd) a? —b?>—c?+d?

b) Use a formula anterior para calcular o grupo de matrizes associado ao subgrupo
de oito elementos {£1, £i, £j, £k}. D& outros exemplos de subgrupos finitos
de S3 e calcule os subgrupos de matrizes associados.

Vejamos agora, de forma conceitual, quais transformagdes lineares de R as
matrizes acima representam.

Teorema 2.4.4. (i) Sob a identificacdo su(2) = R3 dada pelas coordenadas
(u,v,w) de (2.4.1), a imagem da representagdo adjunta de SU(2) é o grupo
SO(3) de transformagées ortogonais de R3 com determinante igual a 1.

(ii) O nucleo da representacdo adjunta de SU(2) é o grupo de dois elementos
{—1,1} C S3 = SU(2).

Demonstragdo. Para estabelecer a parte (i), notemos primeiro que a norma do
quatérnio puro ui + vj + wk é a mesma que a norma do vetor (u,v,w) € R3.
Para qualquer q € S3 e qualquer p € su(2),

IAd(@®)Il = llapa™" | = llall - Ipll - lal ™" = lpl.

Isso quer dizer, de acordo com a defini¢do em (1.4.10), que a transformacao li-
near Ad(q) ¢ ortogonal. Consequentemente, o determinante det(Ad(q)) pode to-
mar somente os valores {—1, 4+1}. Mas como det(Ad(q)) ¢ uma fun¢do continua
do quatérnio q definida no espago conexo S3, entdo det(Ad(q)) ¢ de fato cons-
tante. Como a transformacdo Ad(1) ¢ a identidade, esse valor constante tem de
ser 1, o que implica que Ad(q) € SO(3) para todo q € S3.

Para mostrar que a imagem de Ad ¢é todo o grupo SO(3), devemos considerar
uma matriz A € SO(3) e construir, a partir dela, um quatérnio q tal que a transfor-
magdo linear Ad(q) de s1u(2) = R3 é a mesma que a transformagcio induzida por
A. Este passo da prova sera completado nos Exercicios 2.4.7.

Vamos agora demonstrar a parte (ii). A inclusdo {—1,1} C Ker Ad é 6bvia,
entdo vamos centrar a nossa atengdo na inclusdo oposta. Notemos que cada qua-
térnio pode ser decomposto como q = r + p, onde r é um quatérnio real e p €
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um quatérnio puro. Entio suponhamos que n € Ker Ad C S3,isto é, npn~! = p

para todo quatérnio puro p. Para um quatérnio qualquer q = r + p temos entao
ngn ! =n(r+pn ' =nm ! +npn !t =r+p=gq (2.4.3)

onde usamos a propriedade nr = rn estabelecida no Item e dos Exercicios 2.2.5.
Como o quatérnio q em (2.4.3) foi arbitrario, n satisfaz nq = gqn para todo q € H.
Aplicando o mesmo exercicio mais uma vez, concluimos que n tem de ser um
quatérnio real. Porém, n € S 3 entfo as Gnicas possibilidades sdo n = +1. O

Vamos agora discutir brevemente uma formulagdo mais abstrata do Teore-
ma 2.4.4. Os dois grupos SU(2) e SO(3) aparecem na seguinte sequéncia de ho-
momorfismos:

0— {£1} S su@) 2% s0(3) — o, (2.4.4)

onde “0” denota o grupo trivial. O teorema afirma, essencialmente, que a sequén-
cia (2.4.4) é exata, o que inclui na verdade as trés afirmacdes:

(1) A inclusdo {—1,1} — SU(2) ¢ injetiva.
(i) KerAd = {—1,1}.
(iii) A representagdo adjunta Ad : SU(2) — SO(3) é sobrejetiva.

A segunda e a terceira afirmagdes correspondem as duas partes da nossa formu-
lagdo original do Teorema 2.4.4, enquanto a primeira afirmagéo ¢ trivial, porque
cada inclusdo ¢ injetiva.

Corolario 2.4.5. O grupo SO(3) é isomorfo ao quociente de SU(2) pelo subgrupo
de dois elementos {£1}:

SO(3) = SU(2)/{=£1}. (2.4.5)

Esquecendo-nos da 4lgebra, podemos enunciar essa tltima equivaléncia como um
homeomorfismo de espagos topologicos SO(3) =~ S3/{q ~ —q} =: RP3, isto
¢, acabamos de verificar que, como 3-variedade, o grupo SO(3) ¢ o quociente da
3-esfera pela relagdo de equivaléncia que identifica pontos antipodais.

O espago quociente RP3, conhecido como o espaco projetivo real de dimen-
sdo 3, vai reaparecer na Secao 3.1.3.

Lema 2.4.6. Para cada matriz A € SO(3) existe um vetor ndo nulo x € R3 tal
que AX = X.
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Demonstragdo. Seja A € SO(3) uma matriz qualquer, sobre a qual s6 sabemos
que det(4) = 1 e que AAT = ATA = I, onde I é a matriz de identidade 3 x 3.
Consequentemente,

=1
det(A — I) = det(A") det(4 — I)

=det(ATA — 4T)
= det(—(A" — 1))
= —det(4 —1).

Portanto, det(A — ) = 0, o que implica a existéncia de um vetor ndo nulo x tal
que (A — I)x = 0, ou seja, AX = X. O

Exercicios 2.4.7. a) Aplicando o Lema 2.4.6, mostre que cada matriz A € SO(3)
induz uma transformagao linear de R3 que fixa ponto a ponto uma reta £ pas-
sando pela origem. Com ajuda de (1.4.9), explique por que A age como uma
isometria da geometria euclidiana de R3 preservando a orientagio. Conclua
que A é uma rotacdo ao redor de £.

b) Sejaf C su(2) areta passando pela origem na dire¢do do vetor-base i, ou seja,

o eixo da coordenada u na notagdo de (2.4.1). Mostre, para todo 6 € R, que

a transformagdo Ad (cos % + sen % i) age em su(2) como a rotagdo ao redor

de £ pelo angulo 6.

¢) Seja p # —i um quatérnio puro de norma 1, isto €, p = ui + vj + wk para
numeros reais u, v, w tais que w2+ 24 w=1e (u,v,w) # (-1,0,0).
Mostre que o quatérnio q = 1 + u — wj + vk satisfaz qiq~! = p. Sugestdo:
Se vocé quiser usar a matriz (2.4.2), note que q ¢ S3.

d) Dados um quatérnio unitario puro p e um angulo 6, mostre que a transformagao
Ad (cos% + sen% p) ¢ a rotagdo de su(2) = R3 pelo angulo 6 ao redor da
reta na direcdo do vetor p que passa pela origem. Compare com o Item d

dos Exercicios 2.2.5. Sugestdo: Use os Itens b e ¢ e lembre-se de que Ad é um
homomorfismo de SU(2) em SO(3).

e) Explique como a combinacdo dos resultados acima implica que a imagem do
homomorfismo Ad ¢ todo o grupo SO(3).
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Para ndo atrapalhar o fluxo de ideias, usamos um argumento geométrico para
identificar su(2) = R3: a algebra de Lie s11(2) é, por definicio, o espago tangente
a SU(2) na identidade. Como identificamos SU(2) com os quatérnios unitarios e
esses, por sua vez, com S3, segue que s1(2) fica assim identificada com o espago
tangente a S>3 no ponto 1 = (1,0, 0, 0) que é, claramente, o subespago de quatér-
nios puros {ui + vj + wk = (0,u,v, w) € R*}. Vejamos agora su(2) do lado
mais algébrico. Para determinar o espago tangente a SU(2) na identidade, preci-
samos encontrar trés vetores linearmente independentes tangentes a SU(2) em 1.
Trés porque sabemos, contando parametros reais, que SU(2) é uma 3-variedade
real. Considere, entdo, os caminhos abaixo e faca os exercicios a seguir:

(1) = [cost + i sent 0
nld) = i 0 cost —isent
[cost —sent
vi(t) = |sent  cost } (2:4.6)
() = [ cost  —isent
ndd) = | —isent  cost

Exercicios 2.4.8. a) Conte o nimero de parametros reais em SU(2) e convenga-
se de que ndo mentimos.

b) Verifique que ;, ¥j. Yk sdo caminhos em SU(2) e que passam por 1 em ¢ = 0.
Calcule suas derivadas em ¢ = 0 e verifique que elas sdo vetores linearmente
independentes em su(2).

¢) Conclua que su(2) é o conjunto de matrizes complexas anti-hermitianas com
trago 0, isto €,

su(2) = {A matriz complexa2 x2: A* = —Ae trd = 0}.
d) Use o item anterior para verificar que su(2) ¢ de fato fechada sob o colchete
de Lie [4, B] = AB — BA.
2.4.1 A aplicacao exponencial

Cada grupo de Lie G € relacionado a sua algebra de Lie g por meio da aplicagdo
exponencial exp : ¢ — G. Informalmente, a aplicagdo exponencial realiza a
aproximac¢do de uma vizinhanga do elemento neutro 1 € G pela dlgebra de Lie g.
Para cada vetor tangente v € ¢ = 771G, a aplicagdo exponencial leva os seus
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multiplos reais v, ¢t € R auma curva em G, que passa por 1 e cujo vetor tangente
em 1 év. (No caso de grupos de Lie complexos, o mesmo ¢ verdade parat € C, as
imagens de fv sendo pontos de uma curva holomorfa.) Em particular, a aplicagdo
exponencial sempre satisfaz exp(0) = 1 € G.

Para definir a aplicacdo exponencial em plena generalidade, seria necessario
utilizarmos técnicas de geometria diferencial, o que nos afastaria desnecessaria-
mente do tema algébrico deste capitulo. Felizmente, no caso de grupos de Lie
matriciais, a dlgebra de Lie g ¢ sempre um espago vetorial de matrizes, o que nos
permite definir a aplicagdo exponencial algebricamente, por meio da formula:

o0 Xn
exp: g — G, exp(X) = Z P (2.4.7)
n=0

onde X" denota a n-ésima poténcia da matriz X, isto é,

n vezes

O exemplo mais simples da aplicagdo exponencial, do qual se origina o nome
“exponencial”, ¢ o do grupo de Lie S!. Vamos agora estudar esse exemplo um
pouco, com o objetivo de desenvolver certas intuigdes geométricas. Embora muito
simples e elementar, essa intuicdo vai nos ajudar na anélise do caso mais compli-
cado do grupo de Lie S3.

Tratando G = S! como o circulo unitario dentro de C, podemos construir a
4lgebra de Lie g = 77 S! a partir do espaco afim tangente ao circulo no ponto 1.
Assim descobrimos que a algebra de Lie de S! ¢ formada pelos nimeros comple-
xos daformait parat € R, quer dizer, nimeros imagindrios puros, como ilustrado
na Figura 2.4.1. Em termos de matrizes, podemos também escrever

o=t 5]es]

Conforme a formula geral (2.4.7), temos

exp(it) = Z @0)" =e'l,

n!
n=0

0 que explica a origem da notagdo “exp”.
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Im g=iRx~R
. -2
1+iR > 0
//_\ 27
/\1 /\ 4
\/ h
S1 \
G=S!
Y

Figura 2.4.1: Esquerda: A reta tangente a S! C C no ponto 1 € S! é {1 + it :
t € R}. Por isso, a algebra de Lie de S! é a linha formada pelos ntimeros complexos
puramente imaginarios, ou seja, da forma it para t € R. Direita: A aplicacdo
exponencial de S' leva um niimero complexo da forma it ao elemento exp(it) € S!
para todo t € R. Enrolando a linha R numa hélice como na figura, a aplicacdo exp
pode ser visualizada como a projec3o vertical da hélice sobre sua “sombra” S!.

Observagdo 2.4.9. O Teorema 2.1.3 mostra que S! = SO(2) e poderiamos usar
o simbolo “so(2)” para nos referir a algebra de Lie de S!. Alternativamente, po-
deriamos interpretar os nimeros complexos de modulo 1 como matrizes unitarias
1 x 1, de modo que S! = U(1), e introduzir a notagio “u(1)”. Porém, essas
notagdes parecem-nos um pouco altaneiras dados os nossos objetivos modestos.

Estamos prontos para analisar o exemplo mais diretamente relacionado com o
que estamos estudando: exp: su(2) — SU(2). Ao quatérnio puro p = ui+ vj +
wk corresponde a matriz

M, =[ m _“f’w] (2.4.8)
V—1Ww —lUu

que € a forma geral de uma matriz em s11(2), segundo o Item c dos Exercicios 2.4.8.
De acordo com (2.4.7), deveria valer exp(Mp) € SU(2), o que sera verificado nos
exercicios a seguir.

Exercicios 2.4.10. a) Mostre que se A ¢ uma matriz anti-hermitiana, isto &, se
A* = —A, entdo os autovalores de A sdo imaginarios puros e 0s autoveto-
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res associados a autovalores distintos sdo ortogonais segundo o produto esca-
lar (2.3.2). Sugestdo: Considere a expressdo v* A*v quando v é um autovetor
de A e lembre-se de que v*v = |v||2. Em seguida, considere v* A*w, para
v, w autovetores associados a autovalores distintos.

b) Qualquer quatérnio puro pode ser obtido como o produto ¢p, onde p ¢ um
quatérnio unitario puro e ¢ € R. Diagonalize a matriz M;,. Pelo item anterior,
vocé deve encontrar autovalores imaginarios puros e autovetores ortogonais.
Encontre S, T € SU(2) tais que

o it 07 oo
M”"S'[o —it:|'S

o = .
N

¢) Seja G um grupo de Lie matricial e seja g a algebra de Lie de G. Usando Equa-
¢do (2.4.7), mostre que exp(gvg™!) = gexp(v)g~! paratodo g € G e todo
v E Q.

d) Calcule a exponencial exp My, verifique que exp M;p € SU(2) e que exp Myp
corresponde ao quatérnio unitario cos? + sent p. Sugestdo: A propriedade
estabelecida no Item c ajuda neste calculo.

e) Conclua que, quando ¢ varia em R, exp M;p percorre um circulo maximo
em S3, isto é, um circulo de raio 1 em S3. Compare com o que vimos acima
sobre o circulo e sua algebra de Lie.

E interessante analisarmos agora a interagdo entre a representacio adjunta
Ad : SU(2) — Aut(s1(2)) = Aut(R?)

e a aplicacdo exponencial exp : su(2) — SU(2). Os Exercicios 2.4.10 mos-
tram que as exponenciais exp(fp) = cost + psent percorrem, para ¢ variando
em R, o circulo maximo de S3 = SU(2) obtido por intersegdo com o 2-plano
gerado pelos vetores 1,p € S3 C R*. Para descrever a acio adjunta dos qua-
térnios da forma cost + psent, voltemos ao Item d dos Exercicios 2.4.7, onde
descobrimos que as transformagdes da forma Ad (cos% + psen %) sdo as rota-
¢des por angulo 1 € R ao redor da direcio de p € R3. Como todo quatérnio
puro q pode ser escrito como q = p, onde ||p|| = 1 ez = 0, a composicdo
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Adoexp: su(2) — Aut(R3) leva o vetor q = tp € su(2) a rotagao pelo an-
gulo 2¢ € R ao redor da diregdo de q (ou p, ja que sdo a mesma). (O que acontece
quando q = 0?) Além disso, quando ¢, variando em R, percorre um intervalo
de comprimento 27, a exponencial exp(¢p) percorre um circulo maximo ao redor
de SU(2) e as adjuntas Ap(27) := Ad(exp (tp)) “ddo duas voltas” ao redor da
direcdo de p, isto ¢, as matrizes Ap(2¢) € SO(3) percorrem duas vezes o caminho
fechado Ap: [0,2m] — SO(3), correspondente as rotagdes ao redor da direcdo
de p por angulos ¢ crescendo de 0 a 2. Observe que isso € compativel com o
fato de que SU(2) € um recobrimento duplo de SO(3), como enunciado no Coro-
lario 2.4.5.

Assim, o espago tridimensional s11(2) é responsavel pelas “trés dimensdes”
de rotagdes de R3. Por exemplo, os quatérnios puros i, j, k formam uma base
ortonormal de s11(2) e correspondem a rotacdes de R3 ao redor de trés eixos per-
pendiculares. Os fisicos referem-se a essas dimensdes como os graus de liberdade
de rotagdes. Analogamente, pilotos falam sobre os trés modos de rotagdo de um
avido ao redor dos trés eixos principais, tipicamente usando os termos em inglés:
roll, pitch e yaw.

Essa descri¢do quaternionica de rotagdes de R3 tem muita utilidade nas apli-
cacdes de geometria. Dado um eixo ¢ C R3 passando pela origem e um angulo de
rotagdo 6, ¢, em geral, bastante dificil encontrar a matriz A € SO(3) que representa
arotagdo ao redor de £ pelo angulo 6. Mas essa tarefa torna-se bem mais facil com
o0s quatérnios: se p ¢ o vetor de norma 1 na diregdo de £, entdo a transformagio
procurada ¢ simplesmente

Ad (exp(%p)) = Ad (cos ¢ + psen g) :

Para compor duas ou mais rotagdes, ndo ¢ preciso multiplicar as matrizes: como
Ad € um homomorfismo, basta, ao invés disso, multiplicar os quatérnios corres-
pondentes. Uma das vantagens dessa abordagem em computagao grafica 3D € que
um computador pode representar um quatérnio q = a + bi+ c¢j + d k pelos quatro
nameros reais (a, b, ¢, d ), ao invés dos 3x 3 = 9termos da matriz Ad(q) € SO(3).
Além disso, para ajustar o angulo de rotagdo, basta multiplicar o quatérnio q por
um numero real. Por essas razdes, quatérnios oferecem uma maneira eficaz e agra-
déavel de encontrar, manipular e compor rotacdes de R3, apesar da inconveniéncia
minuscula de cada rotagdo ser representada por dois quatérnios unitarios: q € —(q.
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2.4.2 A simetria da 3-esfera

Como todos sabemos, as esferas em geral t€ém uma forma geométrica extrema-
mente simétrica. Por exemplo, a 2-esfera S — a superficie de uma bola perfei-
tamente redonda — pode ser rodada em um numero infinito de maneiras, todas a
levando de volta sobre si propria. Essas rotagoes sdo elementos do grupo SO(3) —
isometrias do espaco tridimensional R3 que fixam a origem e preservam a orien-
tagdo. Porém, o grupo SO(3) é um objeto “externo” a 2-esfera, por assim dizer,
no sentido de que a 2-esfera pertence decididamente ao mundo de geometria, en-
quanto SO(3) ¢ um objeto principalmente algébrico.

Analogamente, a 3-esfera tem uma enorme quantidade de simetrias, sendo
preservada por todas as transformagdes em SO(4), isto é, as isometrias do R*
que fixam a origem. Mas, contrariamente a 2-esfera, a 3-esfera ¢ também um
objeto algébrico per se — o grupo de quatérnios unitarios, isomorfo a SU(2). Dado
que cada grupo age em si mesmo por multiplicagdo, talvez seja razoavel esperar
que, como grupo, SU(2) tenha também alguma simetria. Mas qual? Além disso,
faz sentido perguntar se a estrutura algébrica de SU(2) ¢ responsavel por toda a
simetria de S 3, apesar de SU(2) ndo ser isomorfo a SO(4). Para responder a essas
perguntas, temos de entender a relag@o entre os dois grupos SU(2) e SO(4) e como
eles agem na 3-esfera.

Vamos agora analisar essa situagdo curiosa com mais cuidado, mas, antes de
fazé-lo, ¢ instrutivo ter claro o conceito de a¢do de um grupo G em um espaco X.
Uma forma simples de definir uma a¢do de G em X ¢ como um homomorfismo
G — Aut(X), onde Aut(X) ¢é o grupo de automorfismos de X, isto é, o grupo
de transformagdes bijetivas de X nele mesmo que preservam a(s) estrutura(s) que
consideramos importante(s) em X (por exemplo, podemos considerar X apenas
como conjunto; ou, se X € um espago topologico, seus automorfismos sdo os home-
omorfismos de X nele mesmo; ou, se X € um espago métrico, seus automorfismos
podem ser seus homeomorfismos ou suas isometrias, isto €, os homeomorfismos
que preservam distancias). Em geral, definimos uma ag¢do a esquerda de G em
um conjunto X como uma transformacao

G xX =X, (g.x)—>g-x

com as duas propriedades a seguir, onde ¢ € G ¢ aidentidadeem G e g,h € G
sao quaisquer dois elementos:

(i) e-x = x,

(i) (gh)-x=g-(h-x).
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Um exemplo tipico é o do grupo GL(n, R) de matrizes n x n reais e inversiveis,
agindo em R” por multiplicagdo (de vetores coluna!) a esquerda. Nesse caso, po-
demos considerar importante a estrutura linear em R”, isto é, tomar Aut (R") =
Lin (R”). Alternativamente, se consideramos a mesma a¢do, mas restrita ao sub-
grupo SO(n) < GL(n,R), poderiamos tomar Aut(R"”) como antes ou como o
grupo de isometrias da métrica euclidiana em R”.

Exercicios 2.4.11. a) Ja vimos a definicdo ¢ um exemplo de agdo de um grupo
anteriormente neste capitulo. Qual? Sugestdo: Veja a pagina 55.

b) Defina uma acdo a direita de G em X. Depois verifique, em um livro ou na
Wikipédia, que vocé ndo trocou as bolas (ou, mais precisamente, que nao fez
escolhas que ndo sdo as usuais). D& exemplos.

Com as defini¢cdes de agdes acima em mente, definimos agora a¢des muito
especificas: aquelas de um grupo sobre si proprio.

Definicdo 2.4.12. Seja g um elemento de um grupo de Lie G. A multiplicag¢do
por g a esquerda ¢ definida por:

egm: G — G, gm(x) = gx. (2.4.9)
De maneira andloga, a multiplica¢do por g a direita é definida como

mg:G — G, mg(x) = xg.
Por exemplo, se G = S' e g = e'?, a aplicagio gm age como a rotagdo do
circulo pelo angulo ¢ no sentido anti-horério (e a multiplicagdo a direita mg faz o
mesmo, ja que S' é comutativo). Quando o valor de r € R aumenta a partir de
zero e quando g = g, = e'’, a transformagio gm roda o circulo por um angulo
cada vez maior. Como ilustrado na Figura 2.4.2, a derivada de gm ¢ um campo
vetorial no circulo S! que representa as “velocidades instantaneas” dos pontos do
circulo durante uma rotac¢do continua.

Exercicio 2.4.13. Calcule a derivada % (g,m), formalize o que foi dito acima e
compare com a Figura 2.4.1.

O campo de vetores tangentes mostrado na Figura 2.4.2 tem a propriedade de
invariancia a esquerda. Em geral, um campo invariante a esquerda ¢ um campo
vetorial que ¢ levado a si proprio pela derivada D(gm) para todo g € G. Con-
sequentemente, um campo vetorial invariante ¢ completamente determinado pelo
seu valor no elemento neutro 1 € G, ja que cada elemento g € G pode ser re-
presentado como g = gm(1). Assim, o espaco vetorial de campos invariantes a
esquerda ¢é isomorfo a algebra de Lie g do grupo G.
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Figura 2.4.2: Um campo vetorial invariante tem a pro-
priedade que a derivada D(gm) da multiplicacdo por g
leva o campo a si préprio, para cada elemento g do grupo
de Lie. No caso do circulo S, isso significa que os cam-
pos invariantes tém simetria por rotacdes.

Exercicio 2.4.14. Verifique que o conjunto de campos vetoriais em G invariantes
a esquerda ¢ realmente um espago vetorial.

No caso do circulo, o significado visual da invariancia € que o campo tem sime-

tria por rotagdes do circulo. Obviamente, a nogao de campos vetoriais invariantes a
esquerda (ou & direita*) faz sentido para todos os grupos de Lie, embora visualizar
esses campos possa ser bem mais dificil em dimensdes superiores. Nos exercicios
que seguem, vamos elaborar certas propriedades analogas no caso do grupo S3 de
quatérnios unitarios, cuja algebra de Lie $11(2) ja conhecemos bastante bem.

Exercicios 2.4.15. a) Dado um quatérnio puro p de norma 1, considere o homo-

b)

morfismo ¢ definido na Equacio (2.2.13). E claro que ||¢(a + bi)| = |a + bi|
para qualquer a,b € R. Conclua que ¢ leva o circulo unitario S! € C a um
subgrupo de S3 isomorfo a S1.

Dado um quatérnio unitario q € S3, considere a aplicagio qgn . S 3583
definida por (2.4.9). Mostre que qm € a restricdo de uma transformagao linear
de R* induzida por uma matriz A € SO(4). Spoiler: Se q = a + bi+ cj + dk,

entao
a —b —c —d

b a —-d c
e A (2.4.10)
d —c b a

Observe os quatro blocos 2 x 2 e compare-0s com as representagdes matriciais
dos numeros complexos @ + ib e ¢ + id. Surpreso?

Considere agora a multiplica¢do a direita mq por um quatérnio unitario q e
construa uma matriz B € SO(4) descrevendo essa simetria de S3. Compare
com a matriz de (2.4.10).

#No caso do circulo, ndo é preciso fazer esta distingdo porque S é um grupo comutativo.
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d) Tente imaginar os campos vetoriais invariantes a esquerda definidos na 3-esfera
S3 pelos elementos i, j, k € s11(2). Qual o significado geométrico das imagens
desses campos sob a derivada do homomorfismo adjunto Ad?

e) Prove a formula (mg(x))_1 = (g—1)m(x_1).

f) Encontre um exemplo demonstrando que exp(p + p’) # exp(p) exp(p’) em
geral.

Voltando ao nosso problema principal — o estudo da relacdo entre as acdes
dos dois grupos, SU(2) e SO(4), em S3 — observemos primeiro que os Itens b e ¢
acima mostram que a multiplicagdo por quatérnios unitarios, tanto a direita quanto
4 esquerda, age em H = R* por transformagdes ortogonais de determinante igual
a 1, ou seja, por elementos de SO(4). Logo veremos que fodas as transformagoes
em SO(4) podem ser obtidas por meio de multiplicagdo simultanea por quatérnios
unitarios a direita e a esquerda. Para exprimir essas propriedades de multiplicacdo
na linguagem de algebra, revisitemos a fun¢ido que leva um quatérnio unitario q a
transformacédo ¢m de H = R*. Essa fungio ¢ na verdade um homomorfismo de
grupos, que pode ser definido formalmente assim:

(-ym : SU(2) — SO(4), (Hm:q+> gm, (2.4.11)

ou seja, a imagem sob (.ym do quatérnio q € a transformagdo R-linear de H de-
finida por ¢m(x) = q - x para todos os vetores x € H = R*. A verificagdo
que a formula (2.4.11) define um homomorfismo ¢ facil: dados dois quatérnios
unitarios q e s, temos

(qs)m(x) =(q-s)-x=q-(s-x) = qm(sm(x)) = (qm o sm)(x)’

Ou S€ja, (gs)M = gMm o ¢m, mostrando que (2.4.11) € um homomorfismo que re-
laciona a multiplicagdo quaternidonica em SU(2) a composic¢do de transformagdes
lineares em SO(4) ou, equivalentemente, a multiplicagdo de matrizes 4 x 4.

Infelizmente, a multiplicagdo a direita ndo tem essa agradavel propriedade,
porque a ordem das multiplicacdes acaba sendo “errada’:

m(qs)(x) =x-(q-s) =(x-q)-s= ms(mq(x)) = (sm o qm)(x)-

A ordem dos fatores na igualdade mgs) = sm o gm € oposta em relagdo ao que
precisariamos para se satisfazer a defini¢do de um homomorfismo de grupos. Para
eliminar esta dificuldade, vamos aplicar um popular truque algébrico — a inser¢do
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1

de inversos — que faz uso da propriedade (qs)~! = s~!q~!. Ao inserirmos os

inversos, obtemos a seguinte aplicagdo:

m¢.y-1 : SU(2) - SO(4), me.y-1:q—>m (24.12)

q !

que leva um quatérnio q a transformacio de H definida por x — x-q~! para todo
x € H = R*,

Exercicio 2.4.16. Verifique que a aplicagdo dada pela Equagao (2.4.12) é um ho-
momorfismo de grupos.

O seguinte teorema garante que a combinag@o de multiplicagdo pelos quatér-
nios unitarios a direita e a esquerda produz todas as transformag¢des de SO(4),
cada uma delas em exatamente duas maneiras diferentes.

Teorema 2.4.17. Seja |4 a aplicag¢do definida por
w: SU(2) x SU(2) — SO(4), w(qr,q2) = qmo Myt - (2.4.13)
ou, equivalentemente, seja | dada pela formula
u(q1,92)(x) =q1 - x- qgl para todo x € H =~ R*. (2.4.14)

Entdo  é um epimorfismo de grupos, cujo niucleo é o grupo de dois elementos
Kerp = {(1,1), (=1,—1)} C (SU())’. (2.4.15)

A parte mais dificil da prova do teorema ¢ a demonstrag@o da sobrejetividade
de w. Para simplificar este passo da prova, consideremos uma matriz qualquer X €
SO(4) e denotemos por v; o primeiro vetor-coluna de X. Como X é ortogonal,
sabemos que ||vi|| = 1. Explicitamente, podemos escrever vi = (a,b,c,d)"
para certos numeros reais a, b, ¢, d que satisfazem a® + b% +c?> 4+ d? = 1. Esses
quatro nimeros reais determinam completamente a matriz A € SO(4) dada pela
Equacdo (2.4.10). A relagdo entre A e X € descrita no seguinte lema.

Lema 2.4.18. Com a notagées acima, a matriz X € SO(4) tem a forma

000

1
0

; 2.4.16
ol B ( )
0

onde B é uma matriz 3 x 3 que pertence a SO(3).
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Demonstragdo do Lema 2.4.18. Suponhamos que a matriz X tem a forma

a
X = b Y ,
c
d
onde Y ¢ uma matriz 4 x 3. Seja A a matriz dada na Equacgao (2.4.10) em termos
dos quatro nimeros a,b,c,d € R. Multiplicando por A~! = AT a esquerda,
obtemos
1
0
A'X = -1
0 ATY
0

Como A e X sdo elementos do grupo SO(4), a matriz A~' X também o ¢, entdo
as colunas da submatriz A=Y tém de ser vetores ortogonais a primeira coluna
(1,0,0,0)T. Em outras palavras, a primeira fila de A~!Y consiste de zeros:

000

A7ly =
B b

onde B é uma matriz 3 x 3. Além disso, as colunas de A~1Y tém de ser vetores de
norma 1 ortogonais um a outro — mas, como as primeiras coordenadas deles sdo
todas iguais a 0, isso implica que a mesma propriedade vale para a matriz B, ou
seja, que B € uma matriz ortogonal. A igualdade det B = 1 segue diretamente da
Equacao (2.4.16), verificando assim que B € SO(3). O

Estamos agora prontos de voltar ao Teorema 2.4.17. Primeiro, vamos verificar
que a aplicagdo u definida no teorema € de fato um homomorfismo. Para este
fim, temos de considerar dois elementos (q1, qz2). (s1,s2) do produto cartesiano

(SU(2))* = SU(2) x SU(2) e calcular:

M((QI, q2) - (s1, Sz))(X) =(...)
= (1(q1. q2) o 1(s1.52)) (%)

Exercicio 2.4.19. Complete os passos que faltam no calculo acima.
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Como u leva o produto no grupo SU(2) x SU(2) a composi¢do de aplicagdes
lineares em SO(4), também conhecida como produto matricial, concluimos que i
¢ um homomorfismo.

Demonstragdo do Teorema 2.4.17. Para finalizar a prova, devemos mostrar que o
homomorfismo u € sobrejetivo e que seu nicleo € o subgrupo dado em (2.4.15).

O Lema 2.4.18 vai nos ajudar na prova da sobrejetividade. Seja X € SO(4) um
elemento qualquer e seja v; a primeira coluna de X. Explicitamente, ponhamos
vi = (a,b,c,d)" para certos niimeros reais a, b, c, d. Seja A a matriz dada em
(2.4.10). Conforme o Lema 2.4.18, existe uma matriz B € SO(3) para a qual vale
a igualdade

00O

10
5 =A- [0 B]. (2.4.17)

S O O -

O espago vetorial no qual X age é R*, mas vamos pensar neste R em termos dos
quatérnios. Como sabemos bem, cada quatérnio x € H pode ser decomposto como
X = r + p, onde r é um quatérnio real e p é um quatérnio puro. Em termos de R*,
essa decomposicao é simplesmente a separacdo da primeira coordenada das trés

. .10 e
coordenadas restantes. Deste ponto de vista, a matriz |:0 B:| leva cada quatérnio

real a ele mesmo (gragas a entrada “1”) e leva o quatérnio puro p € su(2) = R3
a0 quatérnio B(p), onde tratamos a transformacdo B de R® como uma transfor-
magdo de su(2) = R3. De fato, ja encontramos esta mesma agdo de SO(3) em
s11(2) no Teorema 2.4.4, onde descobrimos que a representacdo adjunta de SU(2)
toma todos os valores em SO(3). Por isso, a matriz B € SO(3) descreve uma
transformacdo de su(2) da forma Ad(s) para certo quatérnio unitario s. Conse-
quentemente, tratando x como um vetor-coluna em R* >~ H, podemos calcular:

o 5]x=|o B|em=r+sm=raiom

1 1

=srs ! +spsT! =s(r+p)s! =sxs!,

1 — r estabelecida

onde utilizamos, ao passar a segunda linha, a propriedade srs™
no Item e dos Exercicios 2.2.5.
Lembremo-nos de que, conforme o Item b dos Exercicios 2.4.15, a multiplica-

¢do a esquerda pelo quatérnio q = a + bi + cj + dk tem a forma matricial dada
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pela matriz A. Por isso, a Equacao (2.4.17) permite-nos escrever

Xox= (A' [(1) g]) X =A-(sxs7!) = gsxs' = pu(gs, s)(x),

o que implica que X = u(qs,s). Como X € SO(4) era um elemento arbitrario, o
homomorfismo u € sobrejetivo.
Para calcular o ntcleo de p, suponhamos que ©(qi, qz2) é o elemento neutro

de SO(4), para certo par ordenado (q1,q2) € (SU(2))2. Em particular, temos
nw(qi,q2)1) = qlqgl = 1, ou seja, q; = q2. Além disso, para qualquer quatér-
nio puro p € su(2), podemos escrever

u(q1,q2)(p) = n(q1.q1)(p)
= qipq;’
= Ad(q1)(p).

ou seja, q; € Ker Ad = {—1, 1}, o que nos deixa em um dos dois casos:

(q1,92) = (1,1) ou (q1,92) = (—1,-1).

E facil de verificar que /1(qy. q2) ¢ de fato trivial em ambos os casos. O

2.4.3 O que acontece em outras dimensées?

Nas se¢des antecedentes, discutimos as numerosas analogias entre as esferas S'!
e S3, mostrando que ambas sio grupos de Lie e descrevendo suas algebras de Lie.
Nos dois casos n € {1, 3}, as operagdes binarias em S” originavam-se de varias
nogdes de multiplicagio em R”*1: a multiplicagdo de niimeros complexos em
R? = C ou de quatérnios em R* = H.

Entretanto, nada dissemos sobre a esfera 2-dimensional S ou sobre qualquer
conceito de multiplicagdo de elementos de R3. O matematico irlandés William
R. Hamilton (1805-1865), que descobriu (inventou?) os quatérnios e cujo sobre-
nome deu origem ao simbolo “H”, passou um longo tempo tentando inventar uma
“multiplicacio” que torne R3 numa algebra normada real de dimensdo 3. Se uma
tal operacdo binaria existisse, a esfera S teria também a estrutura de um grupo
de Lie. O que ninguém sabia nos tempos de Hamilton € que isso ¢ impossivel: a
esfera S2 ndo admite nenhuma estrutura de um grupo Lie e, por isso, ndo se pode
equipar R3 com uma multiplicagdo consistente. A causa disso é topologica e s6
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vamos menciond-la brevemente para quem ja entende um pouco mais sobre topo-
logia — outros leitores podem ler o que segue sem se preocupar demais em entender
tudo o que ¢ dito ou (menos recomendado) passar diretamente a Se¢ao 2.5.

Como explicaremos em mais detalhe na Segdo 3.2.4, se X é uma variedade
suave, entdo o fibrado tangente de X € o espaco topoldgico 7X que consiste da
totalidade de espagos tangentes em todos os pontos de X. Em particular, se v ¢
um vetor tangente a X num ponto x, vamos escrever x = m(v), o que define
uma aplica¢io candnica 7: TX — X. As pré-imagens 7~ !(x) sdo exatamente
os espacos tangentes 7 X para cada x € X.

Se X = G é um grupo de Lie, o fibrado tangente TG ¢ trivial, ou seja, a
aplicacdo 7 pode ser decomposta de modo seguinte:

TG “ qaxG

x A (2.4.18)

G,

onde 7, € a projecdo de um par ordenado (v, g) € g X G ao seu segundo mem-
bro g. Para construir a aplicagdo u, vamos considerar um vetor v tangente a G
num ponto g € G e postular que a imagem desse vetor sob u seja o elemento
(D( g1 m)(v), g). Na verdade, u € um isomorfismo de fibrados vetoriais sobre G,
embora ndo vamos discutir o que isso significa.

Consequentemente, uma variedade suave X pode ser tornada num grupo de
Lie somente se o fibrado tangente 7X ¢ trivial. Variedades com essa proprie-
dade sdo chamadas variedades paralelizaveis, e as Unicas esferas S” entre elas
sdo aquelas com n € {0, 1,3,7}. Por isso, as tnicas esferas nas quais podemos
esperar encontrar estruturas de grupos de Lie sdo S0, §1, §3e S7.

O caso de n = 0 ¢ trivial, mas podemos definir S® = D! = {—1,1}, ¢
esse conjunto de dois elementos ¢ um grupo multiplicativo, que consiste, eviden-
temente, de todos os niimeros reais de valor absoluto igual a 1. Como ja vimos na
se¢do anterior, S! é o grupo multiplicativo de niimeros complexos de médulo 1,
enquanto S3 corresponde aos quatérnios de norma 1. Porém, no caso de S”, a
situagcdo muda — esta esfera, embora paralelizavel, ndo admite nenhuma estrutura
de grupo de Lie — sendo, portanto, trés a maior dimensao na qual a esfera ¢ um
grupo de Lie: é hora de voltarmos a ela.
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2.5 O espaco das orbitas do fluxo de Hopf

Voltaremos a seguir ao estudo do fluxo de Hopf, introduzido na Secao 2.3.2. Se-
gundo o Teorema 2.3.9, as orbitas do fluxo de Hopf so circulos maximos dentro
da 3-esfera. Em outras palavras, o fluxo de Hopf decompoe a 3-esfera em uma
unido disjunta de circulos maximos. Essa decomposi¢do, chamada fibragdo de
Hopf, ja foi estudada geometricamente em detalhe nas se¢des anteriores e visua-
lizada nas Figuras 2.3.1 e 2.3.2. Entretanto, os aspectos operacionais da fibragao
de Hopf continuam a surpreender-nos: a a¢cdo do fluxo de Hopf ¢ uma rotagdo
simultinea de todos esses circulos, ou seja, eles podem ser rodados em harmonia
perfeita, produzindo isometrias de toda a esfera S 3!

Nesta secdo vamos estudar algumas das consequéncias dessas propriedades
maravilhosas da fibragdo de Hopf. Existem duas maneiras equivalentes de pensar
sobre o fluxo de Hopf. Conforme a defini¢cao na Equacao (2.3.9), o fluxo de Hopf¢é
uma ag¢do do grupo aditivo de nimeros reais na 3-esfera, que associa,acadat € R
eacadaq € S3, o elemento

p(.q) =¢"-qe S’

Na férmula acima, o quatérnio unitario q é¢ sempre multiplicado pelo nimero com-
plexo e’ de modulo 1, de modo que podemos, ao invés de tratar o fluxo de Hopf
como uma agdo de R em S3, tratd-lo como uma agio do grupo S! em S3. Para
cada w € S, esta agio ¢ tem a forma

P(w,q)=w-qeS>. (2.5.1)

A vantagem dessa abordagem ¢ que a multiplicacdo de quatérnios por escalares
complexos —originalmente introduzida na Equagio (2.3.8) — permite-nos realizar o
circulo S como um subgrupo de S3. Explicitamente, esse subgrupo é o conjunto
{w-1:0we S C 83 onde1 =1+ 0i + 0j + Ok é a unidade da multiplicacio
quaternidnica.

Exercicio 2.5.1. Verifique que o conjunto mencionado acima ¢ realmente um sub-
grupo do grupo dos quatérnios unitarios. Ele é normal em S3?

A partir de agora, vamos tratar o circulo S como um subgrupo especifico de
S3, isto é, o subgrupo que acabamos de definir. Dessa maneira, a agio do circulo
na 3-esfera dada em (2.5.1) ¢, de fato, uma agdo de um subgrupo sobre todo o
grupo. O nosso objetivo é entender o espago quociente S3/S! desta agdo, quer
dizer, vamos tentar entender o espaco das orbitas do fluxo de Hopf. O resultado
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fundamental é que este espago tem a topologia da 2-esfera S2, ou seja, que os cir-
culos de Hopf formando a 3-esfera sdo “enumerados” ou “parametrizados” pelos
pontos da 2-esfera. Em particular, cada 6rbita do fluxo pode ser realizada como um
ponto da 2-esfera de tal maneira que as orbitas “préoximas” uma a outra correspon-
dem a pontos na 2-esfera que também sdo “proximos”. Uma expressdo rigorosa
do que queremos dizer aqui seguira do Teorema 2.5.2.

No livro de Thurston (1997, p. 103) podemos encontrar a frase: “Informally,
the three-sphere is a two-sphere’s worth of circles.”, que poderiamos traduzir, com
alguma licenga poética (?), como “Informalmente, a 3-esfera € uma 2-esferada de
circulos”. Mesmo assim, devemos sublinhar que a 3-esfera S ndo é um simples
produto cartesiano entre S! e $2 — na verdade, quem conhece alguma topologia
algébrica, ndo tera muita dificuldade de mostrar que a variedade S! x S? tem um
tipo de homotopia diferente daquele da 3-esfera. Por isso, a fibragdo de Hopf tem
um carater topologicamente “torto”, como ja foi observado geometricamente na
Secdo 2.3.3 acima.

Teorema 2.5.2. Existe uma aplicacdo continua sobrejetiva Fy : S3 — S? tal
que cada orbita do fluxo de Hopf tem a forma Fﬁl ({p}) para um ponto p € S2.

Como uma ilustra¢do do teorema, incluimos a Figura 2.5.1, que explica visu-
almente a aplica¢ao Fzy, mostrando exemplos de circulos de Hopf e os pontos na
2-esfera correspondentes.

Para demonstrar o Teorema 2.5.2, aplicaremos o resultado do Teorema 2.3.9
que, essencialmente, diz existir uma correspondéncia bijetiva entre as orbitas do
fluxo de Hopf e os subespacos complexos unidimensionais de H. Intuitivamente,
essa correspondéncia deve ser “continua”, no sentido de que circulos “préximos”
um a outro correspondem a subespagos “proximos”. Porém, para elaborar um sig-
nificado rigoroso desta ideia de continuidade, precisamos refletir um pouco sobre
o “espaco de todos subespacos unidimensionais” do espago vetorial bidimensio-
nal H >~ C2.

Por analogia com o caso real, cada subespaco vetorial unidimensional de C?2
¢ o conjunto de solucdes da equacao linear

Kiz1 + Kaz5 = 0, (2.5.2)

onde K; e K5 sdo constantes complexas. Pelo menos uma das constantes K1, K»
tem de ser diferente de zero, sendo o conjunto de solugdes seria todo C 2. Mas
as constantes (K1, K») # (0, 0) ndo sdo determinadas de modo tinico pelo subes-
pago: a equagdo

AK1z2 + AK3z5 =0
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Figura 2.5.1: Uma ilustracdo da aplicacdo Fg : S® — S? que realiza a fibraco de
Hopf. Cada circulo de Hopf desenhado na parte esquerda da imagem corresponde a
um Udnico ponto da 2-esfera. Como exemplo, ligamos alguns dos circulos de Hopf aos
pontos correspondentes da 2-esfera com linhas pontilhadas.

tem o mesmo conjunto de solu¢des para cada A #~ 0. Por isso, para descrever os su-
bespacos e ndo as equagdes que os determinam, temos de tratar como equivalentes
os pares de coeficientes da forma (K1, K2) e (AK1,AK>).

Definigiio 2.5.3. O espaco projetivo complexo CP! é definido como o espago de
todos os pares ordenados de nimeros complexos diferentes de (0, 0), considerados
a menos de multiplicacdo simultanea de ambos pelo mesmo nimero nao nulo. Em
simbolos,

1 2. (K1, K2) ~ (AK1.AK>)
CPY = {(K1. K2) € €%+ (K1, K2) # (0. 0)] paratodo A € C \ {0}.

Segundo a defini¢do acima, o espaco CP! vem com uma topologia, que re-
sulta da aplicacdo das seguintes construcdes: primeiro, consideramos a topologia
comum euclidiana em C?; segundo, passamos a C2 \ {(0,0)} com a topologia do
subespaco; finalmente, formamos o quociente (veja a Secao 3.1.2) pela relagdo de
equivaléncia denotada ~ na equacdo acima.

Com essa parametrizag@o de subespacos unidimensionais em maos, podemos
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agora considerar o resultado da composi¢ao das nossas correspondéncias bijetivas,

{()rbitas} Teorema 2.3.9 { W < CZ’ } M (CP1 (253)

de ¢ dim(W) =1

Os exercicios abaixo tém como objetivo mostrar que a composi¢ao das bijecdes
(2.5.3) é continua.

Exercicios 2.5.4. a) Suponha que (21, z2) € C? é um vetor de norma 1, ou seja,
que |z1]? + |z2/*> = 1, e considere W = spang¢{(z1,z2)} C C?, o subespago
unidimensional gerado por (z1, z2). Encontre coeficientes (K7, K2) # (0,0)
para os quais W ¢ o conjunto de solu¢des da Equagao (2.5.2).

b) Usando o item anterior, escreva a formula de uma aplicagio S3 — CP!, que
leva cada vetor (21, z2) de norma 1 ao elemento de CP! descrevendo o subes-
pago complexo unidimensional passando por este ponto.

¢) Justifique por que a aplicagao construida no item anterior ¢ continua.

Conforme Definigdo 2.5.3, os pontos do espago projetivo CP! sio classes de
equivaléncia da forma [(z1, z2)]. Como é de costume em geometria projetiva, va-
mos introduzir a seguinte notagao:

[z1 : 22] := [(21,22)] = {(Az1,A22) : A # O}.

A notagdo [z1 : z3] refere-se a “propor¢do” dos dois nimeros complexos, pois o
quociente z1 /z5 ndo depende da escolha do representante (z1, z2) da sua classe de
equivaléncia, desde que zo # 0. Em particular, se zo # 0, podemos multiplicar
ambas as coordenadas por A = z; 1, obtendo um novo representante da forma
[j—; : 1]. Vamos, entdo, considerar apenas esses representantes canénicos da forma
[z : 1], z € C, mas temos de adicionar a isso o elemento [1 : 0] que servira como
o representante canonico da classe {(21,0) A= 0}. Deste modo,

CPl={z:1]:zeCYU{[1:0].
Lema 2.5.5. O espaco projetivo CP! é homeomorfo a 2-esfera S2.

Demonstragdo. Como mostramos no Exercicio 1.4.8, a 2-esfera € homeomorfa a
compactificagio por um ponto de R2. Obviamente, R? é homeomorfo a C, entio



90 2. Quatérnios e a 3-esfera

§2 =~ C,onde C = CU {o0} ¢é a compactificagdo por um ponto dos niimeros
complexos. Por isso, basta considerar a fungao

A~ s([z:1]) = z,
s:CP!' - C, (= 11) (2.5.4)
s([1:0]) = oo.
A verificag¢do que s ¢ um homeomorfismo € um (facil) exercicio. O

Exercicios 2.5.6. a) Verifique que a fungdo s definida em (2.5.4) ¢ de fato um
homeomorfismo.

b) Dado que cada elemento [z; : z»] € CP! representa um subespago vetorial
1-dimensional W < C2, qual ¢ a interpretagdo geométrica de s([z; : 22])?

Demonstracdo do Teorema 2.5.2. Usando o homeomorfismo CP! =~ S? estabe-
lecido no Lema 2.5.5, vamos definir a aplicagio F : S — S? como a seguinte
composicao:
span =
Fp = (S* — CP!' = §?),

onde a fungdo denotada “span” leva cada ponto (21, z2) € S C C? ao subespago
unidimensional spanc{(z1, z2)} C C2, que é interpretado como um elemento do
espaco projetivo CP!. Obviamente, um vetor v # 0 gera o espago unidimensional
W seesomentesev € W. Porisso, o Teorema 2.3.9 implica que as pré-imagens de
pontos sob “span” sdo exatamente as Orbitas do fluxo de Hopf. Consequentemente,
as “fibras” Fi;' ({p}), p € S2, sdo as drbitas do fluxo de Hopf. O



Neste capitulo, discutiremos variedades em geral e diferentes formas de construi-
las. Variedades sdo extremamente importantes em matematica e surgem nos con-
textos mais diversos, sejam eles mais puros, motivados por questdes “internas” a
matematica, sejam mais aplicados, motivados por relagdes mais ou menos estrei-
tas da matematica com outras areas do conhecimento, notadamente a fisica, mas
incluindo muitas outras, como a biologia, a economia, a engenharia etc. Como ja
vimos fazendo desde o inicio das notas, continuaremos aqui a cometer, vez por ou-
tra, o pecado didatico-matematico de utilizar palavras nao definidas previamente.
Fazemos isso porque escolhemos usar neste texto um estilo algo realista, por as-
sim dizer. Quando fazemos matematica, com frequéncia, ndo dominamos todos
os assuntos envolvidos no estudo de um problema e, muitas vezes, temos que en-
tender e ser capazes de conectar, ou até, as vezes, de inventar “areas” diferentes
para chegar a resolvé-lo. A discussdo que comegamos aqui — sobre variedades e
seus diversos sabores — é exemplo disso: € um assunto profundo, de grande impor-
tancia, que relaciona varios aspectos da matematica. Nao poderiamos tratd-lo em
toda a sua gléria em um texto introdutdrio como esse, mas podemos, sim, discutir
alguns de seus aspectos, sem pretensdo de sermos exaustivos.
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N

Figura 3.1.1: O toro de revolucio,
formado a partir do circulo C no
plano xz por revolucdo ao redor do
eixo z.

y _/Cx

3.1 Exemplos e construcoes

3.1.1 Toros e outras superficies

Ja vimos varios toros bidimensionais quando discutimos a fibragao de Hopf no Ca-
pitulo 2 (em particular, na Secdo 2.3.3). A forma mais “concreta” de definir to-
ros bidimensionais ¢ como subconjuntos do espago tridimensional. Por exemplo,
como foros de revolugdo obtidos por rotagio, ao redor do eixo z em R3, de um
circulo contido no plano coordenado xz, como na Figura 3.1.1.

Exercicio 3.1.1. Dando continuidade ao espirito de ter sempre “a mao na massa”,
obtenha as formulas que definem um toro de revolugdo em R3.

Mas ha uma segunda forma muito comum de se definir um toro: tomamos um
retangulo no plano e identificamos seus lados verticais e seus lados horizontais
como mostrado na parte esquerda da Figura 3.1.2.

Nos matematicos chamamos esses dois “objetos” de “toro”, mas uma pessoa
“normal”, apesar de entender prontamente o que € o primeiro toro, tem dificuldade
de entender o que queremos dizer quando definimos o segundo e, em particular,
de entender por que chama-lo pelo mesmo nome. Embora todos nos tenhamos
percorrido o caminho de um dia termos sido pessoas normais a termos nos tornado,
aos poucos, matematicos, com frequéncia, ao longo desse processo, aprendemos
a esquecer que esses dois toros sdo, de fato, muito diferentes. Queremos aqui dar
mais uma volta nesta parte do parafuso e recuperar, a0 menos em parte, a sensacao
de que ndo faz sentido chamar os dois toros acima pelo mesmo nome. Ou, pelo
menos, queremos identificar claramente o que esses dois toros t€m em comum e
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de diferente, e ndo meramente identificar o que tém em comum (a topologia) e
esquecer as diferencas (geométricas, por exemplo).

O exercicio a seguir ¢ importante e recomendamos que a leitora ndo o deixe
de lado, nem ache que saiba a resposta, a menos que realmente saiba.

Exercicio 3.1.2. Considere um hexagono regular no plano e identifique lados opos-
tos como no centro da Figura 3.1.2. Qual superficie ¢ esse quociente?

——>—— ————
A A A \
— <<

Figura 3.1.2: Esquerda: As identificacGes indicadas produzem, como quociente, um
toro “quadrado” neste caso, ou “retangular”, mais geralmente. Centro: E aqui, qual
superficie resulta das identificacées no bordo do hexadgono? Direita: O quociente deste
quadrado é homeomorfo ao plano projetivo, RP?, quociente de S? pela identificacio
de pontos antipodais. Por qué?

H4, como bem sabemos, varias outras superficies. Por exemplo, ha as esferas
bidimensionais e existe também o plano projetivo, obtido realizando as identifica-
¢oes indicadas no bordo do quadrado no diagrama a direita na Figura 3.1.2.

Podemos também construir outras superficies por soma conexa: dadas duas
superficies S1, S2, removemos um disco de cada uma delas e as colamos ao longo
do bordo dos discos removidos, como mostra a Figura 3.1.3.

Na verdade, apesar de nossas melhores intengdes ao comecar a se¢do, acaba-
mos embananando tudo e as distingdes que gostariamos de fazer se perderam na
bagunca. Voltemos entdo a nossa disposi¢ao inicial e tentemos organizar as ideias
e separar as propriedades das quais queremos falar. Devemos comegar por escla-
recer sob qual ponto de vista queremos considerar os objetos matematicos que

S1 \Y) S1#S,

() U -

Figura 3.1.3: A soma conexa de duas superficies.
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estamos discutindo, isto é, neste momento, as superficies. Por exemplo, podemos
estar interessados em trata-las como espagos topologicos apenas e, nesse caso, con-
sideramos duas superficies equivalentes se sao homeomorfas, isto €, se existe entre
elas uma transformagdo continua, inversivel e com inversa continua. Recomenda-
mos, entdo, que o leitor veja um livro de introdugdo a topologia, como Massey
1991; Munkres 2000 e refresque a memoria sobre a classificagdo topologica das
superficies compactas e conexas. O enunciado é o seguinte:

Teorema 3.1.3 (Classificacdo das superficies compactas). Uma superficie com-
pacta e conexa é homeomorfa a uma esfera, ou a uma soma conexa de toros, ou a
uma soma conexa de planos projetivos.

Sob esse aspecto, isto ¢, se estamos usando o6culos topologicos, os dois toros
do inicio da discussdo — vamos chama-los de foro de revolugdo e toro retangular
—sdo de fato “os mesmos”, isto €, sao homeomorfos.

Exercicio 3.1.4. Descreva um homeomorfismo explicito entre o toro retangular e
o toro de revolugao.

Se, no entanto, estivermos com outro tipo de 6culos, como, por exemplo, dcu-
los diferenciaveis, holomorfos ou métricos, esses dois toros podem muito bem nao
mais ser equivalentes. E possivel mostrar que os dois toros sio metricamente di-
ferentes e sdo diferenciavelmente equivalentes, mas, do ponto de vista holomorfo,
ndo temos dados suficientes para decidir.

3.1.2 Decomposicoes e quocientes

Como ja fizemos na Se¢ao 3.1.1 com o toro retangular € com o plano projetivo,
uma constru¢do comum em topologia sdo colagens. Para formalizarmos esse con-
ceito, realizaremos uma rapida incursdo na topologia bésica para introduzir equi-
valéncias, decomposicdes e quocientes. Embora esses sejam conceitos que levam
a lugares importantes em topologia, nosso principal intuito é nos certificarmos de
que o que estamos fazendo ndo envolve ilegalidades topologicas, podendo, no que
segue, utiliza-los sem correr nenhum sério risco.
Uma decomposi¢do de um conjunto X é o mesmo que uma particdo de X, isto
¢, uma cole¢do
D={Xe CX}

de subconjuntos disjuntos e ndo vazios de X, cuja unido ¢ todo o conjunto X.
Uma decomposi¢do D de X ¢ equivalente a uma relagdo de equivaléncia em X:
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Figura 3.1.4: Em uma decomposicdo semicontinua superior D, para todo elemento
Xo € D e toda vizinhanca U D X,, existe uma vizinhanca menor V' O X, tal que
qualquer elemento Xg € D que intersecte V estd inteiramente contido em U.

dizemos que x ~ y se e somente se x € y pertencem ao mesmo conjunto Xy € D.
O quociente de X pela decomposig¢do D, denotado por X /D, é, como conjunto,
simplesmente a colegiio D, isto é, os elementos de X /D sio os conjuntos X € D.!
A topologia que usamos em X /D, chamada fopologia quociente, é a topologia
mais fina que faz com que a projecdo

p: X > X/D, px)= Xy, onde Xy4>ux,

seja continua, isto €, um conjunto é aberto em X /D se e somente se € pré-imagem
por p de um aberto em X.

Hé um tipo especialmente til de decomposicdes de espacos topoldgicos. Uma
decomposi¢@o D de X ¢é semicontinua superior, abreviado por scs, se 0s conjuntos
que a compdem sdao compactos e se, ademais, tem a seguinte propriedade: dados
Xq € Deumaberto U C X, com U D X,, existe um aberto V C U, com
V' D Xg, tal que, se Xg € D étal que Xg NV # &, entdo Xg C U: veja
a Figura 3.1.4.

Essa defini¢do pode parecer de dificil digestdo, mas o exercicio a seguir ajuda a
assimild-la. Antes dele, vejamos ainda duas outras definigdes que também ajudam
a compreender o pacote completo. Seja X, uma sequéncia de subconjuntos do
espaco X. Seu limite inferior (veja a Figura 3.1.5) é o conjunto de pontos de X
cujas vizinhangas intersectam “quase todos” os X, isto é,

liminf X, := {x € X : VU > x aberto,dN € Ntal que X, NU # @, Vn = N}.

! A leitora pode se perguntar por que entdo usar a notagio X /D. N6s também nio sabemos, mas
essa ¢ a notagdo usada. Uma vantagem ¢ certa parecenga com X /~, essa sim uma nota¢ao mais
claramente razoavel, que também usaremos a seguir.
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X, X3 Xs -

liminf X, » limsup X,

X5 X4 -+

Figura 3.1.5: O limite inferior de uma sequéncia de conjuntos consiste do conjunto
de pontos cujas vizinhancas intersectam quase todos todos os conjuntos da sequéncia,
isto é, n3o intersectam no maximo um nimero finito deles. O limite superior da
sequéncia de conjuntos é o conjunto de pontos cujas vizinhancas intersectam uma
quantidade infinita de elementos da sequéncia.

O limite superior da sequéncia X, ¢ o conjunto de pontos de X cujas vizinhancas
intersectam um numero infinito de conjuntos X, isto &,

limsup X :={x € X : VU > xaberto, VN € N, In = N tal que X,NU # T}.

Exercicios 3.1.5. Suponha que X é um espago métrico ¢ D ¢ uma decomposi-
¢do scs de X.

a) Mostre que se x,, v, € X sdo duas sequéncias de pontos de X que pertencem
aos mesmos elementos de D, isto ¢, se existe uma sequéncia X, € D de con-
juntos tais que X, yn € Xp, € s€ X, — X, y, — ¥, entdo existe Xg € D tal
que x,y € Xg.

b) Mostre que se X, € uma sequéncia de elementos de D e Xg € D ¢ tal que
(liminf X,,) N Xg # @, entdo limsup X, C Xg.

O proximo exercicio explica o nome das decomposi¢des que estamos discu-
tindo.
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Exercicio 3.1.6. Consulte um livro de analise para refrescar a memoria sobre como
se define uma fung¢do f: [a,b] — R semicontinua superior. Mostre que f ¢
semicontinua superior se ¢ somente se {{x} x [0, f(x)] € R? : x € [a, b]}, a
colecdo de segmentos verticais entre o eixo horizontal e o grafio de f, é scs no
sentido definido anteriormente. (Suponha que f(x) = 0 para simplificar.)

Observagdo 3.1.7. Alguns livros exigem que os elementos de decomposi¢des scs
sejam conjuntos apenas fechados, ao invés de compactos como fizemos aqui. Essa
defini¢ao menos exigente levaria a algumas dificuldades com as quais ndo quere-
mos nos preocupar agora. [sso ndo quer dizer que ndo tomaremos quocientes por
decomposigdes cujas classes ndo sdo compactas, mas, quando o fizermos, mos-
traremos que ¢ possivel entender tais quocientes como quocientes de subconjun-
tos compactos por decomposi¢des scs. Mais tarde, quando formos sistematizar a
discussao de quocientes por a¢des de grupos, teremos que lidar com classes de
equivaléncia ndo compactas e veremos como fazé-lo de maneira eficaz.

Listamos agora duas propriedades simples sobre decomposi¢des. Para tanto,
lembramos que uma transformagdo f: X — Y entre espacos topologicos ¢ fe-
chada (respectivamente, aberta) se as f -imagens de conjuntos fechados (abertos)
em X sdo fechados (abertos) em Y.

Exercicio 3.1.8. Suponha que D ¢ uma decomposi¢do de um espaco topoldgico X
em conjuntos compactos. Mostre que D ¢ semicontinua superior se € somente se
aprojecdo p: X — X/D ¢ fechada.

Uma forma util de reconhecer o quociente de um espago topoldgico por uma
decomposigdo scs ¢ dada pelo seguinte exercicio.

Exercicio 3.1.9. Suponha que D ¢ uma decomposicao scs de um espaco X e su-
ponha que f: X — Y ¢é uma transformagdo continua, sobrejetiva e fechada tal
que D é a decomposicdo de X determinada por f,isto é, D = {f_1 (y):ye€ Y}.
Mostre que X/D e Y sdo espagos homeomorfos.

Equipados com os resultados acima, consideremos agora alguns exemplos sim-
ples, oferecidos com garantia, mas, como de costume, na forma de exercicios. Ao
descrevermos as decomposigdes, descrevemos apenas seus elementos ndo dege-
nerados, isto €, os conjuntos que ndo se reduzem a um Unico ponto, ficando su-
bentendido que os outros elementos da decomposi¢do sdo pontos individuais que
faltam para preencher todo o espago.

Exercicios 3.1.10. Para cada um dos exemplos a seguir, explique por que a decom-
posicdo descrita ¢ semicontinua superior e identifique o espago quociente usando
o Exercicio 3.1.9.
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a) Em [0, 1], D; ¢ a decomposicao cujo unico elemento nao degenerado ¢ o inter-
12
valo [5, §].

b) Em [0, 1], D, é a decomposigao cujos elementos ndo degenerados sdo os inter-
valos da forma [3%, 3%,], comn=1,2,....

¢) No quadrado [0, 1], D3 é a decomposi¢io em arcos verticais {x} x [0, 1], para
x €0, 1].

Para cada um dos exemplos a seguir, explique por que a decomposi¢do descrita
ndo ¢ scs e qual “problema” que isso acarreta no espago quociente.

a’) Em [0, 1], D] ¢ a decomposigdo cujo nico elemento ndo degenerado ¢ o con-
junto {1:n e N}.

b’) Em [0, 1], D), ¢ a decomposi¢do cujo unico elemento ndo degenerado ¢ (0, 1].

¢’) Em [0, 1]2, D) é a decomposi¢do cujos elementos ndo degenerados sdo da
forma {x} x [0, 1], para x € (0, 1].

Agora listamos algumas propriedades de quocientes por decomposigdes scs na
forma de exercicios. Para fazé-los, a leitora precisa de alguma familiaridade com
a teoria de topologia basica que nao vamos discutir aqui. Um espago topologico
& metrizavel se possui uma métrica que induz a mesma topologia, e é separdvel
se contém um subconjunto enumeravel denso. Como ja vimos anteriormente, um
espaco topologico ¢ Hausdorff se, para cada par de pontos distintos, ¢ possivel
encontrar abertos disjuntos que os contém (cada ponto em um aberto). Embora
espacos que ndo satisfagam essas trés propriedades aparecam em outros contextos,
ndo os discutiremos aqui. Os exercicios a seguir sdo Uteis para estarmos seguros
de que, ao tomarmos quocientes, ndo criamos topologias “desagradaveis”.

Exercicios 3.1.11. Prove as seguintes afirmagoes:
a) Se X é Hausdorff e D ¢é scs, entdo X /D é HausdorfT.

b) Se X é metrizavel e D ¢ scs, entdo X /D é metrizavel. Em particular, se X ¢
separavel e metrizavel e D ¢ scs, entdo X /D ¢ separavel e metrizavel.

Nas constru¢des envolvendo colagens, que discutiremos na Se¢ao 3.3.1, em ge-
ral tomaremos quocientes, por decomposicdes scs, de espagos métricos compactos,
de modo que os quocientes serdo metrizaveis compactos. Esse ¢, provavelmente,
o tipo de espaco mais agradavel de se lidar do ponto de vista topologico.

Agora podemos voltar aos exemplos da Secdo 3.1.1 e formalizar as identifica-
¢oes la discutidas, usando a linguagem de decomposigdes.
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Exercicio 3.1.12. Para os exemplos do toro retangular, do plano projetivo e do
(spoiler) toro hexagonal, relacione as identificagdes descritas na Se¢do 3.1.1 com
decomposi¢des scs. Em cada um dos casos, descreva sequéncias de elementos X,
da decomposigdo respectiva para as quais existe um elemento Xg de forma que
liminf X;, = limsup X, & Xpg.

Antes de seguirmos adiante, deixamos aqui um ultimo exercicio interessante,
mas ndo diretamente relacionado com o assunto dessas notas. O conjunto ternd-
rio de Cantor é o subconjunto C do intervalo [0, 1] obtido da seguinte maneira.
Seja K9 = [0, 1] e defina K, indutivamente retirando de cada componente co-
nexa de K, seu ter¢o central aberto, isto ¢, de cada componente conexa J de
K1, retiramos o intervalo aberto com o mesmo ponto central que J, de com-
primento igual a um ter¢o do comprimento de J. Assim, K; = [0, %] U [%, 1],
K, =0, %] U [%, %] U [%, %] U [g, 1] etc. Definimos

c:ﬂK,,.

n=0

Por ser uma intersecdo encaixada de compactos ndo vazios, C é um compacto ndo
vazio. Além disso, C ¢ totalmente desconexo, isto €, suas componentes conexas
sdo todas pontos, e perfeito, isto €, todos os seus pontos sdo pontos de acumulagao
(ndo triviais, ou seja, de sequéncias ndo constantes). Os extremos de todos os
intervalos removidos na construgao dos conjuntos K sao todos pontos de C ja que
jamais sdo removidos em conjuntos K, subsequentes. Seja D a decomposicdo de
C cujos conjuntos nao triviais (isto €, com mais de um ponto) sdo exatamente os
extremos dos intervalos abertos removidos: {%, %} {% %}, {% %} etc.

Exercicio 3.1.13. Mostre que D é scs e que C /D é homeomorfo ao intervalo [0, 1].
Vocé conhece uma fun¢do que realiza a identificacdo?

3.1.3 Exemplos em dimensio 3

Vejamos agora alguns exemplos de decomposi¢des semicontinuas superiores em
dimensdo 3. Como na Secao 3.1.1, descreveremos identificagdes em alguns es-
pacos topoldgicos simples, como subconjuntos compactos de R3 ou R* (como a
3-esfera). Deixamos para o leitor verificar que as identificagdes correspondem a
decomposigdes scs desses espagos e que os quocientes por essas identificagdes sdo,
portanto (Exercicios 3.1.11), espagos compactos metrizaveis.
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O 3-toro

No cubo unitario, identificamos o lado direito com o esquerdo, o da frente com o
de tras, e 0 de cima com o de baixo. Isto ¢, X = [0, 1]3 C R3, e identificamos dois
pontos X,y (no bordo de X) se sua diferenca x — y € um vetor com coordenadas
inteiras. Quais vetores ocorrem como tais diferencas?

Imagine-se, por um momento, em um espago como esse, onde ndo ha gravi-
dade. Isto ¢, imagine-se em um quarto cubico no qual ao andar (voar, na verdade)
para a direita voc€ ndo colide com a parede direita, mas reaparece na mesma po-
sicdo da parede esquerda. Isso tudo sem que vocé se sinta rasgado ao meio ao
atravessar a parede. Na verdade, vocé sequer percebe que qualquer coisa mudou
ao “atravessar” a parede. A mesma descri¢do se aplica as outras paredes do quarto.
Imagine-se agora parada, olhando para a esquerda. O que vocé vé? E ao olhar para
frente ou para cima? Lembre-se daqueles elevadores que tém todas as paredes co-
bertas por espelhos, embora ndo seja exatamente a mesma coisa que vemos.

Exercicio 3.1.14. Para melhor entendermos quocientes como o 3-toro, ¢ util des-
crever os quocientes das diversas “partes” do cubo com que comegamos. Faca-o,
isto €, descreva os quocientes dos conjuntos dos 8 vértices, das 12 arestas e das
6 faces e tente juntar todos esses quocientes numa mesma “imagem” dentro do
3-toro.

O espaco projetivo de dimensao 3

Na 3-esfera S3 C R*, identificamos pontos antipodais, isto €, x ¢ —x. Ja mencio-
namos anteriormente que esse quociente, o espago projetivo tridimensional RP3,
pode ser obtido de outra forma: em R*\ {0} identificamos x, y se existe A € R\ {0}
tal que y = Ax. Certifique-se de que ambos os quocientes sdo realmente os mes-
mos. E possivel dar uma descrigdo do segundo quociente em termos de decompo-
si¢Oes scs?

Imagine-se agora voando com uma amiga dentro de RP3. Vocés conversam
um pouco ¢ ela resolve ir pra casa. Vocés se despedem, ela vira as costas pra voceé,
aciona seu propulsor e comeca a se afastar enquanto vocé a observa. Sua imagem
diminui aos poucos, mas, apds alguns minutos, vocé ouve um chiado atrés de si.
Ao se virar, vé sua amiga de cabeca pra baixo quase encostada em vocé€, amarrando
os cadarcos dos seus ténis um no outro.



3.1. Exemplos e construgoes 101

Dois toros solidos e dois quocientes

Como anteriormente, definimos o foro sélido por
T:=8'xD?cR*x~C?

onde S' e D? sdo o circulo e o disco fechado unitarios em R?, respectivamente,
isto é,
S'={zeC:lz|=1} e D*={zeC:|z| <1}

O bordo de T é o toro bidimensional 37 = S! x 9D? = St x S

Nesses exemplos, o espago X € a unido disjunta de duas copias de T', e vamos
definir duas formas de identificar pontos do bordo de X, unido disjunta de dois
toros bidimensionais. Para facilitar a descri¢do, seja X = 77 U T, onde T1, 1>
sdo duas copias de T e U indica unido disjunta, de forma que dX = 977 U d75.
Definimos as duas maneiras seguintes de identificar pontos em 90X :

0T1 2 z,w) ~(w,z) € 0T, e 071> (z,w) ~ (z,w) € 073,

onde estamos usando as coordenadas provenientes do homeomorfismo dos bordos
0Ty, 0T, com S xS C C2. A leitora, tendo lido a descricdo da fibracdo de Hopf
na Secdo 2.3.4, certamente desconfiou que uma dessas identificagdes deve produzir
a 3-esfera, sendo esse, de fato, o caso para ~. O quociente de X por &~ é um es-
paco tridimensional diferente, do qual ainda ndo falamos aqui (embora o tenhamos
mencionado rapidamente na Se¢éo 2.5): X /A ¢ homeomorfo ao produto S x §2,
como veremos mais adiante. Para entender por que isso ¢ verdade, note que a
identificacdo (z, w) & (z,w) ¢, obviamente, o produto da identidade na primeira
coordenada com a equivaléncia w &, W na segunda coordenada. Lembrando que
w é um ponto no bordo do disco unitario D2, indicamos na Figura 3.1.6 a colagem
de dois discos ao longo de seus bordos pela equivaléncia w ~, w, tendo feito uma
rotagdo no disco da direita (aquele onde esta w) para facilitar a visualizagdo. Fica
claro da figura que o resultado da colagem ¢ uma 2-esfera e, portanto, que

(T U T3) /~ ¢ homeomorfoa S! x S2.
Exercicio 3.1.15. Verifique que o quociente (77 U T3) /~ descrito acima €, de

fato, homeomorfo a 3-esfera, isto €, que a equivaléncia ~ induz a mesma identifi-
cac¢do descrita na Secdo 2.3.4.
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Figura 3.1.6: No diagrama a esquerda, representamos dois discos unitarios colados
ao longo do bordo pela identificacdo w ~ w. Rodamos o segundo disco por 180° para
facilitar a visualizac3o das identificacées indicadas pelas linhas unindo w e w. Do lado
direito, deformamos as identificacdes no espaco para tornar evidente que a colagem
tem como resultado uma 2-esfera.

Um dodecaedro e dois quocientes

O dodecaedro ¢ um dos cinco so6lidos platonicos, ao lado do tetraedro, do cubo, do
octaedro e do icosaedro. Trata-se de um sélido regular convexo cujas 12 faces s@o
pentagonos regulares, como na imagem esquerda da Figura 3.1.7. Para entender
melhor o que diremos a seguir, seria muito util que o leitor se familiarize um pouco
com dodecaedros. As faces pentagonais do dodecaedro podem ser agrupadas em
pares paralelos, mas, ao contrario de um cubo ou paralelepipedo, os pares estdo
“fora de fase”, por assim dizer, isto €, se simplesmente transladamos uma face
paralelamente até o plano da outra, os vértices dos pentagonos se alternam simetri-
camente, como no lado direito da Figura 3.1.7. Assim, se quisermos nos inspirar
na construcdo do 3-toro para fazer algo similar com o dodecaedro, temos que ex-
plicar como alinhar os vértices ao identificarmos faces opostas. Mencionaremos
aqui duas formas de fazé-lo, cujos espagos quocientes sdo bem conhecidos e tém
nomes bonitos: sdo os espagos dodecaédricos de Poincaré e de Seifert—Weber.

A primeira forma de identificar faces opostas de um dodecaedro ¢ fazé-lo da
forma mais simples possivel: escolha um sentido de rotagdo, digamos anti-horério,
e identifique pentagonos opostos com a minima rotacao necessaria, no sentido anti-
horario, para fazer os vértices se alinharem, isto ¢, rotagdo por 1 5 radianos. E
importante notar que isso, de fato, faz sentido: olhando para a face F, roda-la
por angulo radianos no sentido anti-horario para identifica-la com a face para-
lela F’ produz amesma 1dent1ﬁca<;a0 obtida fazendo o oposto, isto é, olhando para
aface F’, roda-la por angulo radianos no sentido anti-horario para identifica-la
com a face F. Denotaremos o qu001ente do dodecaedro por essas identificagdes,
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Figura 3.1.7: Esquerda: Vista geral de um dodecaedro, em perspetiva. Direita:
Projec3o ortogonal de um dodecaedro sobre o plano equidistante a duas faces paralelas.

o espago dodecaédrico de Poincaré como o chamamos acima, por P.

A Figura 3.1.8 mostra 11 das 12 faces do dodecaedro. A décima segunda face
¢ a parte de fora do diagrama e deve ser pensada passando pelo infinito, por tras
danuca da leitora. A face oposta a esta € o pentagono central, que é quase um pen-
tagono euclidiano, etiquetado com Z. Olhando de onde estamos, os vértices do
pentdgono atras de nossas nucas recebem uma rotagdo de Z para serem alinhados
com os vértices de Z. Recomendamos que a leitora verifique as outras identifi-
cacdes e certifique-se que esta tudo certo, de acordo com a descrigdo acima para
formar o espago P: cada pentdgono € identificado com o pentdgono paralelo por
uma rotagdo de Z.

Cometeremos a seguir um sem numero de pecados didatico-matematicos para
mencionar um fato de enorme importancia historica. E possivel mostrar que o
grupo fundamental de P ¢ o grupo icosaédrico binario 21, um grupo de 120 ele-
mentos, obtido tomando a pré-imagem, pelo recobrimento duplo SU(2) — SO(3),
discutido no Coroléario 2.4.5, do subgrupo de SO(3) composto pelas simetrias por
rotagdes do dodecaedro. Como 2/ € um grupo perfeito, isto €, igual a seu sub-
grupo de comutadores, a abelianizagdo de 2/ ¢ trivial. Disso segue que P ¢ uma
esfera homologica, isto €, um espaco cujos grupos de homologia sdo iguais aos da
3-esfera, mas que nao ¢ homeomorfo a 3-esfera. Poincaré, em um artigo de 1900,
perguntou-se se os grupos de homologia, que ele proprio havia inventado baseado
no trabalho de Enrico Betti, eram capazes de identificar a 3-esfera. Alguns anos
mais tarde, em 1904, Poincaré descreveu o espago P, mostrando que homologia
ndo era suficiente e perguntou se os grupos de homotopia, entdo, fariam o traba-
lho. A resposta afirmativa a essa pergunta ficou conhecida como a Conjectura de
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Figura 3.1.8: O diagrama de identificacdes das faces de um dodecaedro cujo quo-
ciente é o espaco dodecaédrico de Poincaré. A figura foi obtida primeiro fazendo
projecdo central de um dodecaedro inscrito em S? e depois fazendo a projecio este-
reogréfica do “dodecaedro esférico” assim obtido (com um pequeno ajuste final nas
arestas externas para que o desenho coubesse na pagina). Comecando pela face cen-
tral Z e etiquetando os cinco vértices como indicado obtemos, das identificacGes de
faces, etiquetas para todos os vértices do dodecaedro. As etiquetas das cinco arestas
do pentagono Z n3o sdo suficientes para etiquetar todas as arestas do dodecaedro e
ainda sdo necessarias cinco etiquetas adicionais. O espaco quociente tem, portanto, 5
vértices, 10 arestas, 6 faces e 1 “volume tridimensional”. Note que 5—10+6—1 = 0.
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Poincareé.

O espacgo dodecaédrico de Seifert—Weber € construido de forma analoga ao es-
paco de Poincaré, identificando-se faces paralelas do dodecaedro, s6 que, ao invés
de roda-las o minimo necessario para que os vértices fiquem alinhados, rodamos
cada face pelo angulo 3?” no sentido anti-horario, digamos, antes de identifica-la
com a face oposta.

Exercicio 3.1.16. Faca uma figura analoga a Figura 3.1.8 para as identificagdes do
espaco de Seifert—Weber. Inclua as informagdes analogas as da legenda naquela
figura: quantos vértices, arestas, faces e faces tridimensionais tem o quociente?
E quanto é a soma alternada desses ntimeros?

Agora um octaedro

Considere agora um octaedro regular como na esquerda da Figura 3.1.9 e, ao invés
de identificar faces paralelas, identificaremos os quatro tridngulos da parte superior
com os quatro da parte inferior da seguinte maneira. O vértice 1 € identificado com
o vértice i, e os quatro vértices centrais sdo identificados de modo a colar cada
tridangulo superior com o tridngulo inferior obtido por uma rotagdo de —7.. Mais
precisamente colamos os triangulos da seguinte maneira:

[1jK] < [ikj]
Lk} < ik (3.1.1)
[1jK] < [ikj]
[1kj] < [ijk]

Exercicio 3.1.17. Verifique que o quociente tem 2 vértices, 5 arestas, 4 faces e 1
face tridimensional. Efetue: 2 —5+4—-1=__

Esse exemplo ¢ um em uma familia importante de exemplos de 3-variedades,
chamadas espacos lenticulares, que tiveram especial importancia no inicio do de-
senvolvimento da topologia algébrica e da topologia geométrica. Voltaremos a
eles na Secdo 4.5.1. A escolha dos nomes para os vértices na parte esquerda da
Figura 3.1.9, em particular, serd esclarecida na Se¢ao 3.1.4.

Um exemplo mais enroscado (d’aprés Bill Thurston)

O proximo exemplo tem também grande importancia historica, mas na histdria
mais recente da topologia e geometria de 3-variedades. Alias, ele talvez seja um
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P

i

Figura 3.1.9: Esquerda: O octaedro no bordo do qual fazemos as identifica-
cdes (3.1.1). Direita: Instrucdes para a colagem de dois tetraedros que, apds remover
o vértice, produz o complemento do né figura oito em S3.

marco importante na reunido entre a topologia ¢ a geometria de 3-variedades, que
haviam andado afastadas uma da outra.

O exemplo consiste do pareamento das faces de dois tetraedros como mostra
a parte direita da Figura 3.1.9.

Exercicio 3.1.18. Verifique que o espago quociente tem 1 vértice, 2 arestas, 4 faces
e 2 faces tridimensionais e efetue | —24+4 -2 =__

Ao contrario dos exemplos anteriores, esta soma
ndo ¢ 0. Faremos um pequeno interlidio topoldgico
para explicar, a0 menos em parte, o que estd aconte-
cendo. A caracteristica de Euler ¢ um invariante de
espacos topologicos que pode ser definido de varias
maneiras diferentes. No caso de um espago tridimen-
sional M, se decompomos M em vértices, arestas, fa-
ces e faces tridimensionais, como temos feito (ha re-
gras simples a serem respeitadas, mas elas o foram Figura 3.1.10: Projecdo
em todos os casos), a caracteristica de Euler y(M) ¢ do né figura oito.
a soma alternada que calculamos nos exemplos acima:
V-A+ F —T,onde V é o numero de vértices, A o nimero de arestas, F o
nimero de faces (bidimensionais) e T o nimero de faces tridimensionais. E um
resultado de topologia que discutiremos mais tarde que a caracteristica de Euler de
toda 3-variedade compacta, sem bordo, ¢ 0. Por um lado, isso pode ser visto como
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ma noticia ja que quer dizer que a caracteristica de Euler, que pode ser usada para
classificar as superficies compactas, é pouco util para distinguir 3-variedades. Por
outro lado — e ¢ assim que a usamos aqui, ela pode ser util para apontar espagos
que ndo sdo 3-variedades, como ¢ o caso com a identificagdo de tetraedros que
explicamos acima. Veremos que essa identificagdo produz, ao remover o unico
vértice do quociente, um modelo topoldgico para o complemento, na 3-esfera, do
no figura 8 mostrado na Figura 3.1.10.

3.1.4 Exemplos de quocientes pela acdo de grupos
Toros

Uma outra forma muito comum em que encontramos quocientes em matematica
sdo quocientes por acdes de grupos. Talvez o exemplo mais simples seja o quoci-
ente do grupo de Lie R (sim, pode parecer pedante, mas R ¢, afinal, um grupo de
Lie) pela agao (a direita ou a esquerda, tanto faz) do subgrupo (discreto) Z < R:
R/Z é o quociente de R pela relagdo que declara equivalentes dois pontos x, y €
R se existe n € Z tal que y = x + n ou, o que d4 no mesmo nesse caso, se
y — x € Z. Quocientes como esses, com frequéncia, ndo podem ser descritos, ao
menos diretamente, com a linguagem de decomposicdes scs ja que as classes de
equivaléncia sdo, como no exemplo R /7, ndo compactas. Apesar disso, como ja
mencionamos anteriormente, nos casos que mais nos interessam, ¢ possivel reali-
zar o mesmo quociente como o quociente de um subconjunto compacto do espago
por uma decomposi¢do scs e, portanto, colher os beneficios (em particular, tran-
quilidade topologica) que tais quocientes nos proporcionam. No exemplo R/Z,
fazemos isso observando que toda classe de equivaléncia tem um representante no
intervalo [0, 1], j& que, dado x € R, sempre podemos encontrar n € 7 tal que
y = x +n € [0, 1]. Por outro lado, com excegdo de 0 e 1, que sdo equivalentes,
ndo ha nenhum outro par de pontos equivalentes no intervalo [0, 1]. Disso pode-
mos concluir que R/Z pode ser entendido como o quociente do intervalo [0, 1]
pela decomposicdo cujo unico conjunto ndo degenerado ¢ o par {0, 1}. E chega-
mos, assim, ao circulo [0, 1]/(0 ~ 1) (Iembre-se da Figura 1.2.1) ou, pelo menos,
a um circulo topologico, ja que [0, 1]/(0 ~ 1) certamente ndo ¢ igual ao circulo
unitario S' = {z e C : |z| = 1}

Uma outra forma de obter um circulo ¢ tomando o quociente do grupo mul-
tiplicativo dos reais positivos pela agdo de um subgrupo multiplicativo da forma
{A" 1 n € Z}, onde A é um real positivo. Do ponto de vista topoldgico, todos
esses (e quaisquer outros) circulos sdo os mesmos, isto ¢, sdo todos homeomor-
fos uns aos outros. Mas, como ja mencionamos na Pagina 91, nem sé de 6culos
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topologicos vivem os matematicos. Poderiamos estar interessados em proprieda-
des métricas, por exemplo, e, nesse caso, R/Z e S! sio diferentes porque tém
comprimentos diferentes, enquanto R4 / (1) sequer tem uma métrica natural (ao
menos ndo uma imediatamente natural), embora tenha uma estrutura afim natural,
por construcao.

Exercicio 3.1.19. a) Mostre que € possivel definir uma métrica em [0, 1]/(0 ~ 1)
que ¢ compativel com a topologia quociente. Dito dessa forma, hd muitas ma-
neiras de fazé-lo. Fagcamos, entdo, algo melhor definido: mostre que € possivel
usar a métrica usual em R para definir uma distancia entre as classes de equiva-
lénciax ~ y <= x—y € Z; em seguida convenga-se de que essa defini¢dao
¢, na verdade, uma métrica em R /Z.

b) Tente 0 mesmo truque com o quociente multiplicativo R4/ (A).

H4, claro, varios outros quocientes com os quais somos familiares. O toro bi-
dimensional, por exemplo, obtido por identificagdo dos lados do quadrado [0, 1]?
como no diagrama & esquerda na Figura 3.1.2 €, simplesmente, uma versao bidi-
mensional do circulo [0, 1]/(0 ~ 1), que acabamos de discutir e pode, portanto, ser
descrito como o quociente do grupo de Lie R? pela acdo do subgrupo Z2. Alias,
essa mesma descri¢do aplica-se a qualquer dimensao e podemos definir o toro n-
dimensional como o quociente R” /Z". A descri¢do do 3-toro na Se¢do 3.1.3, em
particular, descreve também o quociente R3/Z3.

Exercicios 3.1.20. a) Considere em C a agdo do subgrupo ciclico aditivo gerado
por um elemento b # 0, isto é, (b) = {nb : n € Z}. O que é o quoci-
ente C/(b), isto é, o quociente de C pela relagdo de equivalénciaz ~ w <
z—w = nbparaalgumn € 7Z.?

b) Agora considere em C* := C \ {0} a a¢do do subgrupo ciclico multiplicativo
gerado por um elemento a # 0 com |a| # 1,isto é, (a) = {a" :n € Z}. O
que é o quociente C*/{a), isto ¢é, o quociente de C pela relagdo de equivaléncia
z~w <= zw ! =qa" paraalgumn € Z?

c) As construgdes nos itens anteriores sdo muito parecidas e, no entanto, seus
quocientes sdo topologicamente muito diferentes (um é compacto € o outro
ndo). Por qué? Considere também o caso de |a| = 1. O que pode acontecer?

d) Considere, em C =~ R2, 0 conjunto de todas as retas paralelas de uma dada
inclinacdo e estude as projecdes desse conjunto pelos dois quocientes dos itens
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anteriores. Explique como as projeg¢oes dependem dos pardmetros b, a e da
inclinagdo das retas.

O que foi discutido at¢ aqui suscita algumas questdes naturais como, por exem-
plo, se ha acdes de grupos que realizam os dois outros diagramas na Figura 3.1.2.
Mais geralmente, quais grupos produzem “bons” quocientes? Alids, o que exa-
tamente devemos considerar um “bom quociente”? As perguntas sdo muitas e
respondé-las leva tempo e da trabalho, de modo que, ao invés de tentar fazé-lo,
continuaremos, por enquanto, nos divertindo com exemplos.

Quocientes de esferas

O subgrupo mais simples de SU(2) (que ndo € o subgrupo trivial consistindo do
elemento neutro apenas) é o subgrupo de dois elementos {+1}. Como vimos, ha
duas maneiras de interpretar o quociente SU(2)/{=£1}. Podemos entendé-lo como
grupo, ja que {1} ¢ um subgrupo normal e, como vimos no Corolario 2.4.5, o
grupo quociente é SO(3). Por outro lado, podemos pensar em SU(2) como S3 e
na identificacdo por £1 como a identificagdo de pontos antipodais, cujo quociente
¢ RP3.

Algo que ja poderiamos ter mencionado é que, na Secdo 2.5, vimos que o
quociente de S3 pelo fluxo de Hopf ¢é a 2-esfera, ou, mais precisamente, que o
quociente de SU(2) pela agio a esquerda do subgrupo S ~ {cost + sent i} pode
ser identificado com o espaco projetivo complexo CP!, esse tltimo homeomorfo
a 2-esfera. E importante pontuar que esse exemplo ¢ diferente dos anteriores, pois
o grupo agindo em SU(2), ao contrario de todos os que discutimos até aqui, ndo
é discreto. Ja haviamos mencionado parenteticamente, mas sem enfatizar, que os
subgrupos Z" < R”", por exemplo, sdo discretos: R” tem uma topologia e, como
subconjunto, Z" ¢ discreto em R”. O mesmo vale, obviamente, para {£1} <
SU(2). Isso reflete-se no fato de que as dimensdes?, por exemplo, dos toros R” /Z"
ou dos espagos projetivos S” /+ id sdo as mesmas de R” e S” (isto ¢, n), enquanto
que o quociente SU(2)/S! tem dimensdo 3—1 = 2. Em ambos os casos, vale que
a dimensao do quociente ¢ a diferenca entre as dimensdes do grupo e do subgrupo
pelo qual tomamos o quociente, ja que conjuntos discretos t€ém dimensao zero.

O segundo subgrupo mais simples de SU(2) é o grupo de quatro elementos
{1, +i}.} O que é o quociente SU(2)/{=%1, %i}?

2Mais um pecadilho didatico-matematico: ndo discutiremos dimensdes aqui e apelamos a intui-
¢do e aos conhecimentos prévios do leitor

3Ha controvérsias: ha quem diga que o segundo subgrupo mais simples de SU(2) ¢, na verdade,
{£1, £j}, e ha ainda os subversivos radicais que afirmam que esta distin¢ao pertence a {+1, +k}.



110 3. Variedades, colagens e quocientes

Exercicios 3.1.21. Desenhe, em R3, as imagens dos quatérnios unitarios +1, +i,
+j e —k por projecio estereografica de S> a partir de k. Nas coordenadas usuais,
os dois eixos horizontais contém *1 (eixo real) e £i (eixo i), enquanto que o eixo
vertical contém +j e —k. Multiplicagdo por i a esquerda torna-se entdo uma rota-
¢do por angulo 7 ao redor do eixo vertical. Considere agora o quarto-espago no
qual as coordenadas real e i sdo positivas e a coordenada vertical ¢ qualquer. Jun-
tando o ponto no infinito a esse quarto-espago, obtemos um octaedro topologico,
cujos vértices sao 1,1, =j, —k (a origem) e k (o ponto no infinito). Por multipli-
cacdo por i, o semiplano vertical contendo o semieixo real positivo é levado ao
semiplano vertical, que contém o semieixo i positivo. Descreva as identificacdes
das faces triangulares que a multiplicacdo por i induz e compare com as identifi-
cagoes em (3.1.1).

Outros tipos de acoes

Os quocientes por agdes de grupos, que discutimos até aqui, foram sempre agdes
de subgrupos agindo (a esquerda, digamos) no grupo que os contém. Acdes de
grupos em geral, no entanto (refresque a memoria na Pagina 77), ndo requerem
que 0 grupo que age aja em um grupo que o contém como subgrupo. Grupos
podem agir em conjuntos em geral e essa ¢, de fato, uma maneira muito comum
em que agdes ocorrem.

Como um primeiro exemplo, considere o grupo Aﬁm(Rz) de transformacdes
afins do plano, isto ¢, transformagdes da forma

X— Ax+b

onde A é uma matriz real 2 x 2 inversivel, isto é, 4 € GL(2,R),eb € R2. A
operagdo em Afim(IR?) ¢ por composicdo e, ¢ claro, Afim(R?) age a esquerda
em R?. Tomamos o subgrupo G < Aﬁm(Rz) gerado pelas duas transformagdes
(X,y) = (X + l’y) € (X,y) = (—X,y + 1)

Exercicio 3.1.22. Descreva o quociente de R? pela agdo do grupo G definido
acima. Atengdo: Esse ndo ¢ um espago que vimos anteriormente nessas notas.

O segundo exemplo €, na verdade, a ponta de um enorme e riquissimo iceberg
ou até mesmo de varios icebergs. Vimos, na Secdo 1.3.6, que o grupo PSL(2, R)
de matrizes reais 2 X 2 com determinante 1 (onde identificamos as matrizes = A4)
age no plano complexo por transformagoes lineares fracionarias:

az+b
H
cz+d
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onde a,b,c,d € R ead — bc = 1. Nio ¢ dificil verificar (faga-o) que a agéo
preserva o semiplano superior, isto é,

b
Im(z) >0 <— Im(az+ ) >0
cz+d
Definimos o grupo modular como o subgrupo PSL(2,7Z) < PSL(2,R), isto ¢, o
subgrupo de PSL(2, R) cujas matrizes t€ém entradas inteiras.

Exercicios 3.1.23. a) Verifique que PSL(2, Z) é um subgrupo discreto do grupo
de transformagdes PSL(2, R). Sugestdo. Estranho seria se algo envolvendo Z
nao fosse discreto.

b) Mostre que PSL(2, Z) é gerado pelas duas matrizes

RN

Sugestdo: Comece calculando varios produtos dessas matrizes com elas mes-
mas, uma com a outra, suas inversas, etc. Depois pense em como provar que
qualquer matriz com coeficientes inteiros e determinante 1 pode ser assim ob-
tida.

c) As transformagdes lineares fracionarias correspondentes as matrizes do item
acima sdo

1
z—z+1 e zb ——
z

respectivamente, de modo que essas duas transformagdes geram um subgrupo
de TLF(R) isomorfo ao grupo modular. Estude o que acontece, sob a a¢ao das
transformacgdes acima, com a configuragdo de semicirculo e semirretas mos-
trada na Figura 3.1.11.

3.1.5 Decomposicoes ou acoes?

Nas sec¢oes anteriores discutimos duas formas de construir quocientes interessantes
e mostramos que, com frequéncia, € possivel relacionar as duas e mostrar que os
quocientes sdo “os mesmos”, expressdo esta que se refere, no minimo, a serem
espacos homeomorfos. Fazemos aqui algumas ponderagdes adicionais sobre as
vantagens e desvantagens de cada descrigdo, que vao além da importancia de se
observar o mesmo fendmeno de diversos pontos de vista diferentes, algo basico
para o entendimento humano em geral, e para a compreensao da matematica em
particular.
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A maneira que usamos para relacionar o quoci-
ente de um espago X pela a¢do de um grupo dis-
creto G com uma decomposicao scs de um conjunto 131
compacto consistiu em encontrar um subconjunto
K C X com a propriedade de que todas as G-
orbitas, isto €, os conjuntos do tipo G - x = {g - x :
X € X}, para x € X, intersectam K em exatamente
um ponto. Um conjunto com essa propriedade ¢ cha- i
mado de conjunto fundamental para a agdo de G em
X.* Se o fecho K ¢ compacto e é um conjunto “ra-
zoavel” (igual ao fecho de seu interior, por exemplo),
como sempre aconteceu nos exemplos que discuti-  —1 —
mos, obtemos uma relagdo de equivaléncia no bordo
de K, declarando dois pontos em dK equivalentes se Figura 3.1.11: Semirretas
pertencem a mesma G -0rbita e estendendo essa rela- verticais {Rez = £1} e o se-
¢d0 a uma relacdo de equivaléncia por transitividade. micirculo superior do circulo
A decomposicio scs de K consiste das classes dessa  unitario.

equivaléncia.

Im

Re

1 1
2 2

Exercicio 3.1.24. Revisite cada um dos exemplos de quocientes por agdes de gru-
pos discretos, que discutimos na Secao 3.1.4, e certifique-se de que a descri¢ao que
acabamos de dar para como os identificamos com quocientes por decomposi¢des
scs esta correta.

Observagdo 3.1.25. Embora seja possivel adaptar a discussdo acima a descrigao
do quociente de S3 pelo fluxo de Hopf, preferimos ndo fazé-lo aqui, pois nao
discutiremos esse tipo de quociente no que segue.

Uma vantagem clara de usarmos compactos com identificagdes no bordo ¢
que, com frequéncia, isso nos permite uma melhor compreensao topolégica do
quociente. Por mais que estejamos acostumados a identificar os quocientes R/Z
e [0, 1]/(0 ~ 1), um pequeno esfor¢o de nos distanciarmos desse costume ¢ sufici-
ente para notar que a segunda forma de pensar o quociente torna muito mais facil
perceber que se trata de um circulo topologico.

A desvantagem de considerar identificacdes em dominios fundamentais, por
outro lado, também ¢ facil de observar nesse mesmo exemplo: ao escolhermos o
intervalo [0, 1) como dominio fundamental e identificarmos os dois extremos de

4Conjuntos “fundamentais” sdo, as vezes, definidos como conjuntos compactos, mas preferimos
aqui usar a defini¢do que demos, compativel com a defini¢do usual na teoria de sistemas dindmicos.
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[0, 1] para obter o quociente, estamos distinguindo esses extremos como pontos
(aparentemente) especiais. Temos, entdo, que fazer um esfor¢o adicional para nos
convencermos de que ndo hd nada especial sobre eles. Vemos isso observando, por
exemplo, que poderiamos ter escolhido [%, %) como dominio fundamental para a
acdo de Z em R e, nesse caso, os pontos especiais seriam outros e a classe de

0 e 1, representada pelo ponto 1 € [%, %), nada tem que a diferencie de todas
as outras, exceto dos extremos % e % Esse raciocinio mostra que, na verdade,

tampouco ha nada especial sobre % ou sobre qualquer outro nimero em [0, 1).
Essa “democracia” entre todas as classes de equivaléncia €, provavelmente, mais
diretamente evidente no quociente R /Z, que considera todas as classes de forma
equanime: sdo todas da forma {x +n : n € Z}.

Além disso, vemos também que o quociente R/Z ¢é localmente igual a R no
seguinte sentido. Denote por p: R — R/Z a projegdo, sejax € R etome e > 0
pequeno (menor que %). A Z-6rbita do intervalo (x — €, x + €) consiste de uma
colecdo disjunta de transladados de (x — &, x + ¢), cada um dos quais ¢ levado
homeomorficamente a sua classe de equivaléncia [(x — &, x + ¢)] (ou, para ser
pedantemente preciso, a sua imagem p((x —&,x+ 8))). Mais que isso, podemos
declarar que a distancia entre as classes de dois pontos em [(x — &,x + ¢)] éa
mesma que a distancia entre os representantes dessas classes em (x — e, x + €), €
essa defini¢do ndo depende de qual intervalo na 6rbita de (x —e, x 4 ¢) escolhemos
para fazé-lo. Isto €, se olhamos apenas para pequenas vizinhangas ¢ impossivel
saber se estamos em R ouem R/Z.

Embora simples, esse exemplo ¢ paradigmatico: veremos outras manifesta-
¢oes dos mesmos principios a seguir.

Exercicio 3.1.26. a) Desenvolva, para o 2-toro R?/Z?2, uma discussio paralela
a que acabamos de fazer para R/Z. Nesse caso, ¢ importante refletir sobre
dois tipos distintos de pontos do bordo do quadrado [0, 1]%: os quatro vértices
(0,0),(1,0),(0,1) e (1, 1) e os demais pontos do bordo. Ao final, precisamos
ter claro que ndo ha, na verdade, nada especial sobre nenhum desses pontos,
sendo impossivel distinguir pequenas vizinhangas em R?/Z? de qualquer uma
das componentes conexas de suas pré-imagens pela projecio R? — R2/Z2.

b) Faga o mesmo para o exemplo do quociente do octaedro (espaco lenticular)
e o quociente S3/{=%1, +i}. Embora perfeitamente analogo, ha que se tomar
algum cuidado com o que consideramos “indistinguivel” nesse caso. Isso de-
pende, inclusive, de estarmos nos referindo a prorpia esfera S3 ou a sua imagem
por projecao estereografica.
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3.2 Variedades

Jamencionamos variedades varias vezes e ja vimos uma grande variedade de exem-
plos de variedades. E chegada a hora de definirmos variedades formalmente.

3.2.1 Pseudogrupos e variedades

Uma n-variedade ¢ um espago topologico que ¢ localmente “como” o R”. O que
queremos dizer com “como” depende de qual ou quais entre as muitas “qualida-
des” de R" queremos que nossa variedade tenha. Tais qualidades sdo definidas
operacionalmente, em termos de um pseudogrupo.

Defini¢do 3.2.1 (Pseudogrupo). Seja X um espago topologico. Uma colegdo G de
homeomorfismos entre conjuntos abertos de X ¢ um pseudogrupo se satisfaz as
seguintes propriedades:

(1) Os dominios dos elementos de G cobrem todo o espago X .
(ii) G é fechado por inversas: se (g : U — V) e G,entdo (g7 ' : V = U) €G.

(iii) G é fechado por restri¢do de dominio, isto é,se (g : U — V) e GeU’' C U,
entdo (glyr: U’ — g (U)) €G.

(iv) G ¢é fechado por composi¢des no sentido de que se a composi¢do g» o g1
esta definida (possivelmente em apenas parte do dominio de g1), entdo ela
pertence a G.

(v) Pertencer a G é uma propriedade local, isto é,se g: U — V éum homeomor-
fismo entre abertos de X e se U pode ser coberto por uma unido de abertos
Uy de forma que cada gy, € G, entdo g € G.

Segue das condi¢des acima que a identidade em qualquer aberto de X € sempre
um elemento de qualquer pseudogrupo.

Exercicio 3.2.2. Verifique essa afirmagdo. Quais entre as propriedades de pseudo-
grupos tém que ser usadas aqui?

Ha, portanto, dois pseudogrupos 6bvios. O menor de todos os pseudogrupos
¢ 0 que contém apenas a identidade (e a identidade restrita a qualquer aberto de
X), enquanto o maior de todos os pseudogrupos ¢ aquele que contém todos os
homeomorfismos entre quaisquer dois abertos de X. Supondo que o espago que
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estamos considerando é o R”, entre os dois extremos anteriores podemos mencio-
nar o pseudogrupo de difeomorfismos locais de R”.

Pseudogrupos sdo usados para nos permitir colar abertos de R” para formar
uma n-variedade que herda o sabor do pseudogrupo. Para tornar claro o que
essa frase quer dizer, precisamos de algumas definigoes, que combinamos em um
mesmo pacote.

Defini¢do 3.2.3 (Cartas coordenadas, G-atlas, G-variedade). Seja G um pseudo-
grupo em R”. Uma G-variedade n-dimensional ¢ um par formado por um espago
topolégico Hausdorff M, com base enumeravel para a topologia, e um G-atlas.’
Um G-atlas em M ¢é um conjunto G-compativel de cartas coordenadas cujos do-
minios cobrem todo M. Uma carta coordenada é um par (¢, U) onde U C M ¢
um abertoe ¢: U — ¢(U) C R” ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem. Duas
cartas coordenadas (¢, U), (¥, V') sdo G-compativeis se a troca de coordenadas,
isto €, a composigao

oy iy (UNV)—=UNYV) (3.2.1)

¢ um elemento de G. Finalmente, uma colegdo de cartas coordenadas ¢ G-compa-
tivel se quaisquer duas entre suas cartas sdo G-compativeis.

Nessa defini¢ao, fica subentendido que, se a intersecdo U N V ¢ vazia, entdo
a troca de coordenadas (3.2.1) pertence a G por vacuidade. Cartas coordenadas
também sao chamadas de cartas locais.

Uma forma util de entender a Defini¢ao 3.2.3 € a seguinte. Pensamos no pseu-
dogrupo como uma forma de especificar uma “qualidade” do R”, algo como uma
estampa em um tecido. Pertencer ao pseudogrupo significa preservar essa estampa.
Por exemplo, podemos tomar como estampa a propriedade de ser diferenciavel.
As cartas coordenadas permitem-nos, ento, transferir a estampa para M de forma
coerente, ja que, se um ponto pertence ao dominio de duas (ou mais) cartas coor-
denadas, como a troca de coordenadas preserva a estampa, tanto faz qual das duas
(ou muitas) cartas coordenadas é usada para obter a estampa numa vizinhanga do
ponto: todas produzem o mesmo resultado. Continuando com o exemplo de di-
ferenciabilidade (veremos outros ja, ja), seja G o pseudogrupo de difeomorfismos
locais ¢ M uma G-variedade chamada, nesse caso, de variedade diferencidvel ou
variedade suave. Em uma variedade diferenciavel M, podemos definir a diferen-
ciabilidade de uma fungdo f: M — R no ponto p € M, tomando uma carta

3Uma colegio B de abertos em um espago topoldgico é uma base para a topologia se todo aberto
puder ser escrito como unido de conjuntos em 3. Espacos topologicos que ndo possuem base enu-
meravel, embora interessantes, ndo serdo considerados aqui.
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Vv

e(U)
goy~!

Figura 3.2.1: Na parte de cima da figura, estd a G-variedade n-dimensional M onde
estdo desenhados dois abertos U,V C M cuja intersecao é ndo vazia. Na parte de
baixo, estd R”, que contém as imagens de U pela carta coordenada ¢: U — R”" e
de V pela carta coordenada ¥: V — R”. A troca de coordenadas ¢ o ¢~! é um
homeomorfismo entre dois abertos de R” pertencente ao pseudogrupo G.

coordenada (¢, U) tal que p € U e declarando que f ¢é diferenciavel em p se
f o ™1 ¢ diferenciavel em ¢(p). Essa definicio nao depende de termos tomado
acarta (¢, U). Se (¥, V) é outra carta coordenada com p € V, entdo f o1
¢ diferenciavel em ¥ (p) se e somente se f o ¢~ ! é diferenciavel em ¢(p). Isso
porque (veja a figura Figura 3.2.1), em y(U N V),

foyt=(fop)o(poy™)

e, como por hipétese a troca de coordenadas ¢ o1/ ~! esta em G sendo, portanto, um
difeomorfismo definido em uma vizinhanga de ¥ (p), segue que f oy~ é diferen-
ciavel em ¥ (p) se e somente se f o ¢~ ! ¢é diferenciavel em (¢ o ¥ ) (¥ (p)) =

@(p).

Exercicio 3.2.4. Sejam M e N duas variedades diferenciaveise f: M — N
uma transformac¢do continua. Como devemos definir a diferenciabilidade de f?
Certifique-se que sua defini¢do ndo depende de “escolhas”.

Voltemos ao exemplo do circulo e encontremos agora um atlas para o quoci-
ente M = [0,1]/(0 ~ 1). Nesse exemplo simples, vamos percorrer o caminho



3.2. Variedades 117

na dire¢do oposta: vamos cobrir M por abertos, definir cartas coordenadas “natu-
rais” nesses abertos, observar quais estampas as trocas de coordenadas preservam,
isto €, quais pseudogrupos contém essas trocas de coordenadas, e escolher uma
(ou varias) estampa(s) que gostariamos de transportar para M. Tomamos os dois
abertos U = (0,1) e V = [0, %) U (% 1]. Para evitar sobrecarrega-la, estamos
sendo pouco rigorosos com a notagdo: V' ¢, na verdade, a projecdo para M da
unido dos dois intervalos acima. Definimos ¢ : U — R por ¢(x) = x e definimos
¥:V — R por

X, sex € (%,1]

Y = x+1, sexe]l0, %)

Exercicio 3.2.5. Verifique que ¥ ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem como
requer a defini¢do de uma carta coordenada.

Assim, a intersecdo U NV = (O, %) U (%, 1) e as trocas de coordenadas sdo

1, )X sex € (3.1)
poy (¥) = x—1, sexe(l,%)
e
NN B sex € (3.1)
Yog (0= x+1, sexe(O,%).

Agora podemos escolher qual pseudogrupo queremos usar, ou qual estampa quere-
mos considerar em M. Essas trocas de coordenadas tém varias qualidades, entre
as quais podemos listar: sdo homeomorfismos, difeomorfismos, transformagdes
afins, transformagdes que preservam a medida de Lebesgue em R, isometrias®, en-
tre outras. Esse exemplo também evidencia a necessidade de se incluir o Item v
na definicdo de pseudogrupos. Ao considerar as isometrias de R, por exemplo,
poderiamos pensar que, para criar um pseudogrupo, bastaria considerar todas as
restricdes de isometrias a abertos de R, mas esse nao é o caso, como se¢ vé nesse
exemplo: precisamos também incluir entre os elementos do pseudogrupo trans-
formagdes que sao restri¢oes de isometrias diferentes em diferentes componentes
conexas de um aberto. O exercicio a seguir esclarece essa questdo para pseudo-
grupos em geral.

®Uma isometria entre dois espagos métricos (X, dy), (Y, dy) e uma transformagio f: X — Y
que preserva distancias, isto ¢, tal que dy (f(x), f(x)) = dx (x,x').
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Exercicios 3.2.6. a) Mostre que a propriedade de ser um pseudogrupo ¢ fechada
por intersecodes, isto &, se G e G, sdo ambos pseudogrupos definidos no mesmo
espago X, entdo sua intersecdo G; N G, também ¢ um pseudogrupo em X .

b) Conclua que qualquer cole¢ao de homeomorfismos entre pares de abertos de X
gera um pseudogrupo em X que €, por definigdo, o “menor” pseudogrupo que
a contém. Dica: Vocé vai precisar do Lema de Zorn aqui.

Com esse exercicio em mente, passaremos a ser bastante relaxados ao falar-
mos de pseudogrupos: especificaremos uma cole¢do (um tipo) de homeomorfis-
mos locais e deixaremos o exercicio fazer sua magica e criar o pseudogrupo que a
contém.

Antes de vermos outros exemplos, voltemos as esferas que tanto nos tém ocu-
pado e vejamos que elas sdo variedades. Ha varias formas de fazé-lo, mas uma
delas ¢ a mais imediata nessas notas: usaremos projecao esterecografica. Consi-
deremos entdo S* C R”t! ~ R” x R, onde, como de costume, usamos as
coordenadas (x,t) € R” x R. Precisamos cobrir S” por cartas coordenadas ¢
o fazemos da seguinte forma. Usando a notagdo N = (0,1) e S = (0, —1), defi-
nimos Us = S" \ {N}e Uy = S" \ {S} e definimos

1
1—1¢

gs:Us > R", gs(x,t) = ‘X

1
: Uy — R", 4=
gn: Un eN(x 1) = 7o %

isto é, gs ¢ gn sdo as projecdes estereograficas de S” em R” a partir dos polos

norte e sul, respectivamente. As inversas sdo (veja Exercicios 1.3.11 e Exerci-
cios 1.4.7)

_1(w)_( 2w ||w||2—1) _1(w)_( 2w —||w||2+1)
5s W2+ 1wz +1)" 8V W2+ 1 w2+ 1

e as trocas de coordenadas, ambas definidas em R” \ {0}, tém ambas a mesma
formula:

_ _ z
8N Ogsl(l) =4S OgNl(Z) = W

isto é, essas trocas de coordenadas sdo, ambas, a inversdo na esfera unitaria em R”.
Assim construimos um atlas em S” e, como no exemplo anterior, podemos esco-
lher qual de seus sabores gostariamos de exaltar: apenas o topologico, o diferen-
ciavel, o analitico real, o conforme etc.
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No caso em que n = 2, podemos identificar R? =~ C e obtemos duas cartas
coordenadas cujas trocas de coordenadas sdo, ambas, a fungao

1
Z > =,
z

a inversdao no circulo unitario. Por mais interessante e agradavel que seja essa
funcdo, ela tem o defeito de ndo ser holomorfa. Para corrigir esse problema, mo-
dificamos uma das cartas coordenadas:

4 —
zZ,t) = —— € z, 1) = ——
NG = e EsG) =1
com os mesmos dominios de antes. Com essa modificacdo, ambas as trocas de

coordenadas se tornam |
Z > —
z

que € uma fungio holomorfa em C \ {0}. Isto ¢, encontramos um atlas holomorfo
para S2, que justifica 0 nome usual da compactificagio por um ponto C de C
ser esfera de Riemann. E interessante observar que o pseudogrupo gerado pelas
transformacdes z +— z (a identidade) € z +— % ndo é todo o pseudogrupo de
difeomorfismos biholomorfos (isto é, difeomorfismos holomorfos com inversas
holomorfas) entre abertos de C.

Exercicio 3.2.7. Descreva todos os elementos do pseudogrupo em C gerado pela
identidade, z +— z, e z %

Dois G-atlas em uma mesma G-variedade sdo G-compativeis se sua unido tam-
bém é um G-atlas. Compatibilidade entre G-atlas € uma relagao de equivaléncia
(gragas ao Item v na Defini¢ao 3.2.1; verifique) e uma classe de equivaléncia (por
compatibilidade) de G-atlas em uma G-variedade M ¢ uma G-estrutura em M.
Como acontece com frequéncia com classes de equivaléncia, a maioria das vezes
que consideramos uma G-estrutura em uma variedade, o fazemos apresentando um
G-atlas especifico, como nos exemplos acima. No entanto, ¢ as vezes util lembrar
que a escolha de um G-atlas ¢ apenas uma entre muitas possiveis.

Exercicios 3.2.8. a) Encontre estruturas diferenciaveis no toro quadrado T e em
um toro de revolucao 7Tg.

b) Um homeomorfismo f: Tg — Tg é um difeomorfismo se o é em cartas coor-
denadas, isto é, se, dadas (¢, U), uma carta coordenada de um atlas diferencia-
vel em Tg, e (¥, V'), uma carta coordenada de um atlas diferencidvel em Tg,
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entao
yofoptipUn fTV)) =y (fW)NV)

¢ um difeomorfismo e, além disso, essa afirmagdo vale para toda escolha de
cartas coordenadas das estruturas diferencidveis em Tp e Tg. Note que os
conjuntos ¢ (U N f~1(V)) e ¥ (f(U) N V) sdo abertos em R? e, portanto,
sabemos o que ¢ dizer que ¥ o f o ¢! ¢ um difeomorfismo. Encontre um
difeomorfismo entre Tp e Tg.

c¢) Oatlas coordenado que o leitor usou para definir a estrutura diferenciavel em T
era apenas diferenciavel, isto €, suas trocas de coordenadas nao teriam propri-
edades mais especificas, como, por exemplo, serem isometrias de R?? Nesse
caso, 0 que seria preciso para podermos, primeiro definir, e, em seguida, nos
perguntar se um homeomorfismo f como acima ¢ uma isometria? Aviso: Essa
ultima pergunta ¢ mais “ampla”, por assim dizer, e, para respondé-la, temos
que visitar lugares interessantes, alguns dos quais visitaremos a seguir. Aqui
ela ¢ feita com o intuito de provocar reflexdo, mas nao necessariamente produ-
zir uma resposta completa.

3.2.2 Folheacoes

Vejamos agora um exemplo de pseudogrupo que melhor se aplica & comparacao

com uma estampa. Em R”T! = R” x R com coordenadas (x,?) € R” x R,
considere os difeomorfismos locais da forma
f(x.1) = (f1(x,1), f2(1)) (3.22)

onde fi toma valores em R” e f, é uma fun¢do de uma variavel real tomando
valores reais. A derivada de difeomorfismos desse tipo € da forma

i (x.0) %(x,z)}
0 Ao

Reciprocamente, podemos especificar essa colecao de difeomorfismos locais como
aqueles cuja matriz jacobiana tem zeros em toda a sua tltima linha, com excegao
apenas da ultima entrada (na diagonal).

Df(x,t) = |:

Exercicio 3.2.9. Prove a afirmag@o acima e conclua que todos os elementos do
pseudogrupo gerado pela colecdo de difeomorfismos locais da forma (3.2.2) tém
essa mesma forma.
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Figura 3.2.2: Folheac3o do toro Tp = R?/Z? induzida pelas retas y = mx + b para

_ 10
m = 1

Seja G o pseudogrupo gerado por difeomorfismos locais da forma (3.2.2). Uma
G-estrutura é chamada uma folheagdo (de codimensdo 1). Um G-atlas é chamado
um atlas folheado e as cartas coordenadas de um atlas folheado sdo cartas folhe-
adas. Se ¢: U — R"™ x R é uma carta folheada, os conjuntos (ndo vazios) da
forma ¢! ({t = t9}), onde to € R, sdo as placas da carta folheada (¢, U), ou as
@-placas. Como todo atlas folheado ¢, em particular, um atlas diferenciavel, uma
G-variedade ¢, em particular, uma variedade diferenciavel. Assim, é frequente nos
referirmos a um G-atlas em M como uma folheagdo em M , isto €, fazemos uma
distingdo entre a variedade diferenciavel M e uma folheacao nela, e nos referimos
a M como uma variedade folheada.

A caracteristica distintiva de atlas folheados € que as placas de cartas coordena-
das diferentes se intersectam “coerentemente”, de modo que suas unides formam
as folhas da folheacgao, isto ¢, subvariedades (imersas) de dimensdo n dentro da
G-variedade M .

Exercicios 3.2.10. a) Seja M uma (n + 1)-variedade folheada e sejam (¢, U) ¢
(¥, V) duas cartas folheadas em M. Mostre que cada componente conexa da
interse¢do de uma placa de (¢, U) com V esta contida em uma placa de (v, V).

b) Dados p,g € M, defina p ~ g se, parai = O0,...,n, existem cole¢des
de pontos p; € M e de cartas folheadas (¢;, U;), tais que p = po, para
i=0,....,n—1, p;, pit+1 € U; e pertencem a mesma ¢;-placa, e p,,q € Uy,
e pertencem a mesma ¢, -placa. Mostre que ~ ¢ uma relagdo de equivaléncia
e que cada classe de equivaléncia de ~ possui uma estrutura de n-variedade
diferenciavel. Essas classes de equivaléncia sdo chamadas folhas da folheagdo
em M.
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c¢) Fixe m € R e considere, em R?, o conjunto L, de todas as retas com incli-
na¢do m, isto ¢é, retas da forma y = mx + b, para b € R. Encontre um atlas
folheado no toro Ty = R2/Z? cujas folhas sdo as projecdes das retas de L,
para T, como visualizado na Figura 3.2.2. Como o tipo topolégico das folhas
em Tp depende de m? Explique em detalhe.

Mencionamos, para terminar, que € possivel seguir um roteiro analogo ao que
seguimos acima para definir folheagdes de qualquer codimensdo. Nao entraremos
em detalhes aqui além de mencionar que a fibracdo de Hopf ¢ uma folheacdo de
codimensdo 2 em S3.

3.2.3 Outros exemplos curiosos

Esta secdao contém alguns exemplos pouco usuais € con-
traintuitivos. Talvez seu principal objetivo seja redireci- 71
onar nossa intui¢ao e recoloca-la no bom caminho, seja
indicando dire¢cdes menos comuns, mas que merecem

nossa considerac¢do, como ¢é o caso de toros afins, seja ex-
plicitando dificuldades com a palavra “suave”. Quando
pensamos em variedades suaves, no sentido técnico da 22 Z3
palavra “suave”, nosso habito de vida tridimensional, ali-
ado a nossa limitacdo linguistica, nos induz a imaginar
uma superficie suave no sentido usual da palavra suave, . ~

C L . indicam transformacdes
isto €, sem cantos ou vértices pontiagudos. O que parece afins complexas qué re-
suave aos nossos olhos, no entanto, €, por vezes, bas- ;jizam as identificaces
tante diferente de suavidade no sentido técnico. Como dos dois pares de lados
consequéncia inadvertida de nossos esfor¢os para escla- para produzir, no quoci-
recer ¢ superar essas dificuldades, poderemos concluir ente, um toro afim com-
mostrando que toda superficie fechada (compacta e sem  Plexo.

bordo) e orientavel tem uma estrutura holomorfa, isto é,

de superficie de Riemann. Na verdade, com excecdo da esfera, superficies sem-
pre t€ém muitas dessas estruturas: ha até mesmo um espago que parametriza tais
estruturas, chamado espacgo de Teichmiiller, mas nao discutiremos isso aqui.

Seja R C C um quadrilatero qualquer. Sabemos, de geometria plana elemen-
tar, que a soma dos angulos internos nos quatro vértices de R ¢ 277 € isso nos
permite por em R uma estrutura afim, isto ¢, a estrutura determinada pelo pseudo-
grupo gerado por transforma¢des do tipo z — az + b,onde a,b € C ea # 0.

Figura 3.2.3: Um qua-
drilatero em C. As setas

Exercicio 3.2.11. a) Sejam z1, 25,23 € z4 0s quatro vértices de R, listados em
ordem circular em dR. Encontre coeficientes a,b,c,d € C, em termos dos
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Z zZ
A -
y y
A) Y (B)

( (€)

Figura 3.2.4: (A): A superficie S é o bordo do cubo unitario em R3. Introduzimos
em S uma estrutura holomorfa, isto é, tornamos S uma superficie de Riemann. (B):
A origem 0 n3o parece um ponto onde S é “suave”, mas suavidade no sentido técnico
da palavra é ..., bem, algo que deve ser entendido no sentido técnico. Assim, tomamos
a vizinhanca da 0 consistindo de trés quartos de discos como mostrado nessa parte
da figura e nela definimos uma carta coordenada. (C): Cada quarto de disco, como,
por exemplo, Uy, contido no plano horizontal, é levado a um terco de disco por uma
transformacdo ¢y, : Uy, — C, holomorfa em todos os pontos de Uy, exceto em 0.
Note a aparente desonestidade que cometemos ao dizer isso ja que Uy,,, pensado como
subconjunto de S, é um subconjunto de uma superficie “abstrata” em que ndo faz
sentido falar de nada além da topologia. Porém U,, também é subconjunto de um
plano euclidiano e, como tal, pode ser considerado um subconjunto de C e, portanto,
no qual faz sentido falar de funcdes holomorfas.

vértices de R, de modo que f(z) = az + b leve z1,z, em z4, z3, respecti-
vamente, ¢ g(z) = cz + d leve z1, z4 em 23, 23, respectivamente — veja a
Figura 3.2.3.

b) Seja T = R/~ o quociente pela menor equivaléncia que identifica z, w € dR
sew = f(z) ouw = g(z). Use f, g para introduzir um atlas de cartas coor-
denadas em T cujas trocas de coordenadas estdo no pseudogrupo gerado pelas
transformagdes afins de C. E provavel que vocé vé precisar de pelo menos qua-
tro cartas coordenadas: uma para o interior de R, uma para cada par de arestas
identificadas e uma para os vértices.

Considere agora o cubo unitario [0, 1] C R3 e seja S = 9[0, 1]? seu bordo,
uma superficie em R3, como mostra a imagem (A) da Figura 3.2.4. Como subcon-
junto de R3, S herda uma (boa) topologia, mas nio parece muito suave. Apesar
das aparéncias, vamos introduzir em S uma estrutura diferenciavel. Alias, melhor
que diferenciavel, vamos construir em S um atlas holomorfo, isto é, cujas trocas
de coordenadas pertencem ao pseudogrupo gerado pelos difeomorfismos locais
holomorfos em C. Como ja mencionamos, superficies com estruturas holomor-
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fas sdo chamadas superficies de Riemann e tém papel importante em varias areas
da matematica. A origem 0 € R3 ¢ um “vértice” de S e, como tal, parece um
dos pontos onde seria menos plausivel encontrarmos uma carta coordenada com
chance de satisfazer nossa ambic¢ao holomorfa. Tomemos a vizinhanca U de 0
composta pela unido dos trés quartos de discos unitarios abertos contidos nos qua-
drantes positivos dos planos coordenados xy, yz € zx, como mostra a imagem (B)
da Figura 3.2.4. Denotemo-os por Uy, Uy, € Uy, respectivamente, de modo que
U = UxyUU,y; UU;x. Em Uy, introduzimos a coordenada complexa { = x +iy
e definimos
4 4 ;40

Oxy: Uxy = C,  @xy(§) =3 :=[{]3e 3
onde 0 € [0, 2], isto &, escolhemos a componente angular 8 € [0, 277) (chamada
argumento de {) para representar o nimero complexo { = x + iy na forma polar
¢ = |¢]e'?, medida a partir do semieixo x > 0. Isso permite definir a poténcia
racional ¢ 3 pela férmula acima (parte (C) da Figura 3.2.4). Analogamente, em
U, ; introduzimos a coordenada complexa §& = y + iz e definimos

omi 4
Oyz: Uy, > C, @yz(§) =e 3 &3

e em U, introduzimos a coordenada complexa n = z + ix (!) e definimos

4mi

@zx: Uzx > C, @zx(§) =€ 3 1

(NIE

onde as poténcias fraciondrias sdo definidas como acima, tomando os argumentos
dos numeros complexos &, n no intervalo [0, 277), medidos a partir do semieixos
y > 0ez > 0, respectivamente. Por fim, definimos ¢ : U — C fazendo ¢ = ¢y,
emUyy, ¢ =@y, emUy; e p = @z em Uyy.

Exercicio 3.2.12. Verifique que a transformagéo ¢ estd bem definida e ¢ um ho-
meomorfismo de U sobre o disco unitario aberto {|z| < 1} C C. Encontre outras
cartas de forma a cobrir todos os pontos de S e de forma que as trocas de coorde-
nadas pertencam ao pseudogrupo gerado por difeomorfismos locais biholomorfos
em C.

Tendo chegado até aqui, podemos ir um pouco adiante e concluir que toda su-
perficie compacta orientavel possui uma estrutura holomorfa, isto ¢, uma estrutura
de superficie de Riemann. Para fazé-lo, temos que usar um teorema que pode ser
encontrado em Massey 1991; Munkres 2000, por exemplo, que afirma que toda
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Figura 3.2.5: Esquerda: Um octidgono com lados opostos identificados. O quociente
é a soma conexa de dois toros, como mostrado a direita na Figura 3.1.3. Direita: Trés
retangulos com arestas identificadas. Com excecao do ponto central, todos os outros
pontos do quociente t&m vizinhancas isométricas a pequenos discos em R2. O ponto
central, ao contrario, embora tenha uma vizinhanca homeomorfa a um disco em R2,
€ um ponto cénico de angulo 3.

superficie compacta orientavel, que nao ¢é a esfera, pode ser obtida pela identifi-
cacgdo de arestas opostas de um poligono regular com 4g lados, como mostra a
imagem esquerda da Figura 3.2.5. O numero natural g = 1 é chamado o género
da superficie quociente, denotada Sg.” O esquema de identificagdes mostrado na
figura faz com que todos os vértices do poligono sejam identificados uns aos ou-
tros. Colando pequenas “vizinhangas setoriais” dos 4g vértices, como fizemos no
exemplo do cubo, produz um ponto com “angulo cénico” 27 (2g — 1) radianos
em seu entorno, algo que € possivel fazer com papel e tesoura, mas ndo € muito
simples, a menos que g = 1, que é o caso do toro. Para fazer com que todo esse
angulo se acomode ao redor de um ponto no plano, onde ha apenas 27 radianos ao
redor de cada ponto, precisamos usar uma poténcia fracionaria, como também fize-
mos com o cubo, onde ndo havia excesso, mas falta de angulo (para ser especifico,
devemos usar a poténcia gl_l ).

Para formalizar o conceito de ponto conico mencionado acima, introduzimos
o conceito de cone em um espago topologico, comum em topologia, € o conceito
de cone métrico, provavelmente menos conhecido, mas também muito natural e
muito util. Dado um espaco topologico X, o cone em X €

C(X) = ([0.1] x X) /G

7A esfera, por definigdo, tem género 0.
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onde G ¢ a decomposi¢@o cujo unico elemento ndo trivial € o conjunto {0} x X,
chamado dpice do cone. Se X é um espago métrico, podemos tornar C(X) em
um espaco métrico, o cone métrico em X, definindo uma distancia em C(X) da
seguinte maneira. Com excecdo do apice, cada ponto de C(X) é representado
unicamente por um par (¢, x), onde t € (0,1] e x € X. Se dy denota a distancia
em X, definimos

V12 + 52 —2stcosdy(x,y), sedy(x,y)<m

t+s, sedy(x,y) = .
(3.2.3)

decxy ((£.X). (5. ) =

Exercicios 3.2.13. a) Verifique que a formula (3.2.3) funciona perfeitamente bem
set =0ous =0.

b) Construa um modelo de papel de um ponto com angulo cénico 37 em seu en-
torno, usando trés folhas de papel e colando os pontos médios de trés de seus
lados como mostra a parte direita da Figura 3.2.5. Néao ¢é possivel arranjar o
ponto no plano com todo esse angulo ao seu redor sem amassar todo o papel,
mas ¢ possivel fazer as colagens perfeitamente bem dobrando as folhas ao meio.
Com esse modelo fisico em méaos, entenda por que a defini¢ao (3.2.3) € a “de-
fini¢do certa” de distancia em C(X).

c¢) Tendo tido essa experiéncia sensorial, complete agora a descricdo acima e in-
troduza um atlas holomorfo em Sg.

d) Construa uma isometria entre uma vizinhanga do ponto central da colagem a
direita na Figura 3.2.5 e uma vizinhanga do apice do cone métrico no circulo
plano de raio % Sugestdo: Pense antes sobre qual métrica deve ser usada no
circulo.

3.2.4 O fibrado tangente

Nesta secdo, todas as variedades serdo infinitamente diferenciaveis e as palavras
“diferenciavel” e “suave” serdo sempre usadas como sindnimos de “infinitamente
diferenciavel”. Ha algumas peculiaridades quando permitimos diferenciabilidades
mais baixas com as quais preferimos evitar contato. Como o leitor provavelmente
observou, a defini¢ao de variedade que demos na Secao 3.2.1 ndo requer que M
seja subconjunto de um espago maior como, por exemplo, o R”. Essa ¢é a forma
“correta” e elegante de se definir variedades, mas, como acontece com frequéncia
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em matematica, elegncia tem seu prego. Definimos variedades diferenciaveis
para sermos capazes de falar de fungoes diferenciaveis nelas definidas. No entanto,
agora nos encontramos na seguinte situagdo embaragosa: sabemos quando uma
fungdo f: M — R, definida na variedade diferenciavel M, é diferenciavel, mas
ndo sabemos o que ¢ sua derivada.

Por culpa de Newton e Leibniz, estudantes de matematica e de vérias outras
areas da ciéncia s@o obrigados a gastar anos na faculdade aprendendo a derivar e
integrar. Apos adquirir alguma maturidade no assunto, aprendemos que derivadas
em dimensdo qualquer, mas especialmente em dimensdes maiores que 1, devem
ser entendidas como transformacdes lineares entre, claro, espagos vetoriais. Esta
secdo ¢ dedicada a construir os espagos vetoriais que estdo faltando e nos quais
poderemos definir a derivada de uma funcdo diferenciavel entre variedades sua-
ves. A estratégia que adotaremos sera, como também acontece com frequéncia
em matematica, descer do salto alto, lidar com o problema dentro de RV e depois
voltar ao salto alto, argumentando que 1) é sempre possivel nos colocarmos dentro
de algum R¥ ¢ 2) o que fizemos dentro de um R¥ ¢ “isomorfo” ao que fariamos
dentro de qualquer outro, de modo que podemos tomar a “classe de equivaléncia”
por esse isomorfismo como um objeto independente. Prevenimos a leitora que, ao
descer do salto, teremos que sujar as maos com notagao e que, no presente caso,
acabamos com as maos — e os olhos e a cabega — bastante enlameados. Mas o
resultado final, além de importantissimo, acaba se tornando, com tempo, parte de
nos como matematicos. Maos a lama, entdo.

Dada uma transformacao diferenciavel f: R" — R™, sua matriz jacobiana
em um ponto x € R”,
[ S

X
ox ISism
1<j<n

¢ a representagdo matricial, em relacdo as bases candnicas de R” ¢ R™, da trans-
formagdo linear Dfy: R" — R™, a derivada de f no ponto x. A derivada Dfy,
depende, claro, do ponto x € R” onde ¢ calculada e, para organizar a informagao
contida na derivada D f avaliada em todos os pontos x € R”, podemos fazer o se-
guinte. A cada ponto x € R”, associamos uma “copia” de R”, denotada por R%, a
cadapontoy € R associamos uma copia de R™, denotada por R”?, ¢ declaramos
que Dfy ¢ uma transformagdo linear entre essas copias, isto é,

Dfx: RY — R .

Mas associar a cada x € R” uma copia R? de R” ¢ o mesmo que tomar o produto

4

cartesiano R” x R" e declarar que R? := pry!(x), onde pr;: R” x R” — R" ¢
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a projecao na primeira coordenada, isto ¢, R? ¢ a fibra, sobre o ponto x, da pro-
jecdo pry. Tendo usado a palavra “fibra” e pensando no futuro proximo, quando
definiremos fibrados tangentes de variedades diferenciaveis em geral, vamos defi-
nir o fibrado tangente TR"™ de R” como o produto cartesiano

TR" :=R" x R",

r

onde a primeira copia de R” é o dominio de fungdes que vamos diferenciar, en-
quanto a segunda copia corresponde ao espaco vetorial R?, o dominio da derivada
pontual, para cada x. Com essa notagdo, uma fungdo diferenciavel f: R” — R™
induz uma transformacdo fi: TR"” — TR™ entre fibrados tangentes, definida
por

Jx(x.v) = (f(x), Dfx(V)).

Tomemos agora uma variedade diferenciavel “dentro” de algum RV como,
por exemplo, um circulo em R2, a n-esfera em R” 1 ou um 2-toro de revolugio
em R3. O leitor poderia perguntar aqui sobre o bordo S do cubo unitario, no qual
pusemos uma estrutura holomorfa na Sec¢do 3.2.3: § ¢, obviamente, um subcon-
junto de R3 e, como superficie de Riemann, é uma variedade diferenciavel. Mas
ndo vamos incluir a superficie S na discussdo que segue e € util explicar qual
critério usamos para exclui-la, ja que isso também ajuda a entender a estranheza
causada por aquele exemplo. Dados dois conjuntos A, B, com A C B, a inclusdo
t: A < B ¢ definida da maneira o6bvia: t(a) = a, paratodoa € A. Se M é uma
variedade diferenciavel e M C R¥, para algum N € N, podemos nos pergun-
tar se a inclusdo : M < RV é uma transformacio diferenciavel pela definigdo
do Exercicio 3.2.4. Se sim, dizemos que M ¢ suavemente mergulhada em RV
Quando falamos acima de variedades “dentro” de R¥ era esse o significado téc-
nico da palavra “dentro” que queriamos usar.

Exercicio 3.2.14. Mostre que a inclusdo ¢: S < R3 do bordo S do cubo unitario
com a estrutura diferenciavel introduzida na Secio 3.2.3 em R3 ndo é diferencia-
vel, no sentido de que ha um conjunto nio vazio de pontos de S onde ¢ nio ¢
diferenciavel. Descreva esse conjunto.

Sera ttil tornar essa definicdo pouco mais geral da seguinte maneira. Suponha-
mos que M é uma n-variedade suave e que f: M — RY ¢ uma transformagao
diferenciavel. Dado p € M, podemos definir o posto de f em p como o posto da
transformagao linear

-1 . N
D(f o9 Dotp): Ryipy = R ()

onde (U, ¢) é uma carta coordenada da estrutura diferencidvel de M com U > p.
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Exercicio 3.2.15. Mostre que essa é uma boa definicdo, isto ¢, ela ndo depende da
escolha da carta coordenada contendo o ponto p.

Dizemos que f: M — RN & um mergulho diferencidvel, ou mergulho su-
ave, se f é uma transformacdo diferenciavel que ¢ um homeomorfismo sobre
sua imagem e que tem posto maximo, isto ¢, igual a dimensdo n de M, em todo
ponto p € M.

Voltemos agora ao que comecamos a dizer acima. Seja M uma n-variedade
diferenciavel, suavemente mergulhada em RY ou, 0 que d4 no mesmo, M C RN
e ainclusdo 1: M — R¥ seja diferenciavel. Seja (¢, U) uma carta coordenada
da estrutura suave em M. A transformagio to ¢~ ': p(U) — R ¢ diferenciavel
e, portanto, induz uma transformacao

(t ) go_l)* : Te(U) - TRV,

Aqui estamos usando a defini¢do (natural) TA := A x R¥, para qualquer aberto
A C R isto 6, To(U) := ¢(U) x R". Para cada p € M, definimos

Tp(M.0) =0 ¢~ (0(p). R(,))
= (L(p), D(to 9™ Ny(p) (RZ(p))) '

Quer dizer, T (M, ) é um subconjunto de TR¥ contido na fibra, sobre o ponto
1(p) € L(M), da projecio na primeira coordenada pr, : TRY — R¥. Essa fibra

é Rf}'p), dentro do qual tomamos o subespago linear que ¢ a imagem de

(3.2.4)

Do e Ry = Rl (3.2.5)

visualizada na Figura 3.2.6.

Note que, supondo que M C R¥ poderiamos (deveriamos, talvez) deixar
de lado o pedantismo e escrever a frase acima da seguinte maneira: “Quer dizer,
Tp(M, 1) é um subconjunto de TR contido na fibra, sobre o ponto p € M, da
proje¢do na primeira coordenada pry : TRN — RN Essa fibra é Rg , dentro do
qual tomamos o subespago linear que ¢ a imagem de

D(to g™ Ny(py: RY,y — R

Exercicio 3.2.16. Mostre que 7, (M, ¢) é uma notagdo honesta para o que acaba-
mos de definir, isto é, que 7, (M, ) depende apenas de M, ¢, p e ndo depende da
escolha da carta coordenada (U, ¢) (cujo dominio contém p, claro).
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3
M L(M)

—1\(@2 3
AN D(og )(Rw(p)) C Rt(p)

Ré(p) Figura 3.2.6: llustracdo da ima-
gem da transformacdo linear da Equa-

cdo (3.2.5),comn =2e N =3.
¢(U)

A presenca do “T” € uma maneira muito eficaz de nos lembrar que estamos
falando de espagos Tangentes. T,(M, () deve ser pensado como um subespago
linear de ]Rf\(’p) e sera a fibra, sobre o ponto ¢(p) do fibrado tangente T (M, 1), que
vamos agora definir.

Definimos o fibrado tangente T (M, t) como a unido (disjunta)

T(M.0):= | | T,(M.0) c TR¥, (3.2.6)
PEM

E importante sermos capazes de descrever essa defini¢io em palavras: o fibrado
tangente 7 (M, () é o subconjunto de TRY de pontos cujas primeiras coordena-
das sdo pontos (p) da imagem ((M) C RN e cujas segundas coordenadas sdo
vetores v € ]Rfv tais que... Para continuar a frase e termina-la agradavelmente,
voltemos a Equagdo (3.2.5) e vejamos como descrever a imagem dessa transfor-
magcdo linear sem nos referirmos a carta coordenada (U, ¢). Para tanto, temos que
falar de curvas diferenciaveis e seus “vetores tangentes”.

Sejama < b € Rey : (a,b) — R" uma transformagio diferenciavel.
Chamamos y uma curva diferenciavel (em R™). A derivada Dy; : R; — R’; o
¢ uma transformagio linear ¢ denotamos por y’(t), chamado vetor velocidade da
curvayemt € (a,b),ovetor Dy;(1), ouseja, aimagem em R’;(t) dovetor 1 € R;.
Reciprocamente, ndo ¢ dificil ver que todo vetor v € R? pode ser obtido como o
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vetor velocidade y’(0) para alguma curva diferenciavel y : (—¢&,&) — R” com
y(0) = x, onde ¢ > 0.

Como tanto (a,b) C R quanto M sdo variedades diferenciaveis, sabemos
como decidir se uma fungdo y: (a,b) — M ¢ diferenciavel. Nesse caso, y tam-
bém ¢é chamada uma curva diferenciavel (em M). Se (U, ¢) € uma carta coorde-
nada da estrutura diferenciavel em M ¢ aimagemde y : (a,b) — M esta contida
em U, entdo € consequéncia direta da defini¢do de diferenciabilidade, que y ¢ uma
curva diferencidvel em M se e somente se ¢ o y é uma curva diferenciavel em R”.
Assim, se p € U, todo vetor em RZ ») pode ser obtido como um vetor veloci-

dade da forma (¢ o ¥)' (0), onde y: (—&, &) — M é uma curva diferencidvel com
y(0) = p.

Como estamos considerando o caso da variedade M suavemente mergulhada
em R¥, a composi¢do ¢ o y é uma curva diferenciavel em RY (por qué?) cuja
imagem esté inteiramente contida em ((M). Olhando a Figura 3.2.7, podemos

. . . / N
exprimir o vetor velocidade (¢ 0 y)'(0) € R, (p) COMO

(o) (0) := D(toy)o(l)
=D (tog™!) oD (@oy) ()
=D (L o (p_l)w(p) (((p oy) (0)) .

Usamos aqui a regra da cadeia usual, do célculo em varias variaveis, para calcu-
lar a derivada da composigao entre as transformagdes (L ) <p_1) co(U) > RN e
(poy): (—ee) = R™ O que isso mostra € que os vetores na imagem da trans-
formacao linear D (L ) (p_l)(p(p) da Equacdo (3.2.5) s@o exatamente os vetores
velocidade de curvas da forma ¢ o y, onde y é uma curva diferenciavel em M.

Estamos prestes a finalizar a nossa descricao verbal do fibrado tangente. Vol-
tando a frase que queriamos completar, dizemos: o fibrado tangente 7' (M, ) € o
subconjunto dos pontos de TRY cujas primeiras coordenadas sdo pontos ¢(p) da
imagem (M) C R e cujas segundas coordenadas sio vetores v € Rf\('p) da
forma v = (¢ o ¥)’(0), onde y: (—&,&) — M é uma curva diferenciavel com
y(0) = p, isto é, T(M, 1) é o conjunto de pontos (x,v) € TR tais que x € ((M)
eve Rf‘v ¢ o vetor velocidade de uma curva da forma ¢ o y, onde y é uma curva
diferenciavel em M .

E, seguindo a tradicdo de depedantificagdo iniciada acima, suponhamos que
M C RY seja uma variedade diferenciavel suavemente mergulhada. Nesse caso,
podemos esquecer a inclusio e falar do fibrado tangente TM C TRY, definido
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N
M L(M)

Rn

R

n
o(p)

eU)

Figura 3.2.7: Descricdo do fibrado tangente T'(M, t) em termos de vetores velocidade
de curvas diferenciaveis.

por

T™ = {(x,v) e TRY =RV xR¥ :x e M ev =/(0),

onde y: (—&,&) — M ¢ uma curva diferenciavel e y(0) = x}.

Nesse caso, como € claro da defini¢do acima, o espago tangente — a fibra sobre um
ponto x € M — ¢ definido por

TM = {veRY :v=1y0),

onde y: (—&,&) — M ¢ uma curva diferenciavel e y(0) = x}.

Como ¢ sempre de bom tom, devemos falar de exemplos. O problema é que
o0 unico exemplo que podemos desenhar honestamente é o caso M = (a,b) C R,
com —o00 < a < b < o0o. Nesse caso TM = (a,b) x R, que é tdo banal que nem
vale a pena o desenho.

Bem, passemos ao segundo exemplo, que pode ser desenhado, mas requer al-
gum esforgo: 7'S!, o fibrado tangente do circulo. Como S! C R2, seu fibrado
tangente ¢, naturalmente, um subconjunto de TR? = R*, e, como bem sabemos,
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Figura 3.2.8: Visualizacdo de alguns dos
espacos tangentes que formam o fibrado
tangente TS? da 2-esfera S2. Quando
a esfera estd mergulhada suavemente em
R3, TS? é um subconjunto de TR3 =
R3 xR3 =~ R®, que n3o sabemos desenhar.
Na “caricatura” ao lado pode parecer que
alguns espacos tangentes na figura se inter-
sectam, mas isso é apenas uma ilusdo: em
R® hé bastante espaco para que os diver-
sos planos sejam disjuntos uns dos outros.
Na verdade, “sobre” cada ponto de S2 h3
um R3 inteiro, que acolhe o plano tangente
dentro de si, e todos esses R3s s3o disjun-
tos uns dos outros, como, claro, sdo seus
subconjuntos.

entender subconjuntos de R* requer cuidado. Podemos tomar em S ! a curva dife-
renciavel y(¢) = (cost, sent), cujo vetor tangente em um ponto X = (cos?, sent)
éuy = (—sent,cost).

Exercicio 3.2.17. Para ¢t € R fixado e x = (cos?, sent), mostre que todo vetor
v e T,S' é da forma v = Auy, para algum A € R.

Assim, podemos escrever

TS'={(x.v)eR*:xe S', v=2uy, 1 e R}
= {(cost,sent,—/\ sent,Acost) e R* 11,1 € R}.

Exercicio 3.2.18. Mostre que 7S é homeomorfo a S! x R C R3. Melhor ainda,
ponha estruturas diferenciaveis em ambos T'S! e S x R e mostre que 0 homeo-
morfismo que vocé encontrou €, na verdade, um difeomorfismo. Sugestdo: Nao
seja do contra, ndo invente um homeomorfismo doentio para provar a primeira
afirmagdo que torne a segunda falsa.

Neste momento a leitora poderia se perguntar, algo irritada, por que tivemos
tanto trabalho para definir o produto cartesiano: afinal, ¢ mais ou menos 6bvio
que TM = M x R”" para toda n-variedade diferenciavel M, ndo? Bem, ndo. A
Figura 3.2.8 ¢ uma caricatura do fibrado tangente 7S? da 2-esfera. A figura tem
uma esfera, e em cada ponto da esfera deveria estar desenhado o plano tangente a
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S?2, embora tenhamos incluido apenas alguns, claro, ou a figura seria um borrio
preto. O fibrado tangente ele proprio, no entanto, ¢ um subconjunto de R® no
qual cada ponto da esfera tem todo um R3 “sobre” ele e os planos tangentes sao
subconjuntos desses R3s disjuntos e sdo, eles também, disjuntos. Pensando um
pouco mais seriamente sobre esse caso, talvez o leitor fique menos seguro sobre a
afirmacdo com que comecamos o paragrafo.

Na realidade, esta longe de ser verdade que fibrados tangentes sdo produtos
cartesianos e n-variedades diferenciaveis M tais que TM = M x R" sao especi-
ais e tém nome: sdo chamadas paralelizdveis. O Exercicio 3.2.18 mostra que S'!
¢ paralelizavel. A 2-esfera, no entanto, ndo o é, embora para demonstra-lo seja ne-
cessario recorrer ao Teorema de Poincaré—Hopf, que ndo discutiremos aqui. Esse
teorema implica que todo campo continuo de vetores tangentes a S2 é igual a zero
em algum ponto. Se T'S? fosse difeomorfo a S? x R?, bastaria tomar qualquer
v € RZ\ {0}, e S? x {v} seria um campo que nunca se anula, 0 que contrairia o
teorema. Por outro lado, todo grupo de Lie é paralelizavel, incluindo a 3-esfera S3,
como ja mencionamos na Se¢ao 2.4.3.

Terminamos esta secdo (abruptamente, talvez) mencionando que € possivel
provar que cada variedade suave compacta pode ser mergulhada suavemente den-
tro de algum R” . Para demonstra-lo, ¢ preciso fazer uso de parti¢des da unidade,
0 que nos levaria longe demais dos assuntos que nos propusemos discutir aqui.
Aceitando esse resultado, o que fizemos acima mostra, tdo explicitamente quanto
possivel, o que ¢ o fibrado tangente de uma variedade suave compacta. Mais ge-
ralmente, fibrados tangentes sdo definidos para toda variedade suave, compacta
ou ndo, ¢ ndo seria muito dificil fazé-lo depois de tudo o que ja fizemos. Deixa-
mos como exercicios os ultimos passos que nos permitirdo voltar, mesmo que um
pouco enlameados, para cima do salto alto.

Exercicios 3.2.19. a) Seja M uma variedade diferenciavel e f: M — RN um
mergulho suave. Mostre que o fibrado tangente 7 (M, f) ¢ uma variedade
diferenciavel e encontre um mergulho suave F: T (M, f) < TRY,

b) Seja g: M — RN " outro mergulho suave. Mostre que os fibrados tangen-
tes T(M, f) e T(M,g) sdo difeomorfos, isto é, existe um homeomorfismo
¢: T(M, ) — T(M,g) que é diferenciavel e cuja inversa também o é.

3.3 Construcoes de variedades

Nesta secdo vamos sistematizar as construgdes de espagos, e de variedades, em
particular, que vimos na Se¢do 3.1. Embora haja outras maneiras de construir
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variedades, as duas que mais nos interessam nestas notas sdo como colagens de
poliedros (poligonos, no caso de superficies) — como fizemos com o espago do-
decaédrico de Poincaré, por exemplo — e como quocientes por agdes de grupos —
como fizemos com os toros e com o espago lenticular L (4, 1) na Secao 3.1.3.

3.3.1 Simplexos, poliedros e colagens

Nesta secdo, vamos definir os tipos de espagos topologicos, os poliedros, os ti-
pos de identificagcdes e quocientes que gostariamos de tomar neles e mostrar que
tais quocientes sdo bons espagos topologicos. Na Secéo 3.3.2, discutiremos como
nos certificarmos de que o resultado de uma colagem tridimensional é ndo apenas
um bom espago topoldgico, mas também uma variedade topologica. A existéncia
de sabores mais refinados nos quocientes, como diferenciabilidade ou estruturas
métricas, sera discutida na Secao 3.3.4.

Comecamos definindo simplexos, complexos simpliciais e poliedros. Faze-
mos isso economicamente, para ter ao nosso dispor os termos e a notagdo necessa-
rios para definirmos colagens. Recomendamos que a leitora interessada em mais
detalhes consulte, por exemplo, Munkres (1984).

Um n-simplexo ou um simplexo n-dimensional é a envoltdria convexa de n + 1
vetores linearmente independentes em algum RY (com N > n + 1), isto ¢, um
conjunto da forma

n n
A=Y "4viit.... tg20e Y ;=1 (3.3.1)
i=0 i=0

onde {vo,...,v,} C R¥Y ¢ um conjunto linearmente independente de vetores.
Os coeficientes #; acima sdo chamados coordenadas baricéntricas em A. Cada
subconjunto {vj,, ..., Vi, } de k + 1 vetores ¢ também linearmente independente e
sua envoltdria convexa €, portanto, um k-simplexo, chamado de k-face de A. As0-
faces de A sdo seus vértices e suas 1-faces sdo suas arestas. O k-esqueleto de A éa
colegdo de todas as faces de A de dimensdo menor ouigual a k. O interior Int A éo
interior de A na topologia induzida, isto ¢, o conjunto de pontos da forma (3.3.1),
tais que t; > 0, paratodoi = 0,...,n, e o0 bordode A é A = A\ IntA.
Assim, os k-esqueletos, para 0 < k < n, sdo todos “exoesqueletos”, ja que estdo
contidos em dA. Além disso, A é a unifo de todas as suas (k — 1)-faces, isto ¢, de
todas as faces do (k — 1)-esqueleto de A. As faces associadas a dois subconjuntos
disjuntos {viy, ..., Vi, } € {Vj,,...,Vj,} cuja unido € todo o conjunto de vértices
{vo,...,v,} de A sdo ditas faces opostas em A.
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Exercicio 3.3.1. Dadas duas faces opostas Ay, A» do simplexo A, mostre que
todo ponto de A pode ser escrito, de maneira inica, como combinagao convexa de
pontos em A e Aj, isto ¢, dado v € A existem p; € Ay, pr € Areay,ap =0
tais que @1 + o = l e v = a1 p1 + @z po € tanto os pontos pi, p2 quanto os
numeros o1, @y sao unicamente determinados por v.

Esse exercicio permite-nos definir simplexos indutivamente da seguinte ma-
neira. Um 0-simplexo é um ponto. Um 1-simplexo ¢ obtido como a envoltdria
convexa de um 0-simplexo v com um ponto vy # v. Isto €, um 1-simplexo ¢ um
segmento de reta. Um 2-simplexo ¢ a envoltoria convexa de um 1-simplexo A e
um ponto vg fora do subespaco unidimensional afim que contém A. Assim, um
2-simplexo ¢ um tridngulo. Um 3-simplexo € um tetraedro obtido como envoltoria
convexa de um tridngulo (2-simplexo) com um ponto fora do plano que o contém.
E assim por diante.

Exercicios 3.3.2. a) Descreva, em detalhe, um 4-simplexo ¢ todas as sua k-faces
e k-esqueletos, para 0 < k < 4.

b) Mostre que um n-simplexo ¢ homeomorfo ao cone em um (n — 1)-simplexo.

Um complexo simplicial ¢ uma colegio finita® ¥ de simplexos satisfazendo
duas condigdes:

(i) as faces de um simplexo de X' também estdo em X e

(ii) a intersecdo de dois simplexos em X' ou € vazia ou é uma face comum de
ambos.

A unido de todos os simplexos de um complexo simplicial X' é o seu poliedro,
denotado por | X'|, e 0 k-esqueleto de X' ¢é o subcomplexo consistindo de todos os
simplexos em X de dimensdo menor ou igual a k. Se o poliedro de um complexo
simplicial ¢ um conjunto convexo em algum R¥ | temos um poliedro convexo,
que poderia ter sido definido como a envoltoria convexa de um conjunto finito de
pontos. Dizemos que o poliedro | ¥'| de um complexo simplicial X' ¢ triangulado
pelo complexo X'. Mais geralmente, se X ¢ um espago topoldgicoe f: |X| — X
¢ um homeomorfismo, dizemos que o par ( f, X') é uma triangula¢do de X. Os
diagramas da esquerda e do centro na Figura 3.3.1 sdo dois exemplos de complexos

8 A definigio mais geral e mais corriqueira de complexo simplicial exige apenas que seja uma
colegdo localmente finita. Embora importantes, ndo consideraremos complexos infinitos aqui e pre-
ferimos, entdo, manter as coisas simples.
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Figura 3.3.1: Esquerda: Um complexo simplicial X' tal que |X| é um cubo, isto §,
uma triangulacdo do cubo. Centro: Um complexo simplicial na forma de uma gravata
borboleta. Direita: Um espaco na forma de uma arvore de Natal, que ndo é um
complexo simplicial, apesar de ser uma unido de simplexos.

simpliciais e o 2-esqueleto do diagrama a esquerda, cujo poliedro é uma 2-esfera
topologica, ja que é o bordo de um cubo em R3, pode ser usado para triangular a
2-esfera. O diagrama a direita € um “ndo exemplo”, ja que viola a condicdo ii) na
defini¢dao de complexo simplicial. Ha uma outra maneira “tipica” de se violar esta
condicdo que ndo aparece nas figuras. Qual?

Chegamos agora a defini¢do que realmente nos interessa.

Definicao 3.3.3 (Colagem). Uma colagem n-dimensional (afim) consiste de uma
colecgdo finita (disjunta) de n-simplexos, uma coleg¢ao de pares de faces (n — 1)-
dimensionais distintas desses simplexos, tais que toda (n — 1)-face aparece em
exatamente um par, € uma escolha de homeomorfismo afim entre as faces de cada
par.

Ja vimos colagens antes, varias delas, e as tratamos com certo relaxamento.
Agora queremos voltar ao basico, por assim dizer, e prestar atengdo a cada passo.
Isso ndo se deve apenas @ mania de matematicos de fazer tudo com precisdo, mas
ao fato de que essa mania ¢ fundamental para a boa satide da matematica. Veremos,
a seguir, exemplos das vantagens dessa mania: mesmo em dimensao 3, onde nossa
intuicdo geométrica nos € de grande serventia, ¢ importante cuidar onde pisamos.

Bem, se formos honestos, a Defini¢cao 3.3.3 nio define colagens exatamente,
mas indicagdes de colagens. As colagens mesmo s6 acontecem apds tomarmos
0 espago quociente por alguma decomposi¢do que ainda falta definir ou, mais
precisamente, explicar claramente por que esta implicitamente definida na Defini-
¢do 3.3.3. Sejaentdo { A}, uma colegdo finita de n-simplexos e seja{ frs: Ars —
Ay }r,s uma cole¢do de homeomorfismos afins entre pares de (n — 1)-faces dos
simplexos da colegdo (onde A,5 € Ay sdo (n — 1)-faces de A, ¢ A, respectiva-
mente), satisfazendo as condigdes da Definicdo 3.3.3 e tais que, se frs: Ars —
Ayy € um deles, entdo fy,, = frgl. Cada (n — 2)-face de um n-simplexo esta
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contida em exatamente duas de suas (n — 1)-faces, de modo que a colegdo de
homeomorfismos { f;s},s restritos as (n — 2)-faces define exatamente dois ho-
meomorfismos afins cujos dominios e contradominios sdo (n — 2)-faces dos sim-
plexos de {A,}. Isso implica que cada (n — 2)-face pertence a exatamente um
ciclo de (n — 2)-faces: por um ciclo queremos dizer uma coleg¢ao finita (claro) de
(n — 2)-faces distintas, com uma ordem circular tal que cada par de (n — 2)-faces
consecutivas nesta ordem (ou na ordem oposta) sdo dominio e contradominio de
restrigdes de homeomorfismos da colegdo { frs}, ;. A composicdo de todos o ho-
meomorfismos em um desses ciclos define um homeomorfismo afim “de primeiro
retorno” de uma (n — 2)-face nela propria. Denotemos uma tal (n — 2)-face por §
e por fs: 8 — § o homeomorfismo de primeiro retorno obtido como composigao
de todos os homeomorfismos do ciclo que contém §. Como fg é afim e preserva o
conjunto de vértices de 8, ele é totalmente determinado por sua ag¢do nos vértices,
e como essa agdo ¢ uma permutacdo, ha uma poténcia de f5 que € a identidade.
Disso segue que sao finitas as orbitas de qualquer ponto de (_J, dA, por todas as
composicdes possiveis dos homeomorfismos { fs}rs, € definimos a decomposi-
¢do D de | J, A, cujos elementos ndo triviais sdo exatamente essas Orbitas (¢ os
elementos triviais sao os pontos de | J, Int A;).

Exercicio 3.3.4. Verifique que tudo o que foi dito no paragrafo acima esta correto
e que a decomposicao D ¢é semicontinua superior.

Vez por outra, por abuso de linguagem, também vamos nos referir ao quociente

(U, a)/7

como a colagem definida por {A, },, { frs}r,s. Concluimos, entdo, que esse quoci-
ente ¢ um espago compacto metrizavel.

Isso encerra a discussao da topologia “geral” das colagens, e podemos agora
esquecer esse aspecto e passar a questdes mais interessantes como, por exemplo,
quando um colagem produz uma variedade topologica. Vejamos no exercicio a
seguir a resposta a essa pergunta no caso bidimensional.

Exercicios 3.3.5. a) Na Figura 3.3.2, estdo indicadas trés colagens bidimensio-
nais compostas por dois tridngulos cada. As setas indicam como as arestas
devem ser identificadas: o homeomorfismo afim que as identifica deve fazer
com que, se parametrizamos o dominio no sentido da seta, a orientagdo da
imagem coincidird com a orientacdo do contradominio. Mostre que todos os
trés quocientes sdo superficies (2-variedades) topoldgicas compactas. Duas
delas coincidem (sdo homeomorfas a) superficies da Figura 3.1.2. Quais?
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Figura 3.3.2: Nas trés colunas da imagem, estdo mostradas trés maneiras diferentes
de colar pares de triangulos, analisadas nos Exercicios 3.3.5.

b) Na verdade, o quociente de toda colagem bidimensional sempre ¢ uma 2-vari-
edade.’ Prove essa afirmacio.

3.3.2 Colagens e o nimero de Euler

Uma n-célula em um espago topologico Hausdorff X € um subconjunto homeo-
morfo a uma bola aberta R”, isto é, um conjunto homeomorfo a

Int D" := {x e R" : |x|| < 1},

com a condi¢do de que o homeomorfismo, chamado de mapa celular, pode ser
estendido continuamente a bola fechada D”. Uma decomposi¢do celular de X ¢
uma parti¢do de X em células de modo que, para todo n, o bordo de cada n-célula,
isto ¢, a imagem de dD" pelo mapa celular, esteja contido em uma unido finita de
células de dimensdo menor que 7. Se X possui uma decomposicao celular finita,
o numero ou caracteristica de Euler y(X) de X ¢é a soma do nimero de células de
dimensao par menos o numero de células de dimensao impar. Sao teoremas de to-
pologia, que ndo provaremos aqui, que o numero de Euler de X ¢ independente da
decomposig¢ao celular (finita), que escolhemos para X e que espagos homeomorfos
tém o mesmo numero de Euler.

Exercicios 3.3.6. a) Os quocientes das trés colagens dos Exercicios 3.3.5 “her-
dam” decomposicdes celulares das colagens que os produzem. Descreva essas
decomposigoes e calcule os nimeros de Euler das trés superficies.

90 termo “superficie” ¢, em geral, reservado para 2-variedades conexas, e vamos tentar, por
respeito histérico, manté-lo assim.
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4 4 5

2 2 2

Figura 3.3.3: Os tetraedros a que se referem os exemplos no texto. Note que
se colamos dois tetraedros ao longo de uma face triangular de cada um e depois
esquecemos que essa face comum é uma face, obtemos novamente um tetraedro
(topoldgico). Faremos isso com os dois tetraedros da direita, colando as faces [125] e
[1'2'5].

b) Descreva outras decomposic¢des celulares para cada um dos trés exemplos acima
e verifique, nesses casos, que o numero de Euler de fato ndo depende da decom-
posi¢do escolhida.

¢) Seja X' um complexo simplicial (finito) e f: | ¥| — X um homeomorfismo
que triangula o espago topologico X. Mostre que y(X) € igual a soma do nu-
mero de k-simplexos de X' com k par, menos a soma do niimero de £-simplexos
de ¥ com { impar.

Como mostrou o Item b dos Exercicios 3.3.5, ndo ha nada a temer em dimen-
sd0 2: toda colagem produz uma 2-variedade. Em dimensao 3, a situagdo ndo ¢
tao simples e €, por isso mesmo, muito mais interessante. Na Figura 3.3.3, mostra-
mos os tetracdros usados em trés colagens tridimensionais descritas a seguir, duas
delas com apenas um tetraedro (a esquerda) e a terceira com dois (2 direita). As
colagens sdo especificadas por pares de triangulos distintos, bastando para tal que
indiquemos quais vértices desses tridngulos correspondem uns aos outros.

A primeira colagem, com um tetraedro apenas como na parte esquerda da Fi-
gura 3.3.3, é dada por

[124] < [123] e [134] < [234]. (3.3.2)

Isso quer dizer, por exemplo, que o tridngulo cujos vértices sdo os pontos etique-
tados por 1, 2, 4 é colado ao tridngulo cujos vértices sao os pontos etiquetados por
1,2, 3, de modo a fazer corresponder os vértices 1 e 1,2 e 2 e 4 e 3 do primeiro e
segundo tridngulos, respectivamente.
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A segunda colagem ¢ especificada por
[124] <> [123] e [134] < [243], (3.3.3)

onde também nos referimos a parte esquerda da Figura 3.3.3.
A terceira colagem &

[125] < [1'257],  [124] < [1"2/3],

[154] < [2/5'3], [1'5'3] < [254]. (3.3.4)

onde agora a numeragdo se refere a parte direita, com dois tetraedros, da Figu-
ra3.3.3.

Exercicios 3.3.7. a) Descreva decomposi¢des celulares para os quocientes das
trés colagens acima e calcule seus nimeros de Euler.

b) Mostre que os quocientes das segunda e terceira colagens sdo homeomorfos.
Sugestdo: Identificando [125] <> [1’2'5] na segunda colagem, e esquecendo
que essa 2-face existe, produz um Unico tetraedro.

c) Esta tudo bem? A matematica continua a ser consistente?

Assumindo que a leitora, como ja aconteceu com os autores, nao prestou aten-
¢do meticulosa em como a segunda colagem ¢ feita, ela pode ter obtido 0 como
numero de Euler para o quociente, enquanto que no terceiro exemplo esse nimero ¢
certamente 1. Se os dois quocientes sdo homeomorfos como afirma o item seguinte
nos Exercicios 3.3.7, pelos teoremas de topologia que dissemos serem teoremas
(e ndo mentimos), esses numeros deveriam ser os mesmos. O que aconteceu? Caso
o leitor tenha sido mais cuidadoso do que nds, explicamos qual erro cometemos.
A identificacdo [124] <> [123] identifica as arestas [14] com [13] e [24] com [23]
(e [12] com [12], mas isso ¢ irrelevante). A identificacdo [134] <> [243] identi-
fica as arestas [14] com [23] e [13] com [24]. Juntando todas essas identifica¢des,
acabamos colando [14] com [13] com [24] com [23] (com [14] de volta). Quanto
aos vértices, a primeira identificacdo cola 1 e 2, e a segunda cola 3 ¢ 4. Assim,
no quociente, temos 2 vértices (quatro vértices do tetraedro identificados em dois
pares), 2 faces bidimensionais (quatro 2-faces do tetraedro identificadas em pares)
e 1 face tridimensional (o tetraedro ele proprio). Quanto as arestas, temos [12] e
[34] a sds, e todas as outras 4 arestas identificadas umas com as outras. Portanto,
o numero de Euler deveria ser

2 (vértices) — 3 (arestas) + 2 (2-faces) — 1 (3-face) = 0,
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mas ndo €. O erro na descrigdo acima esta no comentario parentético que omitimos
sobre a identifica¢do da aresta [34] com a aresta [43] que a identificag¢do de 2-faces
[134] < [243] implica. Essa identificagdo, ao contrario da identificagdo (trivial)
[12] <> [12], ndo é nada irrelevante: ela dobra ao meio a aresta [34], o que faz com
que surja um novo vértice (o ponto médio dessa aresta) na decomposigao celular
do quociente. Com esse novo vértice, o primeiro termo da soma acima se torna 3,
e o resultado fica correto, igual a 1, como no terceiro exemplo.

Exercicios 3.3.8. a) Mostre que toda colagem tridimensional pode ser substituida
por uma na qual o fendmeno discutido acima no ocorre, isto €, os homeomor-
fismos de primeiro retorno f5: § — & a cada aresta (as (n — 2)-faces nesse
caso), definidos na Pagina 138, sdo sempre a identidade.

b) Considere uma colagem tridimensional e seja M seu quociente. Mostre que
as projecoes para M dos vértices, arestas, faces e tetraedros da colagem sdo
uma decomposi¢ao celular de M se e somente se a colagem tem a propriedade
do item anterior. Nesse caso, nos referimos a essas projecdes pelos mesmos
nomes, isto €, s30 os vértices, arestas, faces e tetraedros de M .

Com esse exercicio em mente, chamamos de boa colagem uma colagem tri-
dimensional com a propriedade de que os homeomorfismos de primeiro retorno
fs: 8§ — 8 a cada aresta, definidos na Pagina 138, sdo sempre a identidade.

3.3.3 Colagens e 3-variedades

A discuss@o acima ainda ndo amadureceu completamente: falta sermos capazes
de decidir quando o quociente de uma colagem tridimensional é uma 3-variedade
topologica. As complicagdes encontradas nos exemplos da secdo anterior talvez
jé tenham prevenido a leitora de que, ao contrario do que acontece em dimensao 2,
colagens tridimensionais podem, sim, ter quocientes que nao sdo 3-variedades.
Para entender como isso acontece, temos que, por um lado, desenvolver técnicas
para verificar que uma colagem ¢ uma 3-variedade (topoldgica) e, por outro, re-
conhecer a existéncia de espacos tridimensionais que sdo compactos metrizaveis,
que se tornam 3-variedades se (e somente se) removemos deles um niimero finito
de pontos “estranhos”. Em ultima analise, vamos entender que a diferenga entre
colagens em dimensodes 2 e 3 reside em uma dimens@o a menos, no fato de que a
unica 1-variedade fechada (compacta sem bordo) € o circulo (1-esfera), enquanto
ha, como sabemos, um numero infinito de 2-variedades além da 2-esfera.

O critério para decidir se um espago topologico (Hausdorff e com base enume-
ravel, mas isso ja sabemos que nossas colagens sdo e vamos parar de mencionar)



3.3. Construcoes de variedades 143

Figura 3.3.4: A direita, o tetraedro A com seis pontos @,b,¢;, i = 1,2,3,4, que
sdo levados a trés pontos distintos no quociente. Cada um deles estd contido em uma
vizinhanca compacta (tetraédrica). A esquerda, vemos a vizinhanca tetraédrica Nz
de @ ser deformada de maneira a realizar a identificacdo em suas faces prescrita por

[123] <L> [124]. As faces triangulares superior e inferior de N sdo aproximadas uma
da outra usando o segmento contendo @ como dobradica, enquanto o segmento oposto
ao segmento que contém d é esticado e as faces laterais s3o ligeiramente estufadas.
Ao final, temos uma bola fechada, vizinhanca de a no quociente.

¢ uma 3-variedade ¢ saber se todo ponto tem uma vizinhanga que ¢ homeomorfa a
um aberto em R3. Os melhores e mais agradaveis abertos de R3 sio as bolas aber-
tas. Bolas fechadas, embora ndo sejam abertas, sdo também bastante agradaveis,
ja que seus interiores sdo bolas abertas. O critério que usaremos para identificar
quocientes de colagens tridimensionais que sdo (e ndo sdo) 3-variedades sera saber
decidir se todos os pontos do quociente tém ou ndo uma vizinhanga compacta (isto
¢, um compacto cujo interior contém o ponto em questao) homeomorfa a uma bola
fechada em R3. Voltemos aos exemplos da Secio 3.3.2 e vejamos como fazé-lo.
No primeiro exemplo, colamos as quatro faces do tetraedro da esquerda na Fi-
gura 3.3.3 em dois pares pelas identificagdes (3.3.2), que agora batizamos com

os simbolos f e g: [123] <i> [124] e [134] VLN [234]. Denotemos o tetracdro
por A e por M o espaco quociente. Na Figura 3.3.4, desenhamos seis pontos em A,
indicados pelas letras a, b ,Ci,i = 1,2,3,4, que sdo projetados a trés pontos @, b, ¢
em M. Os pontos indicados pelas letras a e b sdo, cada um, as Unicas pré-imagens
de pontos a,b € M, enquanto os pontos indicados por ¢;, i = 1,2,3,4, sdo as
quatro pré-imagens de um terceiro ponto ¢ € M. Contendo cada um dos pontos, ha
na figura um pequeno tetraedro que, na topologia de A, é uma vizinhanga compacta
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Figura 3.3.5: As vizinhancas tetraédricas dos quatro pontos ¢;, i = 1,2,3,4 rear-
ranjadas de modo que fique claro que s3o coladas, como prescrito pelas identificacdes

[123] <L> [124] e [134] PLIN [234], como quatro quartos de um queijo octaédrico in-
teiro. O queijo inteiro, mostrado a direita, € uma vizinhanca compacta, homeomorfa a
uma bola fechada, do ponto ¢ no quociente. A leitora deve verificar que ndo roubamos
e que os quatro tetraedros a esquerda estdo de fato posicionados da maneira que as
identificacGes f e g acima nos mandam col3-los.

daquele ponto.

A esquerda na Figura 3.3.4, também se pode ver uma deformagio da vizi-
nhanga tetraédrica Nz do ponto a que realiza a identificagdo que f, restrita a Nz,
prescreve. Pode parecer 6bvio que o resultado dessa colagem ¢ homeomorfo a
uma bola fechada, mas ndo ¢ ma ideia demonstra-lo em detalhe como pedimos
que o leitor faga nos Exercicios 3.3.9. A colagem que g prescreve no bordo de Ny
¢ analoga e, portanto, seu quociente também ¢ uma bola (topologica) fechada em
M contendo b em seu interior. Por fim, na Figura 3.3.5, rearranjamos as quatro
vizinhangas tetra¢dricas Ng,,i = 1,2, 3, 4, de modo a tornar explicito que as iden-
tificagdes em seus bordos, prescritas pelas restri¢des de f e g, colam-nas como os
quatro quartos de um queijo (octaédrico), esse também (homeomorfo a) uma bola
fechada em M contendo ¢ em seu interior. Isso mostra que os pontos a, b,c € M
tém vizinhangas homeomorfas a bolas abertas em R3. Como a, b, ¢ sdo pontos
arbitrarios nas projecdes em M dos interiores das arestas de A, isso prova que,
esquecendo por enquanto as projecoes em M dos vértices de A, o que resta ¢ uma
variedade topologica (ja que pontos em M vindos de Int A claramente tém boas
vizinhangas).

Vejamos agora o que acontece com vizinhancas dos vértices de A quando pro-
jetadas para M. A esquerda na Figura 3.3.6, estdo desenhadas quatro vizinhangas
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Figura 3.3.6: Esquerda: Vizinhancas tetraédricas dos vértices de A: em cinza as
faces opostas aos vértices em cada pequeno tetraedro. As faces opostas aos vértices
1 e 2 aparecem na Figura 3.3.7. Direita: A cunha esférica denotada por Fy no texto.
A pseudoisotopia deve fechad-la como se fosse uma sanfona.

tetraédricas N, j = 1,2,3,4, dos quatro vértices de A. Ao invés de repetir o
que fizemos acima colando-as umas as outras, o que seria perfeitamente possivel
nesse caso simples, adotaremos uma estratégia diferente, mas equivalente, facil-
mente aplicavel a casos mais complicados. O que faremos ¢ estudar a colagem
induzida pelas identificagdes f, g nos bordos dos (pequenos) tridngulos opostos
aos vértices em cada um dos tetraedros N; (em cinza na Figura 3.3.6). O resul-
tado dessa colagem formara o bordo (completo) de vizinhangas compactas dos
quocientes dos vértices em M, vizinhangas essas provendo da projecdo da unido
U j Nj. Esse bordo tem duas componentes conexas, ja que f, g colam Ny com
N> e N3 com N4 (e ndo misturam uns com 0s outros).

Ambas as colagens sdo analogas, e, na Figura 3.3.7, mostramos os triangulos
opostos aos vértices 1 e 2, desenhados como os vemos olhando de cada vértice.
A figura também indica as colagens das arestas desses tridngulos induzidas por
f e g. Embora essa colagem de tridngulos ndo esteja entre os exercicios ante-
riores, ¢ simples se convencer de que seu quociente ¢ uma 2-esfera topologica.
Pode parecer tentador nesse momento dizer simplesmente que uma 2-esfera é o
bordo de uma 3-bola e que, portanto, descobrimos uma vizinhanga da projecao
(1 ~2) € M dos vértices 1 e 2, homeomorfa a uma bola fechada em R3. Mas
ndo nos devemos apressar: afinal, mesmo em superficies, ha muitas 1-esferas que
ndo sao bordos de 2-discos. O motivo pelo qual podemos concluir que a projecao
Vii~2) C M de N1 U N, para M €, de fato, uma 3-bola € que podemos — tomando
tetraedros cada vez menores dentro de N; e N; e fazendo, com suas faces opostas a
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[14] [24]

[13] [12] [21] [23]
rr

Figura 3.3.7: Os dois tridngulos numerados 1 e 2 s3o faces, opostas aos vértices 1
e 2 da Figura 3.3.6, das vizinhancas tetraédricas N; e N,, respectivamente. Cada
vértice dos tridngulos esta etiquetado com o nome da aresta de A a qual ele pertence.
As identificacdes induzidas por f e g nos bordos dos dois tridangulos colam as arestas
como indicado pelas setas. As identificacdes em cada tridngulo, induzidas por f,
produzem dois chapeuzinhos de festas de aniversario, e a identificacdo por g cola
as bases circulares desses chapeuzinhos uma com a outra, formando uma 2-esfera
topolégica.

1 e 2, 0o mesmo raciocinio que fizemos com as de Nj e N, — concluir que € possivel
preencher V(1~2) \ {(1 ~ 2)} por esferas topoldgicas cada vez menores, conver-
gindo para o ponto (1 ~ 2) € M. O exercicio a seguir coloca pingos em alguns
1’s, mas ja podemos concluir que M ¢ uma 3-variedade topologica, uma vez que
mostramos que todos os seus pontos tém vizinhangas compactas homeomorfas a
3-bolas.

Exercicios 3.3.9. a) Seja X um espago topologico. Uma pseudoisotopia em X ¢
uma transformagao continua #: X x [0, 1] — X tal que, para cada ¢ € [0, 1),
at-fatia hy := h(-,t): X — X é um homeomorfismo. Usando coordenadas
esféricas

(x,y,z) = (rsen¢cosf, rsen¢gsent, rcose)

em R3, onde 6 € [—7, 7] e ¢ € [-%, Z], defina uma pseudoisotopia (a mais

simples que lhe ocorrer) na bola unitéria D3 = {r < 1} talque hy (Fg,) = D3,
onde 0 < 6y < 7 e Fy, ¢ a cunha esférica {0 € [—0p, Oo]} C D3 —vejaa
imagem direita da Figura 3.3.6.

b) Ha muitas maneiras de definir uma pseudoisotopia satisfazendo o requerimento
do item anterior. Caso isso ainda ndo tenha acontecido, encontre uma que a
ajude a provar que o quociente de Ny pela identificagdo induzida por f, como



3.3. Construcoes de variedades 147

descrito acima (Pagina 144), ¢ homeomorfo a uma bola fechada. Construa
explicitamente o0 homeomorfismo.

¢) Mostre como tornar rigoroso o argumento acima sobre V(j..2) ser homeomorfo
auma bola fechada. Sugestdo: Mostre que o cone na (n — 1)-esfera ¢ a n-bola:

C (s"1) = D",

Vejamos agora que, na verdade, o que aconteceu com os pontos das arestas
(abertas) no exemplo anterior ndo foi particular daquele exemplo: se uma colagem
tridimensional ¢ uma boa colagem (Exercicios 3.3.8 e paragrafo seguinte), entdo
todos os pontos das arestas abertas dos tetraedros da colagem sdo levados a pontos
no quociente com vizinhangas homeomorfas a bolas abertas em R3. Tomemos
uma aresta §; de um dos tetraedros da colagem. Como discutido na Pagina 138,

81 pertence a um ciclo de arestas, denotadas por 6;, i = 1,...,k, identificadas
por homeomorfismos afins fi|s;: §; — 8;i+1, onde 841 = 8o, obtidos como
restri¢des a essas arestas de homeomorfismos f;,i = 1,..., k, que identificam as

2-faces dos tetraedros que as contém.

Tomando pequenos segmentos “opostos” as arestas §;, dentro dos tetraedros
que as contém, ¢ unindo seus extremos aos de 8;, como fizemos na Figura 3.3.4,
podemos supor que os tetraedros colados pelos homeomorfismos f; sdo distintos,

denotados por A;,i = 1,...,k: isso facilita entender o desenho da Figura 3.3.8,
onde supomos que kK = 6 e arranjamos 0s 6 pequenos tetraedros contendo as ares-
tas no ciclo de §;, de modo que as colagens f;, i = 1,...,5 sejam realizadas

movendo um pouquinho cada tetraedro, como indicam as setas, até encosta-lo no
que esta imediatamente ao lado. O resultado dessas identificagdes, que aparece
no lado direito da Figura 3.3.8, ¢ homeomorfo a uma semibola fechada. A ultima
colagem feita, identificando a face triangular esquerda com a direita pelo homeo-
morfismo fi: Ar — Ap, consiste unir esses dois tridngulos como se a aresta entre
eles fosse uma dobradiga: consequéncia da hipdtese de que fx o---o fi|s, = ids,,
como a leitora podera se convencer com alguma reflexdo. Segue agora dos Exerci-
cios 3.3.9 que todo ponto da aresta aberta §; possui uma vizinhanga homeomorfa
a uma bola aberta em R3,

Exercicios 3.3.10. a) Verifique as duas ultimas afirmag¢des acima.
b) Na semibola fechada
D3n{z<0y={(x,y,2) eR>:x2+y2+22<1,z<0}
defina a equivaléncia (x, y,0) ~ (—x, —y, 0). Mostre que o quociente

K=(D’n{z<0})/~
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Figura 3.3.8: A esquerda aparecem 6 tetraedros cujas faces s3o identificadas em pares
ciclicamente, como indicado pelas setas com as etiquetas f;, i = 1,...,6. A direita,
as identificacbes f;, com i = 1,...,5, foram realizadas. A ultima identificacdo fs
“fecha o livro”, por assim dizer, identificando os dois tridngulos superiores a esquerda
e a direita utilizando a aresta central como se fosse uma dobradica.

d)

¢ um espaco compacto metrizavel. Calcule seu nimero de Euler.
Denotemos por

K° = [(Int D> N {z < 0}) \ {(0,0,0)}] /~

335

={(x,y,2) eR>:0<x?+y%2+22<1,2<0}/~, ( )
onde ~ ¢ a relagdo de equivaléncia do item anterior. Mostre que K° é uma
3-variedade topologica.

Mostre que o espago K°, definido na Equagdo (3.3.5), tem uma estrutura di-
ferenciavel e construa em K° um atlas folheado de modo que as folhas da
folheacdo associada sejam compactas ¢ homeomorfas ao plano projetivo RP2.
Ajudinha: Por definigio, RP? ¢é o espaco de todas as retas que passam pela
origem em R3. Esse espaco é homeomorfo a 2-esfera com pontos antipodas
identificados que, por sua vez, ¢ homeomorfa a um hemisfério com pontos an-
tipodas do bordo identificados que, por sua vez ¢ homeomorfo ao quociente de
um dos trés pares de triangulos da Figura 3.3.2.

Por que tivemos de tirar (0, 0, 0) de K° no item anterior? Prove que o espago K
do Item b n3o é homeomorfo a D3.
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Como acabamos de ver, os Unicos pontos nos quais o quociente M de uma
colagem tridimensional pode ndo ser uma 3-variedade s@o os vértices de M, isto é,
as projecdes dos vértices dos tetracdros da colagem. Para entender o que acontece
nesses pontos, consideramos pequenas vizinhangas tetraé¢dricas como no exemplo
acima e introduzimos a seguinte definicdo. Seja v € M um vértice, sejam v;,
i = 1,...,k, os vértices dos tetraedros da colagem que sdo levados a v pela
projecdo e denote por N;, i = 1,...,k, pequenas vizinhangas tetraédricas dos
v; dentro dos tetraedros que os contém. Denote por F;, i = 1,...,k, as faces
em N; opostas aos vértices v;. E possivel tomar os tetraedros N; de modo que
a colagem original restrita a colecdo F; seja uma colagem bidimensional, cujo
quociente €, pelo Item b dos Exercicios 3.3.5, uma superficie topologica, chamada
elo do vértice v e denotada por elo(v).

Exercicios 3.3.11. a) Certifique-se de que é verdadeira a afirmago acima: € sem-
pre possivel ajustar as vizinhangas tetraédricas N; de forma a induzir uma co-
lagem bidimensional na colego de faces Fj, cujo quociente €, portanto, uma
superficie compacta.

b) Mostre que o cone C(elo(v)) no elo de um vértice v é uma vizinhanga compacta
devem M.

c) Descreva os elos de todos os vértices das colagens (3.3.3) e (3.3.4).

O teorema a seguir contém condigdes necessarias e suficientes para que o quo-
ciente de uma colagem seja uma 3-variedade (compacta, sem bordo).

Teorema 3.3.12 (Colagens sao 3-variedades?). O quociente M de uma boa cola-
gem tridimensional é uma 3-variedade se e somente se seu niumero de Euler é zero.
Em geral, se vy, ..., € M sdo os vertices da colagem, vale a formula

k

k
K(M) =k~ 23" x(elo(wi)

i=1

Demonstragdo. Sejam a, f et os nimeros de arestas, faces e tetraedros no quo-
ciente M, de modo que

YM)y=k—a+ f—t.

Como cada tetraedro da colagem tem 4 faces, e faces sdo identificadas em pares,

f =2t
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Consideremos agora o elo de um vértice. Cada triangulo desse elo esta dentro
de um tetraedro de M e corresponde a um dos 4 vértices do tetraedro da colagem;
cada aresta esta dentro de uma face de M e corresponde a um dos 3 vértices dessa
face (que vem de uma face triangular da colagem); e cada vértice do elo corres-
ponde a uma aresta em M que tem dois extremos (que podem ser o mesmo vértice
de M, mas sdo projecdo de dois vértices distintos de tetraedros da colagem). As-
sim, somando as caracteristicas de Euler dos elos de todos os vértices em M e
lembrando que f = 2¢, obtemos:

k
Z){(elo(vi)) =2a—3f + 4t =2a —2t.

i=1

Portanto
yM)=k—a+ f—t
=k—a+t
1 k
=k — > Zelo(vi),
i=1
como no enunciado. Para completar a prova, faga os préximos exercicios. O

Exercicios 3.3.13. a) Caso ainda ndo o tenha feito, consulte um livro que apre-
sente a classificacdo de superficies fechadas em termos da sua caracteristica de
Euler e, em seguida, complete a prova do Teorema 3.3.12.

b) Onde, na demonstragdo do Teorema 3.3.12, foi usada a hipdtese de que a cola-
gem era uma boa colagem?

Para terminar esta se¢ao, devemos revisitar a Secao 3.1.3 e verificar quais entre
os exemplos apresentados sdo e nao sdo 3-variedades:

Exercicio 3.3.14. Mostre que o 3-toro, os espacos dodecaédricos de Poincaré e
de Seifert—Weber e o quociente do octaedro a esquerda na Figura 3.1.9 s@o todos
3-variedades. Por outro lado, mostre que o exemplo de Thurston a esquerda na Fi-
gura 3.1.9 ndo € uma 3-variedade, j4 que o elo do unico vértice do quociente ¢ um
toro.
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3.3.4 Quocientes por acoes de grupos

Como mencionado mais de uma vez, prestamos especial atencao a duas formas de
construir variedades: como quociente de espagos topologicos — em geral compac-
tos — por decomposi¢des semicontinuas superiores (ou relagdes de equivaléncia
cujas classes formam decomposi¢des scs) € como quocientes de espacos — em ge-
ral com mais estrutura do que apenas a topologica, as vezes compactos, as vezes
ndo — pela agdo de grupos discretos. Nas se¢des anteriores, discutimos em maior
detalhe a primeira dessas formas e, na Se¢do 3.3.3, chegamos a um critério que
decide quando uma colagem tridimensional tem uma 3-variedade como quociente.
Agora queremos fazer o mesmo com a segunda forma de tomar quocientes e de-
senvolver técnicas que nos permitam identificar bons quocientes nesse caso.

O conceito central nesse contexto € o de recobrimentos, que vamos introduzir a
seguir. Sejam X, X espacos topologicos conexos por caminhos eseja p: X — X
uma transformagéo continua. Dizemos que p € um recobrimento se todo x € X
tem uma vizinhanga U > x tal que toda componente conexa de p~1(U) élevada
homeomorficamente em U por p. Nesse caso, X é um espago de recobrimento

de X e a tripla (f , X, p) ¢é, as vezes, também chamada de recobrimento. De

vizinhancas U com a propriedade descrita acima diz-se que sdo uniformemente
recobertas por p. Ja vimos varios exemplos de recobrimentos, entre eles o para-
digmatico p: R — S, p(t) = e?™**. A Figura 3.3.9 mostra, por outro lado, um
“ndo recobrimento”, algo bom de se ter em mente.

Se (f , X, p) € um recobrimento, um homeomorfismo ¢ : X — X tal que

p o ¢ = ¢ éuma transformagdo de recobrimento; o conjunto de todas as trans-
formagdes de recobrimento formam um grupo, chamado grupo de recobrimento

de (f , X, p). No exemplo paradigmatico, o grupo de recobrimento é o grupo de
todas as translagdes inteiras em R, ja que p(t + n) = 2T E+1) = o27it — p(p),
Exercicios 3.3.15. a) Mostre que se p: X — X éum recobrimento, entio pé

sobrejetiva. Dica: Voceé tera de usar uma hipotese que, quando a fizemos acima,
pode ter parecido desnecessaria.

b) Verifique que o grupo de recobrimentos associado a um recobrimento (f , X, p)
¢, de fato, um grupo.
¢) Verifique que as translagdes inteiras sdo, de fato, todas as transformagoes de

recobrimento do exemplo paradigmatico, isto €, que toda transformacdo de
recobrimento nesse exemplo € uma translagao inteira.
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X1

X2

X3 Figura 3.3.9: Esquerda: Uma projecdo (vertical) que
ndo é um recobrimento: embora as componentes cone-
xas da pré-imagem de uma vizinhanc¢a do ponto x no
circulo abaixo sejam projetadas homeomorficamente
sobre suas imagens, a projecdo da componente assin-
tética a linha vertical ndo é sobrejetiva. Acima: Uma
cunha de dois circulos, isto é, o espaco X obtido iden-
tificando dois pontos de dois circulos distintos. Na
Figura 3.3.10, mostramos vérios recobrimentos de X .

X4

O-MD_

d) Mostre que pg: S = S, pr(z) = z¥ & um recobrimento paratodok € Z e
identifique o grupo de recobrimento.

Vamos querer percorrer o caminho acima em outra dire¢do: comegar por um
grupo G de homeomorfismos de um espago Y e decidir se G € o grupo de recobri-
mentos associado a um recobrimento p: ¥ — X, para algum espaco X. Come-
cando do aspecto mais basico, uma transformagao sobrejetiva p de um conjunto
Y sobre um conjunto X induz um isomorfismo entre X e o conjunto das classes de
equivaléncia da relagio de equivaléncia em Y definidapor y ~ y/ <= p(y) =
p(y’). Assim o natural a fazer é considerar o conjunto X := Y /G das classes da
relagdo de equivaléncia definida em Y por y ~ y’ se (e somente se) existe ¢ € G
tal que ¢(y) = y’ (isto €, cujas classes de equivaléncia sdo as Orbitas da a¢do de
G em Y), tomar como p: Y — X a proje¢do natural, que leva cada ponto a sua
classe de equivaléncia, e tomar em X a topologia quociente. Alguém poderia ob-
jetar que em momento algum foi dito que um grupo de recobrimento deveria agir
transitivamente nas fibras do recobrimento, isto €, pontuar que ndo é parte da defi-

ni¢do de um recobrimento (f , X, p) que, dados dois pontos quaisquer X, X’ € X

tais que p(X) = p(X’), entdo deveria existir uma transformagéo de recobrimento
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¢ tal que ¢ (X) = X’. Recobrimentos com essa propriedade adicional sdo especi-
almente agradaveis e t€ém nome: sdo chamados recobrimentos regulares. De todo
modo, mesmo que nem todo recobrimento seja regular, a estratégia descrita acima
pode dar certo e, quando isso acontece, o que acabamos de dizer é que o resultado
¢ ndo apenas um recobrimento, mas um recobrimento regular.

Ap0s essa discussdo preliminar, enunciemos novamente (e claramente) o pro-
blema que queremos resolver. Dados um espago topoldgico Y conexo por cami-
nhos ¢ um grupo G agindo a esquerda por homeomorfismos em Y, definimos a
G-orbita de um ponto y € Y por

G-y={p(y) €Y ¢ €G}

Definimos em Y a relagdo de equivaléncia cujas classes sdo as G-orbitas Y, isto

Figura 3.3.10: Trés exemplos de espacos de recobrimento da cunha X de dois circulos
do diagrama a direita na Figura 3.3.9. Todos s3o grafos 4-valentes, isto é, cada um
dos espacos, que denotaremos por X, éum grafo cujos vértices tém exatamente quatro
arestas incidentes, ou melhor, quatro extremos de arestas incidentes. Em cada caso, o
recobrimento leva todos os vértices de X no tnico vértice v de X e, paracada ¥ € )?,
leva cada um dos quatro extremos de arestas incidentes em U nos quatro extremos
de arestas incidentes em v, respeitando as etiquetas a,b e as orientacles, levando
arestas de X homeomorficamente sobre as arestas correspondentes em X . Entre esses
recobrimentos, o Unico que tem um grupo de recobrimento n3o trivial é o da parte
superior esquerda. Por qué?

é, dois pontos y, y’ € Y sdo G-equivalentes se y' € G - y. O espago quociente
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(com a topologia quociente) de Y por essa equivaléncia é denotado por Y/G e
p:Y = Y/G éaprojegio p(y) =G - y.

Questao 3.3.16. Com as defini¢gdes e notacdo que acabamos de introduzir, quere-
mos decidir se (Y, Y/G, p) é um recobrimento.

O que nos realmente interessa é o caso em que Y é uma variedade e queremos
garantir que o quociente também o seja, mas, para parte da discussao a seguir, essa
hipdtese extra ¢ desnecessaria, e deixamos para invoca-la mais tarde, quando for
util simplificar a discussdo e evitar que tenhamos que lidar com detalhes técnicos
que ndo nos interessam aqui (como, por exemplo, conectividade local por cami-
nhos). Uma propriedade util de ser mencionada logo ¢ a seguinte. Lembre-se que
uma transformagdo f: X — Y entre espacos topologicos ¢ aberta se a f-imagem
de abertos em X sdo abertos em Y.

Exercicio 3.3.17. Mostre que se G ¢ um grupo agindo por homeomorfismos no
espago topologico Y e Y/G e p: Y — Y /G sdo definidos como acima, entdo p
¢ uma transformacao aberta.

Vejamos algumas propriedades de recobrimentos para melhor entender o que
sdo e por que sdo Uteis para esse contexto. Obteremos, em particular, algumas
condic¢des necessarias que devem ser satisfeitas pela agdo do grupo para podermos
responder a Questdo 3.3.16. Comegamos com o seguinte lema bésico, uma de
varias situagdes em que recobrimentos se parecem com homeomorfismos.

Lema 3.3.18. Sejam (f , X, p) um recobrimento, Y um espago topologico co-

nexoe f,g: Y — X transformacées continuas tais que p o f = p o g. Entdo o
conjunto C ={y €Y : f(y) = g(¥)} ou é vazio ou é todo o conjunto Y .

Demonstragdo. Como em 99% das provas que envolvem conjuntos conexos, va-
mos mostrar que o conjunto C C Y € aberto e fechado, sendo, portanto, o conjunto
vazio ou todo Y, ja que Y ¢é conexo. Para ver que C ¢ aberto, tome y € C, tome
uma vizinhanga aberta U > p(f(y)) = p(g(y)) uniformemente recoberta por
p e seja U a componente de p~!(U) que contém f(y) = g(y). Defina ainda
V=f"1 ((7) Ng~! (17) Como f, g sdo continuas, V' éabertoe y € V. Por hi-
potese, plg o flv = plg o gly, mas como p|z € um homeomorfismo (sobre sua
imagem U), podemos “cancela-lo” na equagdo anterior e concluir que f'|y = gly
e, portanto, que V C C.

A prova de que C ¢ fechado ¢ analoga e mais instrutiva se deixada como exer-
cicio. O



3.3. Construcoes de variedades 155

Exercicio 3.3.19. Complete a demonstrag¢do do lema provando que C ¢ um con-
junto fechado.

Como estamos supondo que, em um recobrimento (f , X, p), 0s espagos Xe

X sdo conexos por caminhos e, portanto, conexos, podemos aplicar o Lema 3.3.18
a uma transformagdo de recobrimento ¢: X — X e a identidade id § e concluir

que, se ¢ fixa algum ponto de X, entdo ¢ = idg. Além disso, o argumento usado
na demonstragdo também prova o seguinte. Seja x € X um ponto qualquer e
U > x uma vizinhanga uniformemente recoberta por p. Entdo, uma transformacao
de recobrimento permuta as componentes conexas de p~! (U) no seguinte sentido.
Como p o ¢ = p, ¢ permuta as pré-imagens de x. Sejam X, ¥ e pl(x) tals
que ¢(X) = X" e sejam U, U’ as componentes conexas de p 1(U ) contendo X, X',
respectivamente. Entdo, ¢ |7 € um homeomorfismo de U sobre U’.

Exercicio 3.3.20. Prove a afirmacdo acima.

Vamos isolar essas duas propriedades das transformacgdes de recobrimento e
transforma-las em defini¢des. Seja G um grupo agindo em um espago Y por ho-
meomorfismos. A acdo € /ivre se o Unico elemento de G que tem pontos fixos ¢ a
identidade. Um ago livre é errante se todo ponto de Y tem uma vizinhanga cujas
imagens por elementos de G sdo disjuntas, isto é, se para todo y € Y, podemos
encontrar V' > y talque ¢p(V)NV = @ paratodo¢p € G com ¢ # idy: como G é
um grupo, isso implica que ¢(V) N ¢'(V) = @ se ¢ # ¢’ € G. Tais vizinhangas
sdo ditas errantes.

Exercicio 3.3.21. Suponha que Y é Hausdorff e que a agdo de G em Y ¢é livre e
errante. Mostre que as 6rbitas de G sdo conjuntos fechados. A hipotese de Y ser
Hausdorff é necessaria?

Essas duas propriedades permitem-nos dar uma primeira resposta para a Ques-
tdo 3.3.16. Suponhamos que Y ¢é uma n-variedade conexa (e, portanto, conexa
por caminhos) e suponhamos que a acdo de G em Y ¢ livre e errante. Podemos,
entdo, concluir que Y /G é localmente homeomorfaa R” e que (Y, Y/G, p) éum
recobrimento regular.  Para ver isso, dado y € Y, tomemos uma vizinhanga
Vosytalque p(V)NV = F paratodo ¢ € G, ¢ # idy. Como Y é uma
n-variedade, podemos assumir que V' ¢ homeomorfa a uma bola aberta em R”.
Se definimos U = p(V), entdo, pela escolha de V e pelo Exercicio 3.3.17, a
restrigdo p|y: V — U ¢ aberta, continua, injetiva e sobrejetiva, isto ¢, ela é um
homeomorfismo. Como y ¢ um ponto arbitrario, isso mostra que todo ponto de
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Y /G tem uma vizinhan¢a homeomorfa a uma bola aberta em R”. Além disso, se
V' é qualquer outra componente conexa de p~1(U), entdo existe ¢ € G tal que
V' = ¢(V) e, como ¢ é um homeomorfismode Y € p|y = p|y’ o @|y, podemos
concluir que py também é um homeomorfismo de V' sobre U. Assim, vemos que
U ¢é uma vizinhanga uniformemente recoberta ¢ podemos concluir que todo ponto
de Y /G tem uma tal vizinhanga e, portanto, que (Y, Y /G, p) ¢ um recobrimento.
Que se trata de um recobrimento regular segue do argumento anterior, que nos fez
introduzir a definicdo dessa propriedade.

O leitor atento deve estar se perguntando por que ndo dissemos acima que
Y /G ¢é uma n-variedade. Néo o fizemos porque, quando definimos variedades,
exigimos que o espago topoldgico subjacente fosse Hausdorff e veremos a seguir
um exemplo que mostra que o quociente Y /G por uma agdo livre e errante pode
ndo sé-lo. Mais especificamente, vamos ver agora um exemplo de algo que deveria
ter o direito de ser chamado de “superficie” exceto pelo fato de ndo ser Hausdorft.

Exercicios 3.3.22. Seja Y = R?\ {0} e seja G o grupo gerado por

¢(x,y) = (Zx, %)

isto €, G ¢ o grupo ciclico infinito cujos elementos sdo da forma

y
¢"(x,y)= <2nx’ 2_”)’ nez.

a) Mostre que a agdo de G ¢ livre e errante. Conclua da discussdo anterior que
(Y,Y/G, p) é um recobrimento e, em particular, o espaco quociente Y /G ¢
conexo e todo ponto de Y /G tem uma vizinhanga homeomorfa a um disco em
R2.

b) Mostre que cada ponto (x,0) € Y, com x € [1,2), pertence a uma G-classe
diferente e que uma afirmagado andloga vale para pontos no eixo vertical. Con-
clua que ha uma quantidade ndo enumeravel de pontos distintos em Y /G que
s30 projecao de pontos do eixo horizontal de Y e a mesma afirmagao vale sobre
o eixo vertical. Qual o quociente do semieixo horizontal positivo pela agcdo de
G?

¢) Mostre que toda vizinhanga aberta de um ponto da forma p(x,0) € Y/G
(x # 0) intersecta toda vizinhanga de qualquer ponto da forma p(0, y) € Y/G.
Conclua, em particular, que Y /G néo ¢ Hausdorff.
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d) Mostre que quaisquer dois pontos distintos de Y /G na proje¢do do eixo ho-
rizontal em Y podem ser separados por abertos disjuntos, que o mesmo vale
para pontos na proje¢do do eixo vertical e, se x, y # 0, entdo é possivel separar
p(x,y) das projecdes para Y /G de ambos os eixos.

e) Se Y’ = {(x,y) €eR?:x,y >0} C Y e G é 0 mesmo grupo, mostre que
Y’/ G é Hausdorff e ¢, portanto, uma superficie como definimos anteriormente.
Qual superficie? Descreva Y /G como a unido de oito variedades conexas.

As esquisitices topologicas do exemplo dos Exercicios 3.3.22 devem-se ao
fato de que vizinhangas de pontos no eixo vertical sdo espalhadas pela agdo do
grupo e chegam arbitrariamente préximas de todos os pontos do eixo horizontal e
vice-versa. Introduzimos a seguinte condi¢@o que vai garantir que o quociente €,
além do que ja mostramos para agdes errantes, também Hausdorff. Suponhamos
que Y é localmente compacto. A agdo de G em Y € propriamente descontinua se,
para todo compacto K C Y, ¢(K) N K # @ para, no maximo, um numero finito
de homeomorfismos ¢ € G.

Exercicio 3.3.23. Suponha que Y ¢ Hausdorff e localmente compacto. Mostre
que, se a acdo de um grupo G em Y ¢ livre e propriamente descontinua, entdo a
acdo ¢ errante. A hipdtese de Y ser Hausdorff ¢ necessaria?

Podemos agora enunciar o teorema importante desta secdo:

Teorema 3.3.24. Sejam Y uma n-variedade e G um grupo agindo em Y. Entdo,
o quociente Y /G é Hausdorff e a proje¢cdo p: Y — Y /G ¢é um recobrimento se
e somente se a a¢do de G ¢ livre e propriamente descontinua.

Demonstragdo. Suponha que a acdo de G em Y ¢ livre e propriamente desconti-
nua. Pelo Exercicio 3.3.23 a agfo € livre e errante e pelo argumento que vimos
acima (Pagina 155), tudo o que precisamos provar ¢ que a topologia quociente em
Y /G ¢é Hausdorff. Sejam y,y’ € Y dois pontos em G-oOrbitas diferentes, isto €,
cujas projecdes em Y /G sdo pontos distintos. Como Y é Hausdorff e localmente
compacto e como a ag¢do de G ¢ livre e errante, podemos tomar vizinhangas com-
pactas K > y, K’ > y’, errantes e disjuntas. Pelo Exercicio 3.3.21, podemos
assumir que a G-orbita de y ndo intersecta K’ e G-orbita de y’ ndo intersecta K.
Entdo, pela hipétese da acdo ser propriamente descontinua, K \ Ugeg ¢ (K e
K\ U¢€G ¢ (K) contém vizinhangas de y, y’, respectivamente, cujas projecoes
sdo disjuntas. Isso mostra que o quociente Y /G é Hausdorff. A afirmagdo reci-
proca nao sera usada no que segue e a deixamos como exercicio. O
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Exercicio 3.3.25. Complete a demonstracdo do Teorema 3.3.24, isto €, mostre que
se Y é uma n-variedade e G € um grupo agindo em Y de forma que o quociente
Y /G ¢é Hausdorff e a projegdo p: ¥ — Y /G é um recobrimento, entdo G age
propriamente descontinuamente em Y .

Deveriamos agora revisitar os exemplos que discutimos anteriormente e ver
quais deles se encaixam na hipéteses do Teorema 3.3.24. Por exemplo, subgrupos
agindo em um grupo por multiplicagdo a esquerda ou a direita sdo sempre livres e
toda acdo por um grupo finito (em um espago localmente conexo) € propriamente
descontinua. Assim, todo quociente da 3-esfera pela acdo de um subgrupo finito
satisfaz as hipoteses do teorema e, portanto, seu quociente ¢ uma 3-variedade.

Exercicio 3.3.26. Reveja os exemplos que discutimos ao longo deste capitulo até
aqui, escolha alguns que se encaixam nas hipotese do Teorema 3.3.24 e invente
outros, ou variagoes, que ndo se encaixam. Discuta-os até ficar satisfeita.

Um exemplo nada (ou ndo muito) a ver, mas muito interessante

Varios dos quocientes que vimos acima eram quocientes pela agdo de um grupo
isomorfo a Z. Tais agdes tém lugar privilegiado na matematica e pertencem a uma
area chamada de sistemas dindmicos. Mencionamos aqui um exemplo de grande
importancia nessa area, que tem alguma relagdo com o que estivemos discutindo.
Seja o um niimero irracional e considere a transformagio do circulo S!, pensado
como circulo unitario no plano complexo, definida por

Ry: S'— 81, Ry(z) = e?™%;
isto €, Ry ¢ a rotagdo do circulo unitério por angulo 2w «.

Exercicios 3.3.27. a) Mostre que todas as orbitas de R, sdo densas em S!, isto
¢, que o fecho de conjuntos da forma

{R(’)’l(z) =2y e Z}

é todo o circulo S, para qualquer escolha do ponto z € S'. Sugestdo: Se o
fecho de uma drbita ndo € todo o circulo, tome o maior (ou um entre os maiores)
intervalo(s) complementar(es) e considere suas iteradas por R,. Lembre-se de
que S tem comprimento finito.
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b) Declaramos dois pontos de S' equivalentes se pertencem a mesma orbita, isto
¢, z ~ z’ se e somente se existe n € Z tal que Rl (z) = z’. Mostre que o
conjunto das classes de equivaléncia ¢ infinito ndo enumeravel.

¢) Mostre, por outro lado, que a topologia quociente em S/~ ndo é Hausdorff
e ndo o ¢ de maneira radical: a topologia quociente em S!/~ é a topologia
indiscreta, isto &, os dois Unicos conjuntos abertos sdo o vazio e todo o espago.

d) Para ganhar pontos extras e entender algo fascinante, mas com pouca relagido ao
assunto dessas notas, explique a afirmacdo seguinte, que requer algum conhe-
cimento da teoria da medida de Lebesgue. Assumindo o Axioma da Escolha,
podemos considerar um conjunto A C S que contém exatamente um ponto de
cada orbita de Ry. Tal conjunto ndo pode ser mensuravel no sentido de Lebes-
gue. Se o fosse, poderiamos associar a A sua medida de Lebesgue, que € um
numero no intervalo [0, 277]. Mas S! = Unez RS (A) e todos esses conjuntos
sdo disjuntos e t€ém a mesma medida, o que leva a uma contradi¢do. Lembre-se
que a o-algebra dos conjuntos Lebesgue mensuraveis contém todos os conjun-
tos abertos, todos os conjuntos fechados e muitos, muitos outros subconjuntos
de [0, 1] e fique devidamente surpreso com a afirmagfo acima.

O recobrimento universal

Nao seria razoavel falar de recobrimentos sem falar do recobrimento universal.
Para fazé-lo, temos que introduzir alguns conceitos. Uma homotopia ¢ uma trans-
formagdo continua H: X x [0, 1] — Y. Duas transformagdes f,g: X — Y sdo
homotopicas se existe uma homotopia H tal que H(-,0) = fe H(-,1) = g. Um
caminho no espago Y é uma transformacao continua y: [0, 1] — Y e seus pontos
inicial e final sdo y(0) e y(1), respectivamente. Dois caminhos y, 5 em Y cujos
pontos inicial e final sdo 0os mesmos sdo homotopicos se 0 sao como transforma-
¢des continuas de [0, 1] em Y, por uma homotopia H com extremos fixos, isto €,
tal que H(0,7) = y(0) = §(0) e H(1,t) = y(1) = &(1) paratodo ¢t € [0, 1] —
veja o lado esquerdo da Figura 3.3.11. Um caminho y: [0, 1] — Y ¢é fechado se
y(0) = y(1) e um caminho fechado é homotopicamente trivial se € homotopico
ao caminho constante (igual aos extremos y(0) = y(1)). Um espago topologico
conexo por caminhos X & simplesmente conexo se todo caminho fechado em X ¢
homotopicamente trivial. Por exemplo, a esfera S2 ¢ um espago simplesmente co-
nexo, como ilustrado na imagem central da Figura 3.3.11. O mesmo nao vale para
o toro 72: 0 caminho mostrado no lado direito da figura ndo ¢ homotopicamente
trivial.
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Figura 3.3.11: Esquerda: Uma homotopia H com extremos fixos entre dois caminhos
(em negro). As imagens de alguns dois caminhos intermédios H(-,t) estdo mostradas
em cinza. Centro: Cada caminho fechado na esfera S? é homotopicamente trivial,
podendo ser contraido, continuamente, ao ponto-base. Direita: Ao contrario, o toro
bidimensional T2 contém caminhos fechados n3o triviais, como o exemplo mostrado
na imagem.

Apos todas essas defini¢cdes preliminares, voltamos a recobrimentos. Se um
recobrimento (X , X, p) ¢ tal que X é simplesmente conexo, entdo o chamamos

de recobrimento universal de X. O artigo usado com recobrimento universal é o
artigo definido, isto ¢, falamos do recobrimento universal de um espaco X, ja que,
quando um tal recobrimento existe, & possivel provar que ele € inico, a menos de
equivaléncia. Além disso, se o recobrimento universal de X existe, entdo ele tam-

bém recobre qualquer recobrimento de X, isto é, se (X , X, p) ¢ o recobrimento
universal de X e se (Y, X, ¢g) é um recobrimento, entdo existe um recobrimento

()? Y, r) tal que ¢ o r = p, ou seja, o seguinte diagrama ¢ comutativo.

r/)?
Y

N

p

Nao provaremos essas afirmagdes aqui (a leitora interessada pode consultar Mas-
sey (1991) e Munkres (2000), por exemplo), mas veja o exercicio a seguir. A
Figura 3.3.12 mostra o recobrimento universal da cunha de dois circulos da Figu-
ra 3.3.9 a direita.

Exercicio 3.3.28. Releia o paragrafo acima, defina a nog¢ao de equivaléncia entre
recobrimentos e dé uma defini¢do precisa da unicidade do recobrimento universal
que mencionamos.
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Figura 3.3.12: O recobrimento

universal da cunha de dois circu-

los € uma 4arvore infinita. Para

construi-la, comecamos, por exem-

Xb Xa plo, do ponto central x;, e anda-

b a mos na direcdo a desenrolando-a

até “n3o voltar a x;"” e criar o

ponto x,. Se andamos na dire-

A1 ¢do b e a desenrolamos criamos o

ponto xp, se andamos na direcdo

a b oposta a a criamos o ponto x,-1,

e se andamos na direcdo oposta a

de b, criamos x;—1. Continuando

assim, criamos 0s pontos Xu4, Xab,
Xap—1, Xg—1p etc.

Xg—1 Xp—1

Uma propriedade, frequentemente simples de verificar, que implica conexi-
dade simples € contratibilidade: um espago topologico X ¢ contratil se existe um
ponto xo € X tal que a identidade idy ¢ homotodpica a transformagao constante
f:X — X, f(x) = xo, por uma homotopia fixando xg, isto ¢, se existe uma
homotopia H: X x [0,1] — X tal que H(x,0) = x e H(x, 1) = xo, para todo
x € X,e H(xg,t) = xpo, paratodo ¢ € [0, 1].

Exercicios 3.3.29. a) Prove que se X € contratil, entdo X ¢é simplesmente conexo.
b) Prove que R” ¢é simplesmente conexo para todon = 1.

¢) Prove que todo caminho fechado em S” que ndo é sobrejetivo é homotopica-
mente trivial.

Nem todo espago simplesmente conexo € contratil, e o exercicio acima sugere,
mas ndo prova, que as n-esferas sdo simplesmente conexas quando n > 1. Em-
bora seja verdade que todas as n-esferas, com n = 2, sdo simplesmente conexas,
a dificuldade em demonstrar esse resultado ¢ que existem caminhos fechados em
S™ cujas imagens sdo toda a esfera, chamados caminhos que preenchem a esfera.
Isso dificulta usarmos, em geral, o argumento que o leitor deve ter usado no Item ¢
dos Exercicios 3.3.29. Nao vamos nos alongar mais nesse assunto, além de dizer
que ¢ possivel provar que todas as esferas de dimensdo maior que 1 sdo simples-
mente conexas e que o circulo, como deve parecer dbvio, ndo o ¢, embora isso
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também requeira prova. Em particular, todos os quocientes de S3 pela agdo de
um grupo finito sdo 3-variedades cujo recobrimento universal € a 3-esfera.



Neste capitulo, vamos explicar como equipar variedades tridimensionais com ge-
ometrias e quais sdo as geometrias tridimensionais possiveis. Certamente, todos
conhecemos bem a variedade tridimensional R3 — a mie de todas 3-variedades — e
estamos bem acostumados a sua geometria euclidiana. O que pode ser menos 6b-
vio ¢ que existem também outros tipos de geometrias, em particular as chamadas
geometrias ndo euclidianas, tanto em espagos compactos quanto ndo compactos.
Aqui vamos sobretudo estudar a geometria esférica tridimensional — a geometria
“natural” da 3-esfera — mas falaremos também sobre a geometria hiperbolica que,
apesar de ser muito comum em dimensédo 3, é pouco conhecida, exceto entre espe-
cialistas.

Antes de discutirmos geometrias nas 3-variedades, devemos voltar ao inicio
e perguntar-nos o que exatamente temos em mente quando falamos de “geome-
tria”. A nossa intui¢do, influenciada sem duvida pelas nossas vidas tridimensi-
onais, sugere-nos que propriedades geométricas tém a ver com a medi¢do de ta-
manhos de “formas” ou “objetos” geométricos. Isso inclui a medi¢do de distan-
cias, por exemplo, com uma régua ou fita métrica, e a medi¢ao de angulos, com
um transferidor ou um outro instrumento. Nesse contexto, a tridimensionalidade
refere-se a ideia de trés direcdes perpendiculares, ao longo das quais podemos me-
dir distancias, ou seja, ao fato que muitos dos objetos tridimensionais na nossa
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vida quotidiana possuem comprimento, largura e profundidade. Em termos mais
matematicos, ja vimos que as propriedades geométricas como distincias e angu-
los t€ém mais “rigidez” que as propriedades topologicas: dois espagos topoldgicos
homeomorfos podem ter aparéncia geométrica diferente, como, por exemplo, o
toro bidimensional de revolugdo e o toro bidimensional “quadrado” discutidos na
Secao 3.1.1.

Mesmo supondo que concordamos que distdncias e dngulos devem ser as no-
¢oes basicas de geometria, ndo ¢ imediatamente 6bvio como definir essas nogdes
numa 3-variedade geral. Dentro da variedade ndo ha nem réguas nem transferi-
dores, e mesmo se os tivéssemos, o processo de medigdo com eles exigiria que
fossemos capazes de alinhar a nossa fita métrica com a linha que pretendemos
medir ou o nosso transferidor com o angulo. O significado da palavra “alinhar”
ndlo ¢ sequer claro neste contexto' — como saber se o processo de “alinhar” pre-
serva as propriedades geométricas dos nossos instrumentos de medi¢ao? — e como
podemos falar de propriedades “geométricas” sem termos definido primeiro a ge-
ometria? Quer dizer, como podemos nos certificar de que os instrumentos néo
foram distorcidos no processo de alinhamento e que vao funcionar corretamente
por toda parte? Quais as maneiras corretas de transporta-los e alinha-los? Ja que
produtores de instrumentos de medig¢ao raramente oferecem garantia internacional
contra defeitos de fabricagdo, seria dificil encontrar um que ofereca garantia valida
em outros universos.

Para evitar o problema de transporte e alinhamento de instrumentos de medi-
¢do, podemos imaginar que nos foram disponibilizados uma régua e um transferi-
dor em cada ponto do espago. 1sso elimina a necessidade de transportar os instru-
mentos de um ponto a outro e, nessa situagdo, podemos, sim, inventar maneiras
sofisticadas de medir distancias e &ngulos, mas encontramos uma outra dificuldade:
ndo temos jamais uma nocao de escala global, ja que agora usamos instrumentos
“independentes” em cada ponto do espago. Para comparar os instrumentos locali-
zados em pontos diferentes, seria necessario alinha-los e é exatamente disso que
estamos abrindo mao: € essa a maneira que decidimos “resolver” o problema e
temos de aceitar, como consequéncia, que a medicdo de angulos e distancias den-
tro de uma variedade é um processo inerentemente local, sujeito a uma escala de
comprimentos e angulos que depende de onde estamos.

Essa ideia da localidade dos conceitos de comprimento e de angulo, que va-
riam suavemente de ponto a ponto, constitui a esséncia de geometria riemanniana,
assim chamada em homenagem a Bernhard Riemann (1826—1866). O artigo filo-

'mas seré esclarecido quando falarmos de isometrias



165

sofico revolucionario de Riemann (1868) e os desenvolvimentos matematicos a
ele relacionados criaram uma nova fundagfo para a geometria moderna de varie-
dades suaves. Nao vamos discutir aqui, nem de longe, toda a teoria de variedades
riemannianas, mas hd muitos livros excelentes e de facil leitura sobre o assunto,
notadamente o livro do Carmo (1988): encorajamos a leitora a dar uma olhada
nesse e em outros livros para aprender mais sobre o assunto.

Por agora, vamos nos limitar a um sumario bastante simplificado do que Rie-
mann propds. O produto escalar em R”, definido na Equacéo (1.4.5), permite-nos
calcular comprimentos de vetores e angulos entre vetores usando as féormulas:

vl = V{v,v), cos £(v,w) = M (4.0.1)

VIl twil®

Deste modo, o produto escalar contém e determina todas as propriedades da ge-
ometria euclidiana em R”. Como um exemplo mais sofisticado, consideremos
uma curva em R”, parametrizada pelo parametro ¢ € [0, 1], ou seja, uma fungdo
y :[0,1] - R”, dada em coordenadas por y(t) = (y1(1), y2(t),....ya(t)) € R™.
Supondo que todas as componentes y; sdo fungdes diferenciaveis (1 < i < n), 0
comprimento da curva y ¢ dado pela equacao

1
L) = [ V@0) + (h©0) + - + () .
0

A grande raiz quadrada na formula acima ¢, na verdade, o comprimento do vetor
tangente y'(t) = (y](t),....yy(t)) a curva y e, por isso, podemos simplificar a
formula acima para

1
L(y) = /0 1@l dt.

Vamos agora descrever como repetir essas constru¢cdes numa variedade su-
ave M. Mesmo que ndo saibamos quase nada sobre M, temos, em cada ponto
p € M, o espago tangente T, M cujos elementos sdo vetores tangentes a M no
ponto p. Como T, M ¢ um espago vetorial, queremos introduzir algum tipo de
produto escalar em 7, M para cada p € M. Assim, chegamos a ideia de uma mé-
trica riemanniana em M, que ¢, essencialmente, uma escolha “razoavel” de um
produto escalar em cada espaco tangente 7, M . Mais precisamente, uma métrica
riemanniana na variedade diferenciavel M é uma escolha de formas bilineares
simétricas {( -e) p}p e €M cada espago tangente Tp M, satisfazendo trés pro-
priedades adicionais:
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(i) (v,v)p = Oparacadav e T,M;
(ii) (v,v), = 0se e somente se v = 0;
(iii) A forma bilinear (-, -), depende suavemente do ponto p.

A primeira propriedade acima garante que podemos associar, a cada vetor tan-
gente v e Tp,M, o comprimento de v definido como /(v,V),. A segunda pro-
priedade diz que o tnico vetor de comprimento 0 € o vetor trivial 0 € T, M ; fi-
nalmente, a terceira propriedade garante que a geometria ndo faz coisas estranhas
quando viajamos pela variedade M .

Com essas defini¢oes, podemos comegar a medir distancias e angulos na va-
riedade M. Por exemplo, o comprimento de uma curva suave em M na métrica
riemanniana ¢ dado pela mesma férmula que usamos em R”: para uma funcdo
suave y : [0, 1] = M, definimos

1 1
L(y) = /0 1Y Oy dt = /0 VI @,y ), dt.

onde o subindice “y(¢)” lembra-nos do fato que agora o produto escalar ndo é um
objeto global, mas, ao invés disso, temos de usar as formas bilineares (-, - ), em
cada um dos pontos p = y(¢) visitados pela curva. Analogamente, o cosseno de
um angulo entre duas curvas diferenciaveis pode ser calculado usando, na formula
a direita em (4.0.1), o produto escalar no ponto de intersecdo entre as duas curvas.

4.1 Variedades riemannianas e suas isometrias

Dada uma variedade suave M, existe tipicamente um nimero enorme de possi-
veis geometrias riemannianas em M, cada uma delas com sua propria maneira de
medir distancias e angulos. Entretanto, o nosso principal objeto de estudo serdo ge-
ometrias riemannianas particularmente “bonitas”, ou seja, geometrias com muita
simetria.

No que segue, o termo variedade riemanniana vai se referir a uma variedade
suave M equipada com uma métrica riemanniana. Nesta se¢do, vamos conside-
rar as simetrias de uma variedade riemanniana M, ou seja, as transformagdes in-
versiveis que preservam tanto a estrutura da variedade suave quanto a geometria
riemanniana de M. Tais transformag¢des sdo chamadas de isometrias e definidas
rigorosamente abaixo.
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Definicdo 4.1.1. Seja M uma variedade suave com uma métrica riemanniana
{(-, *)p}pem. Um difeomorfismo ¢ : M — M ¢é uma isometria de M se, para
cada ponto p € M e cada par de vetores tangentes v, w € T), M, vale a igualdade

(VoW)p = (DYp (V). DYp(W))y - (4.1.1)

O conjunto de todas as isometrias de M ¢ denotado por Isom(M). Além disso,
quando a variedade M ¢ orientada, o grupo de isometrias que preservam a orien-
tagdo de M ¢é denotado Isom™ (M).

Exercicio 4.1.2. Verifique que os conjuntos Isom(M) e Isom™ (M) sdo grupos
com a operag¢do binaria o de composicao de fungdes.

Quando um ponto p € M ¢ levado a um outro ponto ¥ (p) por uma isome-
tria ¥ € Isom(M), entdo a Equacao (4.1.1) diz que o produto escalar de vetores
tangentes em i (p) pode ser calculado em termos do produto escalar em p. Em
outras palavras, as propriedades geométricas locais em p e em ¥ (p) sdo “as mes-
mas”, isto €, comprimentos e angulos ndo mudam quando objetos geométricos sdo
transformados por isometrias.

Consequentemente, se uma variedade riemanniana possui muitas isometrias,
elas nos permitem “alinhar” os instrumentos de medigao, ou seja, usar um instru-
mento em varios lugares diferentes na variedade. Na situagdo ideal, a variedade
admite uma colec@o de isometrias suficiente para levar cada ponto a cada outro
ponto, ou seja, mover um instrumento de medi¢ao de um lugar inicial a qualquer
outro lugar. Além disso, precisamos da capacidade de rodar os instrumentos de
medigdo livremente, ou seja, de levar cada dire¢do a cada outra dire¢do. Vamos
agora introduzir nomes um pouco mais altaneiros para essas duas propriedades.

Defini¢do 4.1.3. Seja M uma variedade riemanniana ¢ seja Isom(M) o grupo de
isometrias de M.

(1) A variedade riemanniana M ¢ chamada homogénea se, para quaisquer pon-
tos p,q € M, existe uma isometria Y € Isom(M) tal que ¥ (p) = q.

(i) A variedade riemanniana M ¢ isotrdpica se, para cada ponto p € M e
quaisquer vetores tangentes v,w € T, M, de norma 1, existe uma isome-
tria ¢ € Isom(M) que fixa p e satisfaz Dy (v) = w.

Note que os significados das palavras “homogéneo” e “isotropico” da defini¢ao
acima sdo diferentes — mais restritivos — do que em alguns outros livros; veja
também a Observagao 4.4.8. Logo veremos que R” é um exemplo de variedade
riemanniana que possui ambas as propriedades, mas também veremos que existem
outros exemplos de variedades com esse tipo de simetria.
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4.1.1 Isometrias da geometria euclidiana

Por agora, vamos centrar a nossa atengdo no espago n-dimensional R” com sua
geometria euclidiana, determinada pelo produto escalar definido em (1.4.5), ou
seja, o produto

(x,y) =x1y1+ -+ Xnyn. (4.1.2)

Como discutido acima, o produto escalar (4.1.2) ¢ um exemplo muito especial
de uma métrica riemanniana. Para que desenvolvamos a intui¢do certa sobre va-
riedades riemannianas, devemos sempre nos lembrar que todas as propriedades
“globais” consideradas aqui sdo na verdade propriedades /ocais (mesmo que elas
sejam “constantes”).

Para comegar, vamos analisar difeomorfismos de R” com derivadas constantes.
Suponhamos primeiro que ¥ : R” — R” ¢ um difeomorfismo e que sua derivada
satisfaz Dy, = id : T,R" — T,R", ou seja, a matriz jacobiana de v ¢ a
matriz identidade em cada ponto p. Explicitamente, escrevendo x = (X1, ..., Xz)
ev(x) = (1/f1(x1, e X))y Ya (X1, X)L U (X, ,xn)), a propriedade
Dy = id diz que, paratodo i, j € {1,...,n}

Wi _ A

™ =1 e ax; =0, quandoi # j.

Como consequéncia dessa hipétese, o valor ¥ (x), em qualquer ponto x € R”,
pode ser calculado como

Y(xX) = Y(x1,X2,...,Xn)

X1 8w
=w(0,x2,...,xn)+/ —(t,x2,...,xp) dt
0o 0x1
X179 0
=1ﬁ(0,x2,...,xn)+/ Wi W)y, (4.13)
0 8x1 8x1

X1
= w(O,xz,...,xn)+/ (1,0,...,0)dt
0
=¥(0,x2,...,x5) + (x1,0,...,0).

Continuando esse processo com as demais coordenadas x3, . . ., X, , obtemos, apos
n integragoes,

¥ (x) = ¥(0) + x. (4.1.4)

Até ao presente ponto, 0s nossos célculos basearam-se apenas na analise em véarias
variaveis reais, resultando na Equacdo (4.1.4). Entretanto, para estabelecer essa
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equacdo, precisamos de utilizar a hipotese muito forte que a derivada D seja
constante e igual a matriz identidade em todos os pontos.

Vejamos agora como estabelecer a Equacao (4.1.4) sob a hipotese mais fraca de
Y € Isom(R"), juntamente com mais uma pequena hipotese, a que vamos chegar
no processo. O fato que ¥ € uma isometria diz-nos que ¥ preserva o produto
escalar euclidiano, ou seja, satisfaz

(DYp(v), DYp(W)) = (v, W), (4.1.5)

para todo p € R” e para quaisquer vetores v,w € R". Note que fizemos aqui
mais do que uma simples repeti¢do da Equacdo (4.1.1) — pois usamos também o
fato que a métrica riemanniana em R” ¢ dada pelo produto escalar em todos os
pontos: (-, -)p = (-, -). Além disso, identificamos os espagos tangentes 7,R",
em cada p € R”, com o espaco R” ele mesmo, algo que ¢ feito 99% do tempo,
embora tacitamente, em calculo de varias variaveis.

Uma observagdo imediata € que o lado direito da Equacao (4.1.5) ndo depende
do ponto p. Em particular, quando u € R” é um vetor unitario fixo ¢ quando
p = X+ tu, entdo a derivada do lado direito em relagdo a variavel ¢ ¢ igual a zero.
Consequentemente, a derivada do lado esquerdo ¢ também zero:

d

dt ’t=0
A igualdade acima vale para todos vetores v, w € R”, e para cada u € R”. Como
o produto escalar é ndo degenerado, podemos concluir que, na verdade, temos

d
il

onde DYx4sy € @ matriz jacobiana da transformacgdo i no ponto p = x + fu, ¢
onde o lado direito representa a matriz zero.”

Gragas a Equacao (4.1.6) ndo precisamos postular que a derivada de i seja
igual a identidade por toda parte. Ao invés disso, podemos fazer essa suposi¢ao
apenas na origem. Assim, chegamos a hipotese mais fraca Dy = id : TH)R" —
ToR™, suficiente para concluir, usando a Equagdo (4.1.6), que D é na verdade
constante e igual a identidade em todo R”.

(DYxtru(V), DYxyra(w)) = 0.

DYt =0, (4.1.6)

Exercicio 4.1.4. Justifique a ltima afirmagdo. Dica: Utilize a técnica introduzida
na Equacdo (4.1.3).

2 A derivada de uma matriz de fungdes é simplesmente a matriz formada pelas derivadas dessas
fungdes.
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O resultado das calculagdes feitas acima pode ser enunciado como o seguinte
lema.

Lema 4.1.5. Se ¢ € Isom(R") satisfaz Dy = id, entdo a igualdade (4.1.4) vale
para todo x € R".

Vamos agora elaborar uma descri¢@o concreta do grupo Isom(R"), caracteri-
zando quais difeomorfismos ¥ : R” — R”" sdo isometrias da geometria euclidiana.
Primeiro, vamos considerar um difeomorfismo ¥ que fixa a origem 0 € R”, ou
seja, que satisfaz ¥ (0) = 0. Para simplificar a notagdo, vamos denotar por J a
matriz jacobiana de y na origem, ou seja, / = D1/y. Conforme a Equacdo (4.1.5),
se ¥ ¢ uma isometria da geometria euclidiana, entdo a matriz J satisfaz

(JV, JW) = (v,w) 4.1.7)

para todos vetores v,w € R”. Quem resolveu os Exercicios 1.4.5, ja sabe que o
conjunto de matrizes n x n satisfazendo (4.1.7) é de fato o grupo O(n) de matrizes
ortogonais. Por outro lado, quando A € O(n) ¢ qualquer matriz ortogonal, entdo
a transformagdo x +— Ax (tratando x como um vetor-coluna, como sempre) é
também uma isometria da geometria euclidiana em R”.

Exercicios 4.1.6. a) Seja A uma matriz n x n. Mostre que a derivada da transfor-
magao linear x — Ax € constante e igual a matriz A.

b) Usando a Defini¢ao 4.1.1, verifique a afirmacao feita imediatamente acima des-
ses exercicios. Em outras palavras, mostre que a transformagéo x — Ax ¢ uma
isometria da geometria euclidiana, desde que A € O(n). Dica: Aplique o re-
sultado do item anterior.

Voltemos ao nosso raciocinio e expliquemos, novamente, o que estamos fa-
zendo. Suponhamos que ¥ € Isom(R”) ¢ uma isometria que satisfaz y(0) = 0.
Quando J = D1y, entdo J € uma matriz ortogonal e, com sua ajuda, podemos
produzir uma outra isometria f(x) = Jx, que também fixa a origem. Segundo
o resultado do Exercicio 4.1.2, a composi¢do f~! o ¢ é também uma isometria.
Além disso,

(fov)0) = f~1(y()=f10)=0, ¢
D(ftoy)=J"1J=id.

Aplicando o Lema 4.1.5, concluimos que a composi¢io f ! oy satisfaz

(fTlop)®=(""oy)0 +x=0+x=x,
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ou seja, ! o é a identidade — o elemento neutro do grupo Isom(R"). Isso
significa que f = ¥, ou seja, que a isometria ¥ ¢ dada pela formula ¥ (x) = Jx
para todo x € R”. Vamos recordar essa observacdo como um teorema.

Teorema 4.1.7. Cada isometria euclidiana  : R" — R”" que fixa a origem
0 € R” tem a forma W (x) = AX para uma matriz A € O(n). Reciprocamente,
cada matriz A € O(n) determina uma isometria euclidiana.

Naturalmente, existem também isometrias de R” que ndo fixam a origem. Por
exemplo, a translagdo pelo vetor b € R”,

(X) =x+b (4.1.8)
leva a origem 0 € R” ao ponto b.

Exercicio 4.1.8. Mostre que, para qualquer vetor fixo b € R”, a translagdo 1y,
¢ uma isometria da geometria euclidiana. Sugestdo.: Calcule a derivada de 1, e
verifique que ela satisfaz a Equagdo (4.1.5).

Para completar a nossa descrigdo do grupo Isom(R"), vamos combinar as iso-
metrias da forma ¥ (x) = Ax para A € O(n) com as translagoes da forma (4.1.8).
Como composigoes de isometrias sdo isometrias também, obtemos dessa maneira
as isometrias afins dadas pela equagao

¢(x) = Ax+b, A€0(®m), beR" (4.1.9)
O seguinte teorema afirma que todos os elementos de Isom(R”) tém essa forma.

Teorema 4.1.9. Cada isometria ¢ € Isom(R") da geometria euclidiana tem
a forma (4.1.9) para uma unica matriz ortogonal A € O(n) e um unico vetor
b € R™.

Demonstragdo. Seja ¢ € Isom(R") uma isometria qualquer e definamos

b = ¢(0) € R”. A composi¢do ¥ := 7_p o ¢ é, entdo, uma isometria de R”,
onde t_y, € a translagdo pelo vetor —b. Desta forma, temos

¥(0) = (t—p ) (0) = (¢(0)) —=b=b—b =10,

ou seja, ¥ € uma isometria que fixa a origem. Gragas ao Teorema 4.1.7, existe uma
unica matriz A € O(n) tal que ¥ (x) = Ax. Como consequéncia, para qualquer
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x € R”, temos

identidade

——
¢ (x) = (m © 7-p) 0 P(%)
=1p0 (r_b ) ¢)(X)
= (o ¥)(x)
= Ax +b. O

Exercicios 4.1.10. Considere o grupo de translagées de R",
TsI(R") = {1, : b € R"}.
a) Mostre que o grupo Tsl(R") é isomorfo ao grupo aditivo R”.

b) D& um exemplo de um grupo G para o qual existe um homomorfismo
h : Isom(R") — G com Kers = Tsl(R"”). Conclua que TsI(R") é um sub-
grupo normal de Isom(R").

c) Mostre que as transformagdes ortogonais O(n) formam um subgrupo de
Isom(R"), mas ndo um subgrupo normal.

Voltemos por um momento a nossa observa¢ao intuitiva que € sempre possi-
vel “alinhar” os instrumentos de medi¢ao em R”, ou seja, que podemos encontrar
isometrias de R” que levam cada ponto a cada outro ponto e, a0 mesmo tempo,
levam cada dire¢do a cada outra dire¢do. Essa primeira propriedade implica que
todos os pontos em R” s@o “os mesmos” geometricamente — em particular, ndo
podemos determinar onde estamos em R3 usando apenas a geometria ao nosso
redor. A segunda propriedade exprime a realidade de R” ndo ter nenhuma direcdo
preferida — todas as dire¢des sdo “as mesmas”. Em termos praticos, um nave espa-
cial precisa de estrelas ou outros objetos de referéncia no céu para se orientar no
espaco — perceber sua propria orientagdo em um espago R completamente vazio
¢ impossivel.

Usando a terminologia da Defini¢do 4.1.3, podemos dizer que o espago eucli-
diano n-dimensional R” é um exemplo de uma variedade homogénea e isotropica,
mas achamos importante que o leitor veja em detalhe como essas propriedades
intuitivamente dbvias correspondem a nossa descri¢do abstrata de Isom(R") esta-
belecida no Teorema 4.1.9.

Exercicios 4.1.11. a) Usando Definicdo 4.1.3 e o Teorema 4.1.9, verifique que
R™ é uma variedade riemanniana homogénea e isotropica.
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b) Como enunciado na Defini¢do 4.1.1, o conjunto de isometrias de R” que pre-
servam a orientagdo ¢ denotado por Isom™ (R”). Mostre que Isom™ (R”) ¢ um
subgrupo normal de Isom(IR").

¢) Mostre que todas as transformagdes ¥ € Isom™ (R”) tém a forma

Y (x) = Ax + b, onde A € SO(n) eb € R”.

4.2 Geometria da 3-esfera

A descoberta, no século XIX, de geometrias ndo euclidianas, revelou que o R” ndo
¢ a inica geometria “bonita” em dimensdo n. Em particular, as esferas S” consti-
tuem exemplos extremamente interessantes de variedades homogéneas e isotropi-
cas. Nesta secdo, vamos discutir a geometria esférica, principalmente em dimen-
sdo 3, e formalizar a ideia intuitiva da geometria esférica ser “bonita”, mostrando
que ela ¢ homogénea e isotropica, assim como o R”. Porém, veremos também
algumas diferencas entre a geometria euclidiana de R” ¢ a geometria esférica —
ndo euclidiana — de S™. Uma dessas diferencas, muito importante, ¢ topoldgica e
¢ obvia para quem estudou o Capitulo 3: esferas sdo variedades compactas. Uma
maneira com que isso se manifesta do ponto de vista geométrico ¢ que a geome-
tria esférica fornece modelos de universos finitos (de volume finito, em particular),
que “se fecham sobre si mesmos”.

Como no Capitulo 1, vamos tratar a n-esfera S” como a esfera unitaria em
n+1
R+

8" = {(x1,X2, ..., Xn41) € R 433+ +x2,, =1

Se p = (x1,...,Xp41) € um ponto em S”, entdo o espago tangente 7,S" é um
subespaco vetorial de R”*1 resultando da translagdo até a origem do subespago
tangente afim que passa por p.

Para determinar os espagos tangentes explicitamente para todo n = 1, precisa-
mos de alguns fatos de andlise real — fatos que provavelmente todos aprendemos
no passado, mas que relembramos aqui mesmo assim. Se F : R¥ — R ¢ uma
fungio suave, entdo o gradiente de F num ponto x = (x1, ..., xz) € R¥ é o vetor

oF oF oF
VF(x) = (E(X), E(X)’ ey E(x)) .

Um ponto critico de F é qualquer ponto y no qual V F(y) = 0. Pontos criticos sdo,
informalmente, os pontos nos quais o grafico de F se torna “horizontal”. Vamos
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também precisar do conjunto de nivel zero de F,
Z=F10)={xeRF: F(x) =0}

Suponhamos agora que Z # & e Z ndo contém nenhum ponto critico de F'. Nessa
situagdo, o conjunto de nivel Z é uma variedade suave, de dimensao k — 1, dentro
de R¥. Além disso, para qualquer ponto x € Z, o espago tangente 7xZ consiste
de vetores ortogonais ao gradiente de F em X,

T\Z = {veR¥: (v, VF(x)) = 0}. (4.2.1)

Para compreender o que tudo isso significa, pensemos primeiro no caso de
k = 2. Nesse caso, o grafico de uma fun¢do suave F = F(x, y) é uma super-
ficie em R3, que corta o plano xy ao longo do conjunto Z. A hipdtese que Z
ndo contém pontos criticos de F' garante que o grafico de F nao se torna “horizon-
tal” perto do plano xy, fazendo, portanto, um angulo positivo com ele, em cada
ponto de intersecdo. Nos exercicios abaixo, vamos verificar que o conjunto Z ¢
uma variedade suave unidimensional nesse caso. Vamos também justificar a Equa-
¢do (4.2.1) e depois aplicé-la as esferas n-dimensionais.

Exercicios 4.2.1. a) Seja F : R? — R uma fungdo suave para a qual o con-
junto Z = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0} é ndo vazio e nio contém nenhuns
pontos criticos de F'. Mostre que Z é uma variedade suave unidimensional.
Dica: Cartas coordenadas em Z podem ser construidas com ajuda do Teorema
da Fungdo Implicita. Consulte um livro sobre calculo em varias variaveis ou a
Wikipédia para refrescar a sua memoria desse teorema.

b) Quando F : R? — R, como no item anterior, mostre que o espago tangente a
Z num ponto (x, y) € Z ¢é perpendicular a V F(x, y), estabelecendo assim a
Equagdo (4.2.1)no casode k = 2.

c¢) Pense sobre como generalizar os resultados dos itens anteriores ao caso de k
geral e descreva, com palavras ou com equagdes, quais modificacdes essa ge-
neralizacdo introduz.

d) Realize a n-esfera S™ como o conjunto nivel de zero Z de uma fungdo suave
F. Calcule VF.

e) Dado um ponto p € S”, obtenha uma descri¢do do espago vetorial 7, S"
usando (4.2.1).
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f) Mostre que 7, S™ ¢ ortogonal ao vetor p, ou seja, o vetor baseado em 0 ¢
terminando em p.

Gragas aos exercicios acima, temos uma descri¢do explicita dos espagos tan-
gentes a n-esfera como subespagos vetoriais de R”*1. Vamos agora usar essa
descrigdo para introduzir uma métrica riemanniana em S” — um “produto escalar
em cada espaco tangente” — fazendo o mais 6bvio possivel, isto €, simplesmente
restringindo o produto escalar em R ! aos espagos tangentes da esfera.

Defini¢do 4.2.2. A métrica riemanniana esférica em S" ¢é definida pela formula
(v,w)p, = (v, w) (4.2.2)

paracadav,w € T, 5", onde os parénteses angulares no lado direito da igualdade
referem-se ao produto escalar ordinario em R”*1.

Para tornar tudo isso mais concreto, consideremos agora o caso de n = 3, ja
que a 3-esfera € o nosso objeto principal de estudo. Ao olhar a Equacao (4.2.2),
seria talvez tentador dizer que “a métrica esférica de S3 ¢ a restrigdo da métrica
euclidiana de R*”, mas essa frase é correta s6 quando a palavra “métrica” é in-
terpretada como “métrica riemanniana” e, como logo veremos, ¢ falsa se entende
“métrica” como “distdncia” em espacos métricos. Todavia, podemos definir um
conceito de distincia entre pontos em S3 considerando caminhos, dentro de S3,
que nos levam de um ponto ao outro. Como ja discutido na Pagina 166, o compri-
mento de uma curva suave y : [0, 1] — S3, na métrica riemanniana esférica da
Definicao 4.2.2, ¢ dado pela equagao

1
L(y) = / 1Y @] di
0 (4.2.3)

1
= [ V0107 + 0307 + 030) + (40 a.

Deste modo, vamos definir a distdncia entre dois pontos p,g € S3 como o com-
primento do caminho “mais curto” entre eles, ou seja

d(p.q) = inf{L(y) : y(0) = p, y(1) =¢q, y : [0,1] — S> suave}. (4.2.4)

Na sec¢do seguinte, vamos mostrar que d(p, ¢) ¢ uma métrica, no sentido de espa-
¢os métricos, esclarecendo assim que ndo mentimos ao chamarmos d de “distan-

2

cia .
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4.2.1 Distancia riemanniana

Na Equacio (4.2.4), definimos a “distancia” d entre dois pontos na 3-esfera S3.
Como ¢ claro da formula, essa nocao faz sentido em cada variedade riemanniana
conexa M, equipada com uma métrica riemanniana {(-, -),}pep. Para que as
coisas fiquem fAceis e concretas, vamos continuar a trabalhar no caso de S 3, mas
sugerimos que a leitora mais avancada faca essas generalizagdes na sua cabega ao
ler o texto. Como a métrica riemanniana na 3-esfera foi definida pela restri¢do do
produto escalar em R*, talvez a generalizagdo mais acessivel seja as variedades
suaves, compactas, conexas, localmente isometricamente mergulhadas dentro de
R”™. Uma variedade riemanniana M C R”, de dimensdo k < n, é localmente
isometricamente mergulhada em R” se M ¢ suavemente mergulhada em R” (veja
a Pagina 128) e se a métrica riemanniana de M ¢ obtida pela restri¢do do produto
escalar em R” aos espagos tangentes a M, como é o caso das esferas S” C R"+1,

Em geral, a defini¢do de distancia d(p, ¢) da Equagao (4.2.4) € muito compli-
cada: ela necessita que consideremos o conjunto, provavelmente extremamente
infinito, de todos os caminhos suaves entre p e ¢, calculando os comprimentos
de todos esses caminhos e, finalmente, tomando o infimo do conjunto dos compri-
mentos. Obviamente, é impossivel fazer isso na pratica, portanto vamos elaborar,
na se¢ao seguinte, uma abordagem mais agradavel ao problema de calcular dis-
tancias. Mesmo assim, a defini¢do (4.2.4) apresenta certas vantagens do ponto de
vista tedrico — vejamos agora algumas delas.

Lembremo-nos primeiro de que um espago métrico (X, d) é um par ordenado
que consiste de um conjunto ndo vazio X e¢ de uma fungdo d : X x X — R
chamada de distancia. A distancia d tem de satisfazer as seguintes propriedades:

(1) Vx € X, d(x,x) = 0—adistancia de um ponto a si mesmo ¢é zero;

(i) Vx,y € X, d(x,y) = d(y, x) —adistancia nao depende da ordem dos dois
pontos;

(iii) Vx,y,z € X, d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) —adesigualdade triangular.

Como quase sempre acontece na teoria de espagos métricos, a desigualdade
triangular ¢ a propriedade mais dificil de estabelecer e vamos pedir para o leitor
provar as propriedades i e ii acima.

Exercicio 4.2.3. Mostre que a distancia d definida na Equagio (4.2.4) satisfaz as
condi¢des i € ii.
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9 Figura 4.2.1: A prova da desigualdade triangular
numa variedade riemanniana.

Como a definicao (4.2.4) usa infimos, uma maneira direta de demonstrar a
desigualdade triangular seria aplicarmos a propriedade A C B =—> inf B < inf A4,
que vale para todos conjuntos A, B C R. Para essa ideia funcionar, B teria de
ser o conjunto de comprimentos de caminhos de x a z, enquanto A teria de ser
o conjunto de somas de comprimentos de caminhos de x a y com comprimentos
de caminhos de y a z. Como podemos estabelecer a inclusaio A C B? Cada
numero a € A éasoma L(y) 4+ L(8) de comprimentos de dois caminhos suaves

6 :[0,1] — S3, onde y(0) = x, y(1) = 6(0) = y e (1) = z, como ilustrado
na Figura 4.2.1. O nosso objetivo ¢ mostrar que a € B, ou seja, que existe um
caminho suave 8, indo de x a z, cujo comprimento é a. Mais precisamente, 8
deve satisfazer as seguintes propriedades:

B:[0,1] = S C R B() = (B1(), B2(0), B3(1), Ba(0)); (4.2.5)
Bi ¢é diferenciavel para todoi € {l1,...,4}; (4.2.6)

B0) = x, p(1) = z, L(B) = L(y) + L(0). (4.2.7)

A ideia mais 6bvia de construir 8 é como um caminho composto, que atravessa
primeiro a rota do caminho y e depois 6:

y(2t), quando 0 <

Fro = 6(2t — 1), quando 1 5 <

<1
~ 27
r<1. (4.2.8)

A imagem do caminho B* pode ser vista na Figura 4.2.1, como a unido das ima-
gens dos dois caminhos y e 6. Entretanto, ha um pequeno problema que a leitora
provavelmente ja observou — na linha (4.2.6) postulamos que as componentes de
B sejam fungdes diferenciaveis e, de fato, a definicdo de L(8) envolve as deriva-
das delas. Infelizmente, o caminho composto mostrado na Figura 4.2.1 faz um
canto pontiagudo no ponto y, enquanto a nossa intui¢do sugere que curvas com
tais cantinhos néo sdo suaves — a diferenciabilidade da curva §* definida na Equa-
¢20 (4.2.8) ndo ¢ garantida no ponto ¢ = % Por outro lado, vimos na Secdo 3.2.3
que a nossa intui¢do de suavidade acaba sendo errada em muitas situagdes e, por
1$s0, vamos continuar a investigar.
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Nos exercicios abaixo, vamos resolver o problema do cantinho em y modi-
ficando a defini¢do de 8* de tal modo que a curva resultante 8 tenha uma para-
metrizacao diferenciavel e satisfaca todas as propriedades nas Equagdes (4.2.5)
a (4.2.7). A ideia geral dessa construgdo € a seguinte: imagine conduzindo um
carro ao longo da imagem de *, como na Figura 4.2.1. O caminho é dado, entdo
existe uma s6 maneira de rodar o volante de modo que o carro fique na estrada, mas
ao se aproximar ao ponto y com velocidade positiva, seria preciso rodar o volante
com uma velocidade angular enorme. Como cada motorista habilitado sabe, nao
¢ possivel ajustar a posi¢ao do volante infinitamente rapido: para manter controle
sobre o veiculo, é preciso desacelerar antes de curvas — quanto mais pronunciada
a curva, menor a velocidade segura para percorré-la. Essa ldgica sugere que, para
passar seguramente o cantinho — uma curva na qual é necessario mudar a dire¢do
ao longo de um espaco “infinitamente curto”— precisamos de reduzir a velocidade
a zero. A curva 8 que vamos construir terd a mesma imagem em S> que a curva
B* — ela seguira o mesmo trecho, que consiste de y ¢ de 6 — e a tinica diferenga
no nosso estilo de conducao sera no uso do acelerador e do freio. Em geral, essa
operacao ¢ chamada reparametrizagdo da curva.

Exercicios 4.2.4. Considere a fungdo real f definida pela formula

x2, quandox =0

f(x) = (4.2.9)

0, quandox < 0.

a) Explique exatamente por que f € continua e diferenciavel no ponto x = 0.
Mostre que a derivada f’ é continua.

b) Utilize a fun¢do f para construir uma bije¢do s : [0, 1] — [0, 1] que satisfaz
as seguintes propriedades:

* s é diferenciavel e s'(t) = O paratodo 0 < ¢ < 1.

* s/(t) = 0 somente no ponto ¢ = %
¢) Em geral, considere uma curva suave y : [0, 1] — M e uma fungdo de repara-
metrizagdo, ou seja, uma bije¢do diferenciavel s : [0, 1] — [0, 1]. Mostre que a

reparametrizagdo ndo muda o comprimento da curva y, isto €, L(y) = L(y os).

d) Considere a curva parametrizada 8 : [0, 1] — S3 definida como a composi-
¢do B(t) = B *(s(t)). Supondo que as curvas y e 6 tenham parametrizagdes
suaves (de classe C*°), mostre que § satisfaz todas as propriedades nas Equa-
coes (4.2.5) a (4.2.7). Dica: Aplique os resultados dos itens anteriores.
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e) A curva 8 construida acima tem uma parametrizacao diferenciavel de derivada
continua (C1), mas ndo necessariamente de classe C¥. Explique como modi-
ficar a fungdo f de Equagdo (4.2.9) para produzir uma curva 8 cuja parametri-
zacdo tem derivadas continuas até a ordem k.

f) Use fungdes C *° de suporte compacto para construir uma verséo de 8 de classe
C*®°, ou seja, com derivadas continuas de todas ordens.

g) Seja B a curva suave (de classe C*°) construida no item anterior. Mostre que
a imagem de B ndo ¢ uma I-variedade suavemente mergulhada em S3.

h) Volte ao inicio e explique como os resultados dos exercicios acima implicam
que a distancia d definida na Equacgao (4.2.4) satisfaz a desigualdade triangular.

Como todos os argumentos acima funcionam em cada variedade riemanni-
ana M, a distancia riemanniana sempre torna M em um espago métrico. Natu-
ralmente, para escrever as formulas explicitamente, em coordenadas reais, temos
de transportar tudo para R” utilizando cartas coordenadas, que foram introduzidas
na Defini¢ao 3.2.3.

Vejamos agora algumas propriedades mais concretas da distdncia riemanni-
ana, desta vez trabalhando verdadeiramente na 3-esfera. A defini¢do de d(p, q)
na Equagdo (4.2.4) implica que, se conhecemos um caminho explicito y entre
p ¢ ¢, entdo a distancia d(p, q) tem de ser menor ou igual ao comprimento de
y: d(p,q) < L(y). Nos exercicios abaixo, vamos utilizar isso para estimar algu-
mas distincias na 3-esfera.

Exercicios 4.2.5. a) Considere o caminho suave
y 10,1 = 83, y(t) = (0,0, cos(2xt), sin(27t)). (4.2.10)

Calcule o vetor-derivada y’(t) e use a formula (4.2.3) para encontrar o compri-
mento L(y) de y. Qual a distancia entre y(0) e y(1)?

b) Sejam N = (0,0,0,1) o polo norte e S = (0,0,0,—1) o polo sul de S3.
Mostre que d(N, S) < =, construindo um caminho explicito de N a S com
comprimento igual a 7. Sugestdo. Modifique a definicdo do caminho (4.2.10).

¢) Considere o ponto P = (0,1,0,0) € S3. Usando fungdes trigonométricas,
como nos itens anteriores, escreva a formula de um caminho y entre P e o polo
norte N. Calcule o comprimento de y para obter um majorante de d(P, N).



180 4. Geometria tridimensional

4.2.2 Isometrias das esferas

Para finalizar a nossa descri¢do da métrica riemanniana nas esferas S”, vamos
pensar um pouco sobre os grupos de isometrias Isom(S5”). O Teorema 4.1.7 diz
que cada matriz ortogonal A € O(n + 1) determina uma isometria de R”*1!, dada
pela equagdo ¥ (x) = AXx, e que, portanto, v fixa a origem 0 € R”*!. Sendo uma
isometria euclidiana, ¥ preserva o produto escalar de vetores em R”*1, que deu
origem a métrica riemanniana de S”. Como  leva a esfera S” a si propria — veja
aEquacao (1.4.9) —arestricdo de ¥ a S” é certamente uma isometria da geometria
esférica! O teorema abaixo diz que todas as isometrias esféricas t€ém essa forma.

Teorema 4.2.6. Isom(S™) = O(n + 1), Isom™ (S") = SO(n + 1).

Como poderiamos provar esse teorema? Ja vimos que cada matriz ortogonal
A € O(n + 1) determina um elemento ¢ € Isom(S"); sabemos também que ¥
preserva orientacdo se o somente se A € SO(n + 1) C O(n + 1). Mas como
podemo-nos assegurar que fodas as isometrias das esferas surgem como restrigoes
de transformagdes ortogonais dos espacos euclidianos ambientes? Suponhamos
que ¥ € Isom(S™) e definamos a seguinte transformagdo de R”*+1:

Ix]l - (IIx ™" - x), sex # 0,

U RS R g(x) =
0, sex = 0.

(4.2.11)

Quando x € S, ou seja, quando ||x|| = 1, temos ¥ (x) = ¥ (X), isto &, ¥ prolonga
¥ ao espaco euclidiano ambiente: ¢ = J ‘ gn- Para concluir a prova do Teore-
ma 4.2.6, basta que justifiquemos que ¥ & uma transformagao ortogonal de R”*1,

Seja p um ponto qualquer na n-esfera S”. No Item f dos Exercicios 4.2.1,
mostramos que o espago tangente 7, S" é um subespago n-dimensional de R7+1
perpendicular ao vetor p — o vetor baseado em 0 e terminando em p. Isso sugere
que devemos considerar a decomposicdo ortogonal de R* 1 no subespago gerado
por p e o espago tangente 7, S™: ¢ um exercicio de algebra linear mostrar que cada
vetor v e R*+1 pode ser decomposto, de modo tnico, como uma soma

v=pp+t plt, (4.2.12)

onde o vetor t ¢ tangente a esfera em p, ou seja, t € 7, S™ e onde p € R. Essa
decomposigao ¢ visualizada, no caso de n = 2, na Figura 4.2.2. Nos exercicios
a seguir, vamos concluir a prova do Teorema 4.2.6, mostrando que a transforma-
¢do Y, definida na Equagdo (4.2.11), é ortogonal.
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Figura 4.2.2: Dado um ponto
p € S?, cada vetor v € R? pode
ser decomposto, de modo Unico,
como a soma de um vetor t tan-
gente 3 esfera S? no ponto p e
de um miltiplo pp do vetor p que
vai da origem 0 ao ponto p:

v=pp+t

Exercicios 4.2.7. a) Para qualquer vetor v € R”*! e para um ponto p € §”,
considere a decomposi¢do de v dada na Equacdo (4.2.12). Usando o Item f dos
Exercicios 4.2.1, mostre que a derivada D/, de ¥ no ponto p preserva essa
decomposigdo, ou seja, mostre que as imagens das duas partes da decomposi-
¢do produzem uma nova decomposi¢ao ortogonal no ponto @( p). Dica: Para
uma transformagio diferenciavel 7 de R” ! em si mesmo, a imagem D Tp(w)
pode ser calculada como a derivada direcional,

d
DTp(w) = o T(p+tw).

=

b) Usando a hipotese que i é uma isometria de S” e o resultado do item anterior,
mostre que, para quaisquer vetores v, w € R”T1 vale a igualdade

(DYp(v), DYp(W)) = (v, W), (4.2.13)
onde as derivadas sdo calculadas em qualquer ponto p € S”.

¢) Mostre que, para cada r > 0, a transformagdo y leva a esfera S(0, r) de raio r,
centrada na origem, a si mesma.

d) Para um ponto p € R”T1\ {0}, denotemos por r = ||p|| > 0 a distancia eucli-
diana entre p e a origem. Generalize o resultado do Item f dos Exercicios 4.2.1
ao caso do espaco tangente T (S (0, r)) a esfera S(0, r) no ponto p.

e) Usando as notagdes do item anterior, generalize a decomposi¢do ortogonal
dada na Equacdo (4.2.12) ao casode p € S(0, r).
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f) Generalize a Equacdo (4.2.13) ao caso de p € S(0, r) para qualquer r > 0.

g) Verifique que a transformagao 1; ¢ diferenciavel na origem. Dica: Em geral,
para mostrar que uma aplicacdo 7 : R* 1 — R”*1 ¢ diferenciavel na origem,
¢ necessario encontrar uma matriz X de tamanho (n + 1) x (n 4+ 1) tal que,
para cada vetor unitario u € S” e para ¢ > 0, temos

. T(eu)—T(0) —eXu
lim

e—>0 &

=0.

Para encontrar X, aplique o resultado do Item a dos Exercicios 4.1.6.
h) Use o item anterior para estender a igualdade (4.2.13) ao ponto p = 0.

i) Conclua dos Itens f e h acima que 1; ¢ uma isometria euclidiana que fixa a
origem e aplique o Teorema 4.1.7 para finalizar a prova do Teorema 4.2.6.

4.3 Descricio intrinseca da geometria esférica

Na se¢do anterior, consideramos a 3-esfera S como um subconjunto de R* e defi-
nimos a métrica riemanniana em S3, restringindo o produto escalar euclidiano aos
espagos tangentes da esfera. A vantagem principal dessa abordagem “extrinseca”
¢ que ela nos permite trabalhar em coordenadas explicitas e que tudo se baseia no
calculo em varias variaveis, uma disciplina que todos provavelmente estudamos
em um passado mais ou menos distante. Assim, as nossas defini¢des formais de
variedades suaves e de métricas riemannianas reduzem toda a geometria ao cal-
culo em R”, oferecendo uma certeza solida de que nio nos estamos enganando na
nossa descri¢do desses espacos abstratos.

Ao mesmo tempo, essa redugdo da geometria ao calculo ¢ apenas isso: uma
reducdo, escondendo as motivagdes e as imagens mentais que guiavam os matema-
ticos desenvolvendo essa fascinante teoria. Em particular, a abstragdo matematica
da se¢do anterior escondeu talvez o significado intuitivo das nogoes de angulo e
distancia. Por exemplo, quando usamos a geometria euclidiana no nosso dia-a-dia,
conseguimos medir distancias sem considerar o conjunto de todos os caminhos en-
tre os dois pontos e sem tomar o infimo dos comprimentos deles. Ao invés disso,
sabemos que a maneira certa de medir distancias € ao longo de linhas retas, que
minimizam as distancias. A seguir, vamos definir as curvas geodésicas, que mi-
nimizam — pelo menos localmente — as distancias numa variedade riemanniana.
Depois, vamos descrever as linhas geodésicas na 3-esfera — que vao desempenhar
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o papel das linhas retas na geometria euclidiana — e também os planos geodésicos,
analogos aos planos em R3. Obviamente, todas essas construgdes baseiam-se, por
fim, em calculos e equagdes, inclusive equagoes diferenciais, que ndo discutiremos
em detalhe. O leitor interessado pelas formulagdes precisas, detalhadas e gerais
dessas ideias deve consultar o livro de M. P. do Carmo (1988) ou outras fontes
externas.

O segundo objetivo desta se¢do é introduzir maneiras mais intuitivas, “intrinse-
cas”, visuais e qualitativas, de percebermos a geometria da 3-esfera. Nao ¢ muito
natural incluirmos em todos os nossos calculos o espago inteiro R*, no qual a
3-esfera S3 é localmente isometricamente mergulhada. Se vivéssemos dentro da
3-esfera, ela seria todo nosso universo e ndo teriamos nenhum conceito do R*
“ambiente”, exatamente como, na vida nossa quotidiana, também ndo percebemos
0 n0sso espago 3-dimensional como um subconjunto de um espaco de dimensio
superior.® Ja vimos uma possivel maneira de estudar S> sem referéncia ao espago
ambiente: no Teorema 2.3.4, identificamos S 3 com o grupo matricial de Lie SU(2).
Porém, ndo dissemos nada sobre como seria viver e medir angulos e distancias em
SU(2) ou S3.

4.3.1 Geodésicas na esfera

Para comegar, lembremo-nos dos Exercicios 4.2.4, onde analisamos reparametri-
zagoes de curvas suaves numa variedade riemanniana. Suponhamos que
y : [0,1] — S§3 é uma curva suave com a propriedade adicional que o vetor
tangente y’(¢) ¢ diferente de zero, para cada t € (0,1). Como consequéncia, o
comprimento L(y) da curva é positivo — na verdade cada pedago y ([ll, ]) C S3,
para quaisquer 0 < #; < f, < 1, tem um comprimento positivo.

Exercicio 4.3.1. Justifique a ultima afirmacgao.

A reparametrizagdo mais util de todas, pelo menos em geometria diferencial,
usa o comprimento parcial da curva — a distdncia ao longo curva até ao presente
momento — como o parametro ele proprio. Em outras palavras, vamos postular
que o parametro real da curva continuamente meca o comprimento ao longo dela
até o ponto em que estamos.

Definicao 4.3.2. Seja M uma variedade riemanniana qualquer. Com as notagdes
introduzidas acima e com L = L(y) > 0, a parametrizacdo pelo comprimento de

3 A rejeicdo da teoria de cordas por uma grande parte dos fisicos modernos deve-se, pelo menos
parcialmente, a esse fato.
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arco da curva y € a parametrizagdo suave

Vil0.L] = M. y(s)=y((s)),

onde ¢t = t(s) ¢ a unica fungédo diferenciavel ¢ : [0, L] — [0, 1] para a qual o
comprimento do pedago ¥ ([0, b]) éigual a b, paratodo b € [0, L].

Exercicios 4.3.3. a) Mostre que umacurva y : [0, L] — M ¢ parametrizada pelo
comprimento de arco se e somente se o seu vetor tangente satisfaz ||y’ (s)|| = 1.

b) Conclua, do ponto anterior, que a parametrizagdo pelo comprimento de arco ¢
unica, desde que ela exista.

c) Encontre a parametrizagdo pelo comprimento de arco da curva y definida na
Equagdo (4.2.10).

d) Pense como vocé mostraria que cada curva y : [0,1] — M, satisfazendo
y'(t) # 0 para todo ¢ € (0, 1), admite uma parametrizag¢do pelo comprimento
de arco. Sugestdo: Imagine visualmente como construir a fungdo t = #(s).

e) Explique porque a hipdtese y'(t) # 0 é necessaria e dé um exemplo de uma
curva suave que ndo tenha uma parametrizacio pelo comprimento de arco.

Vamos agora usar curvas parametrizadas pelo comprimento de arco para defi-
nir linhas geodésicas, ou seja, curvas que minimizam localmente a distancia entre
pontos. No caso da geometria euclidiana, as geodésicas sdo, claro, linhas retas
ou, mais precisamente, segmentos de retas. Entretanto, como exatamente sabe-
mos que um segmento de reta constitui o caminho mais curto entre dois pontos
em R” — o caminho tdo “obviamente” mais direto entre eles, que até a palavra
di-reto contém essa informag@o? Uma possivel estratégia de elaborar uma res-
posta matematicamente rigorosa ¢ analisarmos os possiveis pequenos desvios do
caminho da linha reta. Essa abordagem pertence a area da matematica chamada
calculo de variagdes, ¢ baseia-se na ideia de considerar o comprimento como uma
fun¢do da curva: y — L(y). O dominio dessa fungdo é um “espaco de curvas”,
uma “variedade de dimensdo infinita”, que pode ser realizada na pratica como um
subconjunto de um espago de Fréchet — um espacgo vetorial topologico, no qual a
topologia ¢ imposta por uma familia enumeravel de seminormas. Espagos de Fré-
chet sdo um assunto importante em analise funcional, mas infelizmente discuti-los
aqui nos afastaria demais do nosso tema de geometria riemanniana. Vamos entao
mencionar apenas o seguinte: os espagos de Fréchet sdo metrizaveis e, por isso,
podemos tomar limites neles como em qualquer espago métrico — desse modo, a
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Figura 4.3.1: Um carro atra-
vessa uma linha geodésica na 2-
esfera S2 localmente isometrica-
mente mergulhada dentro de R3.
Se a geodésica é parametrizada
pelo comprimento de arco, como
t — y(t), e a variavel t representa
o tempo, entdo a velocidade y’(¢)
é um vetor de comprimento cons-
tante, igual a 1, em cada ponto da
trajetéria. A aceleracio a = y”(¢)
é devida somente a forma geomé-
trica da esfera, e ndo a quaisquer
acdes do motorista, que mantém
rapidez constante e nunca roda o
volante.

derivada ¢ definida como “o limite, quando 7 — 0, ...”, da maneira usual. Para
que y seja o minimo de L, y tem de ser um ponto critico da funcdo L, ou seja, um
zero da derivada de L no espago de Fréchet.

Uma maneira mais simples — mas talvez menos intuitiva — de descrever as li-
nhas geodésicas € por meio de suas propriedades cinematicas. Suponhamos que
temos uma curva y que se comporta como uma “linha reta generalizada”: o que
“experimenta” um veiculo viajando ao longo dela? Podemos imaginar que a curva
¢ parametrizada pelo comprimento de arco, € que o parametro ¢ € [0, L] também
representa o tempo, ou seja, y(¢) ¢ a posigdo do veiculo no instante #. Assim,
usando o Item a dos Exercicios 4.3.3, vemos que a “rapidez” do veiculo tem de se
manter igual a 1 todo o tempo, mas isso ndo implica que a velocidade, entendida
como o vetor tangente y’(¢), seja constante. Como um exemplo mais concreto,
vamos pensar na superficie da Terra, considerada como a 2-esfera S2, localmente
isometricamente mergulhada em R3. Na Figura 4.3.1, vemos um carro que viaja
ao longo de uma linha geodésica em S? — um circulo maximo (como veremos a
seguir), nesse caso o equador. Da perspetiva do motorista, a estrada parece per-
feitamente reta e ndo € preciso sequer segurar o volante: com um carro anfibio, a
leitora pode comecar em Macapa em diregao a leste, dormir e acordar vendo Port-
Gentil, no Gabao, a direita; almogar em Mbandaka, na Republica Democratica do
Congo; tomar um banho no Lago Victoria, em Kampala, Uganda; ver a paisagem
do Quénia e da Somélia; depois ver muito do Oceano Indico até passar pela Ilhas
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Maldivas; passar pela ilha de Sumatra, na Indonésia; ver em seguida Malaca e
depois Singapura a esquerda; passar pela ilha de Bornéu e varias outras ilhas da
Indonésia; tocar a ponta norte de Papua, ainda na Indonésia; depois passar varios
dias dormindo e acordando no Oceano Pacifico até chegar as Ilhas Galapagos e, se
estiver em alta velocidade, quase cair dentro da cratera do vulcao Wolf na Ilha Isa-
bela; depois chegar ao Equador continental; ver Quito a sua direita; passar pelo sul
da Colombia; entrar na Amazonia brasileira e finalmente voltar a Macapa. Tudo
1SS0 sem jamais encostar no volante.

Mesmo assim, do ponto de vista do espago ambiente R3, a trajetéria do carro
¢ curva, porque o vetor velocidade, apesar de ter comprimento constante, conti-
nua a girar ao redor do eixo do planeta. Do ponto de vista “ambiente”, a acele-
ragdo a = " (¢) do carro é um vetor que sempre aponta na dire¢do do centro da
Terra, como mostra a figura. Essa aceleracdo, no entanto, ndo & perceptivel pelo
motorista porque ela tem direcdo ortogonal a superficie do terreno e o carro ndo
tem a liberdade de viajar nessa direcdo. Nesse sentido, a “acelera¢dao” é apenas
uma ilusdo, proveniente da forma geométrica da esfera dentro de R3, mas nio re-
lacionada a esfera em si — vamos, entfo, a partir de agora, desconsidera-la e fazer
a seguinte defini¢do.

Definicdo 4.3.4. Seja M uma variedade riemanniana, localmente isometricamente
mergulhada em R”, ¢ seja y uma curva suave dentro de M, parametrizada pelo
comprimento de arco. Dizemos que y é uma geodésica se a aceleragdo y” (1),
considerada como um vetor em R”, ¢ perpendicular ao espago tangente T, ;) M,
para cada .

Podemos também exprimir essa propriedade em termos de equagoes diferenci-
ais: se y ¢ uma curva suave em M, entdo y ¢ uma geodésica, parametrizada pelo
comprimento de arco, precisamente quando

'@y m) =1, @30

(y"(r),t) =0, paratodote T)qM. o
Gragas aos teoremas sobre a existéncia e unicidade de solugdes de equacdes di-
ferenciais ordinarias, sabemos que geodésicas existem e sdo Unicas, dadas certas
“condicdes iniciais”. Nesse caso, as condi¢des iniciais consistem de um ponto da
variedade M, do qual a geodésica sai, e de um vetor tangente nesse ponto, de
norma 1, que determina a direcdo inicial da geodésica. Mais precisamente, para
cada ponto p € M e cada vetor tangente v € T, M de norma 1, existem um
namero ¢ > 0 e uma Unica curva geodésica y : [0, ] — M, parametrizada pelo
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comprimento de arco, satisfazendo y(0) = p e y’(0) = v. Na verdade, no caso de
variedades metricamente completas e, em particular, variedades compactas, nao
precisamos nos preocupar com o numero ¢ porque cada geodésica pode ser prolon-
gada sem limite em ambas as diregoes, isto €, as equagdes (4.3.1) tém uma solugio
y : R — M, sujeita as condi¢des inciais y(0) = p e y'(0) = v.

A nossa descri¢ao cinematica de curvas geodésicas, como as “curvas de movi-
mento sem aceleragdo”, ¢ uma boa analogia com as linhas retas em R”, mas nao
explica porque as curvas geodésicas minimizam, pelo menos localmente, distan-
cias na variedade. Em geral, esse ¢ um teorema bastante avangado, ¢ ndo temos
aqui as ferramentas necessarias para estabelecé-lo. Vamos, entretanto, mencionar
em breve os principais atores nessa estoria. Na Se¢ao 2.4.1, introduzimos a apli-
cacdo exponencial exp : su(2) — SU(2). Vamos tratar SU(2) como o grupo
de quatérnios unitarios, ou seja, a esfera S 3. e vamos identificar su(2) com o
espaco euclidiano R3 de coordenadas (u, v, w) introduzidas na Equagdo (2.4.1).
Desse modo, podemos pensar na aplicagdo exponencial como numa transforma-
¢doexp : R® — S§3, que tem a curiosa propriedade de levar subespagos unidimen-
sionais de R3 a geodésicas em S 3 — veja em particular Item d dos Exercicios 2.4.10.
Curiosamente, ¢ possivel construir uma aplicagdo exponencial exp : TyM — M
em cada variedade riemanniana M . Essa aplicagdao também leva subespagos unidi-
mensionais de 7, M a geodésicas que saem de p. Mais precisamente, cada vetor
tangente w € T, M pode ser escrito como w = ¢V para um vetor unitario v e
um escalar ¢ = 0, sendo assim exp(w) o ponto de M atingido ao viajarmos a dis-
tancia ¢ ao longo da tnica geodésica que sai de p na direcdo de v. Depois de se
estabelecer certas propriedades da aplica¢do exponencial — incluindo o “Lema de
Gauss” — ¢ possivel, finalmente, mostrar que curvas geodésicas minimizam local-
mente as distincias entre dois pontos.

No caso da 2-esfera S2, as linhas geodésicas sdo os circulos maximos, fato
que ¢ usado por navegadores e linhas aéreas para minimizar a distincia e, conse-
quentemente, reduzir os custos com combustivel. Vamos agora ver que a situagao
¢ a mesma em todas as esferas: as geodésicas nelas sdo exatamente os circulos
maximos, em qualquer dimensao.

Teorema 4.3.5. Para qualquer n = 1, as geodésicas em S" sdo exatamente os
circulos maximos.

Para demonstrar o teorema, vamos primeiro observar que isometrias de S”
levam geodésicas a outras geodésicas, porque elas preservam toda a geometria.
Achamos uma boa ideia que o leitor resolva o seguinte exercicio, verificando que
nio mentimos aqui.
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Figura 4.3.2: Construcdo do circulo C a partir
de um ponto p na esfera e de um vetor unitério v,
tangente a esfera no ponto p. O circulo C tem a pro-
priedade de passar por p com vetor tangente v, e foi
definido como a intersecdo da esfera com o plano W.
O plano W é um subespaco linear bidimensional ge-
rado pelos vetores v e p, que sempre sdo linearmente
independentes.

Exercicio 4.3.6. Suponhamos que ¥ € Isom(S”) é uma isometriae que y : R —
S™ & uma curva geodésica em S”, parametrizada pelo comprimento de arco. Mos-
tre que acurva ¢y oy : R — S§” também ¢ uma geodésica parametrizada pelo
comprimento de arco.

Estamos agora prontos para provar o Teorema 4.3.5, cuja ideia geral ¢ a se-
guinte. Vamos comecar com qualquer geodésica y dentro da n-esfera e construir
uma isometria ¥ que preserva essa geodésica, ou seja, satisfaz ¥ (y) = y. Essa
ultima igualdade sera facil de estabelecer, porque bastara verificarmos que ¥ pre-
serva as condigdes iniciais da equagao diferencial (4.3.1), e a unicidade de solugdes
fara o resto. No tltimo passo da prova, vamos mostrar que a tnica curva fixada
pela isometria ¥ é um circulo e vamos concluir, assim, que y tem de ser esse
circulo.

Demonstragdo do Teorema 4.3.5. Como sempre, vamos tratar a n-esfera S” como
aesfera unitariaem R” 1. Para cadaponto p € S” e cada vetor unitario v tangente
nesse ponto, existe uma tnica geodésica y : R — S” que passa por p na dire¢do
de v ao tempo ¢t = 0, ou seja, que satisfaz

() =p, Y'(0)=veT,S". (4.3.2)
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A nossa tarefa é mostrar que y parametriza um circulo méaximo.

Vamos denotar por p o vetor baseado na origem e terminando em p —em outras
palavras, o vetor p tem as mesmas coordenadas que o ponto p. Como mostramos
no Item f dos Exercicios 4.2.1, o vetor p ¢ perpendicular ao espago tangente 7, S”,
que contém o vetor v. Por isso, 0s vetores unitarios p e v sdo ortogonais e, con-
sequentemente, linearmente independentes. O espago bidimensional gerado por
eles, W = span{p, v}, é, geometricamente, um plano que passa pela origem de
R"*1 ¢ corta a n-esfera ao longo de um circulo méaximo C = W N S”. Em par-
ticular, o ponto p pertence ao circulo C, enquanto o vetor v é tangente a C em p,
como mostrado na Figura 4.3.2 no caso de n = 2.

A geodésica y ¢ completamente determinada pelas suas condigdes iniciais
(4.3.2), entdo nosso objetivo agora é mostrar que y € de fato uma parametrizacio
do circulo C, que também passa por p com vetor tangente v. Para esse fim, va-
mos considerar a isometria ¢ € Isom(S”), definida como a reflexdo no plano W.
Explicitamente, se x € R”*1 ¢ um vetor qualquer, entio x admite uma tinica de-
composicdo ortogonal x = w 4+ y, onde w € W ey ¢ ortogonal a W. Nessa
notagdo, ¥ (x) = ¥ (w +y) = w—y. Como ¥ é uma isometria de R” ! fixando
a origem, temos ¥ € O(n + 1) e, gragas ao Teorema 4.2.6, ¥ € Isom(S”). Em
particular, ¥ leva a geodésica y a uma outra curva geodésica ¥ (y). Ao mesmo
tempo, ¥ fixa o plano W ponto a ponto, entdo valem as igualdades ¢ (p) = p e
Dvrp(v) = v, implicando que a geodésica () também passa por p na dire¢do
do vetor tangente v, ou seja, que ¥ () satisfaz as mesmas condigdes iniciais (4.3.2)
que a curva original y. Pela unicidade de solugdes de equagdes diferenciais, temos
de fato ¥ (y) = y, ou seja, W(y(t)) = yp(t) para todo . Em outras palavras, o
ponto y(¢) sempre pertence ao conjunto de pontos de R”*1 fixados pela transfor-
macao ¥, isto €, o plano W. Por isso, y toma valores em W, isto €, y parametriza
ocirculoC = W N S™. O

Dado que as curvas geodésicas desempenham o papel de linhas retas da geo-
metria euclidiana, podemos continuar com essa linha de raciocinio e nos perguntar
como definir superficies analogas aos planos euclidianos? A defini¢do usual, que
usaremos aqui também, é baseada na seguinte propriedade dos planos em R”: uma
vez que um plano contém um segmento de reta, entdo esse plano contém toda a
reta determinada pelo segmento.

Definicao 4.3.7. Seja M uma variedade riemanniana. Uma superficie F' suave-
mente mergulhada em M ¢é chamada fotalmente geodesica se, para cada ponto p €
F e para cada vetor unitario tangente a superficie v € T, F, a (inica) geodésica
Y = Vp,v, qQue passa por p na dire¢do de v, esta totalmente contida em F'.
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Uma parte importante da defini¢do acima € que F' deve ser uma superficie, ou
seja, uma variedade conexa de dimens@o 2. Mesmo assim, podemos definir, mais
geralmente, subvariedades suaves totalmente geodésicas de qualquer dimensao.

No caso especifico das esferas S”, podemos construir uma geodésica C a partir
de um ponto p e um vetor tangente v € 7, S”, como visualizado na Figura 4.3.2.
Na verdade, o vetor v gera um subespaco unidimensional de 7, S™, o espago 7, C,
tangente ao circulo maximo (uma 1-variedade) mergulhado suavemente em S”.
De maneira andloga, um subespago bidimensional V, de 7, S" determina uma
esfera bidimensional em S” — uma esfera mdxima. Por construgdo, essa esfera
bidimensional contém circulos maximos em todas suas dire¢des tangentes, sendo
portanto, a esfera bidimensional, de raio 1, centrada na origem de R**+1: essas sdo
as superficies totalmente geodésicas dentro da n-esfera unitaria S”. No exercicio
abaixo, vamos estabelecer uma versdo geral dessa construgao.

Exercicio 4.3.8. Tratando a n-esfera S” como a esfera unitaria em R”*1, consi-
dere um ponto p € S” e um subespago vetorial k-dimensional Vj de 7, S", onde
1 < k < n. Mostre que existe uma unica k-esfera de raio 1, contida dentro de
S, que passa pelo ponto p e cujo espago tangente & V. Sugestdo: Generalize a
construgdo do circulo C da Figura 4.3.2.

4.3.2 Geometria esférica sintética

A secdo anterior tem um papel similar ao da parte tedrica de um curso de paraque-
dismo: nela estabelecemos o sentido “esférico” das palavras comumente usadas
em geometria. Mas chegou a hora de treinar de verdade, fazendo saltos dentro
da 3-esfera. Além do paraquedas dos Capitulos 1 a 3, incluimos a Tabela 4.3.1,
essencialmente um pequeno diciondrio de significados esféricos dos conceitos ba-
sicos. Para definir objetos geométricos mais complicados, podemos aplicar esse
dicionario e traduzir as defini¢cdes euclidianas para a lingua esférica.

Por exemplo, na geometria euclidiana, define-se o triangulo como “uma re-
gido do plano limitada por trés segmentos de retas”. Usando o dicionario da Ta-
bela 4.3.1, um tridngulo esférico ¢ uma regido de uma esfera maxima, limitada
por tré€s arcos de circulos mdaximos. A imagem esquerda da Figura 4.3.3 mostra
um triangulo esférico exemplar.

Com o paraquedas nas costas e toda a preparagdo teorica, convidamos agora
a leitora para dar o primeiro salto para dentro da 3-esfera e resolver os seguintes
exercicios.
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Nome euclidiano

191

Nome esférico

3-variedade simétrica R3 S3

ponto ponto ponto
geodésica linha reta circulo maximo
superficie totalmente plano esfera maxima

geodésica

bidimensional

meétrica riemanniana

produto escalar

meétrica esférica

distancia riemanniana

distancia euclidiana

distancia esférica

n-variedade simétrica

Rn

Sn

subvariedade k-dimensional

totalmente geodésica

hiperplano
k-dimensional

esfera maxima
k-dimensional

Tabela 4.3.1:

Um dicionario que relaciona as no¢cdes mais basicas da geometria
euclidiana aquelas da geometria esférica.

Figura 4.3.3: Esquerda: Um tridngulo esférico é um pedaco da 2-esfera limitado
por trés arcos de circulos maximos. Direita: Uma estrada na direcdo oeste-leste.
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Exercicios 4.3.9. a) A imagem direita da Figura 4.3.3 mostra uma estrada indo

b)

d)

e)

2

h)

na direcdo oeste-leste, ou seja, ao longo de um paralelo de latitude. Imagine-se
conduzindo um carro por essa estrada e descreva a posi¢ao do volante durante
a viagem.

Considere, na 2-esfera unitaria S2 C R3, os trés pontos: X = (1,0,0),
Y =(0,1,0), Z = (0,0, 1). Calcule os angulos do tridngulo (esférico!) XY Z.

Encontre a area esférica do triangulo X Y Z do item anterior.

Vamos agora considerar discos esféricos dentro da 2-esfera S2. Dado um ponto
A € S? e um namero real r € (0, ), o disco esférico centrado em A, de raio
r, € o conjunto de todos os pontos da 2-esfera que ficam a distancia (esférica!)
menor ou igual a r do ponto A:

D(A,r) ={x € 8% :dg (A, x) <rl. (4.3.3)

Mostre que, para quaisquer dois pontos A, B € S?, osdiscos D(A,r)e D(B,r)
sdo congruentes.

A area de um disco euclidiano de raio r ¢, claro, wr2. Decida se a area do

disco esférico D(A, r), definido na Equagao (4.3.3) acima, € maior ou menor
de 772 e por qué.

Substitua S por S? na Equacio (4.3.3) e compare o volume da bola esfé-
rica D(A,r) C S3 com o volume duma bola euclidiana do mesmo raio.

No espago euclidiano R3, para cada plano IT e qualquer dngulo «, existe uma
reta que faz o dngulo @ com I1. Use o dicionario da Tabela 4.3.1 para traduzir
essa afirmagao para a lingua esférica e mostre que a propriedade traduzida vale
também em S 3.

No espago euclidiano R3, para cada plano IT e qualquer angulo o, existe um
outro plano que faz o dngulo o com [1. Como no item anterior, estabeleca
a mesma propriedade em S3. Descreva o conjunto de interse¢do entre dois
planos em S3 e compare a situagio com o caso euclidiano.

EmR3, dois planos Iy, I, sdo paralelos quando ITy = [T, oully NIl = 2.
O que é que se pode dizer sobre planos esféricos paralelos dentro de S3?
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j) Um urso saiu de casa e passeou 1 km na dire¢do sul, depois virou para esquerda
e caminhou 1 km na direcao leste, virou para esquerda mais uma vez ¢ andou
mais 1 km na direcdo norte. Ao fim desse passeio de 3 km, o urso chegou a
sua casa. Qual a cor do urso?

Vamos agora pensar um pouco sobre as isometrias esféricas e analisar como
elas transformam o espago ao redor de um observador que vive dentro da 3-esfera.
No Teorema 4.2.6, mostramos que as isometrias de S> que preservam a orien-
tagdo sdo exatamente as transformagdes ortogonais do espago ambiente R* que
preservam a orientagdo e que fixam a origem. Portanto, essas transformagdes cor-
respondem aos elementos do grupo matricial SO(4). Uma maneira 1til de pensar
em SO(4) é por meio do Teorema 2.4.17, que nos diz, efetivamente, que todas as
isometrias de 3 podem ser obtidas por multiplicagio simultinea, & direita e a es-
querda, por quatérnios unitarios. Na teoria, essa informagao algébrica ¢ tudo o que
precisamos saber, mas achamos que a forma melhor, pelo menos em geometria, ¢
ver e imaginar, e, por isso, queremos encorajar o leitor a fazer isso.

Pensemos primeiro sobre o espago euclidiano R3, dentro do qual vamos es-
colher uma linha reta ¢ C R3. Existem duas importantes familias de isometrias
euclidianas que preservam £: as rotagdes ao redor de £ ¢ as translagées ao longo
de £. Embora tenhamos uma ideia intuitiva do que essas transformacdes fazem,
precisamos de defini¢Ges rigorosas, que possam depois ser traduzidas para a lingua
esférica. Uma possivel descrigdo de uma rotagdo ao redor de £ é como uma isome-
tria que preserva a orientagdo do espaco e que fixa, ponto a ponto, a linha £. Ao
contrario, as translagdes ao longo de £ ndo fixam £ em geral, mas elas preservam
essa reta, ou seja, levam £ a si mesma. Além disso, as translagdes preservam tam-
bém os planos que contém £, ou seja, se I1 ¢ um plano euclidiano tal que £ C 1,
entdo uma translagdo ao longo de £ leva o plano I7 a si mesmo.

Utilizando o nosso dicionario da Tabela 4.3.1, podemos definir as rotagéoes es-
féricas como as isometrias da 3-esfera que preservam a orientacdo € que fixam,
ponto a ponto, um circulo maximo. Analogamente, as translagdes esféricas pre-
servam: a orientacdo de S3, um circulo maximo, e também cada esfera maxima
bidimensional que contém esse circulo. Vejamos agora algumas das propriedades
dessas transformacgoes.

Exercicios 4.3.10. a) Considere o circulo C = {(cost,sent,0,0) : t € R}, um
circulo maximo na esfera unitaria S3 C R*. Vamos orientar C na direcio
do crescimento do parametro ¢ e considerar, para cada b € [0,27), a transla-
¢do 7(C, b) ao longo de C pela distancia b, no sentido da orientagdo de C. D&
uma descrigdo algébrica de t(C, b), como uma matriz em SO(4) ou por meio
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de multiplicagdo quaternidnica.

b) Justifique por que a translagdo t(C, b) do ponto anterior é, a0 mesmo tempo,
uma rotagdo ao redor de uma outra geodésica C’. Encontre C’.

¢) Generalize o resultado dos itens anteriores, mostrando que cada translacdo es-
férica ao longo de uma geodésica C ¢, simultaneamente, uma rotagao ao redor
de uma outra geodésica C’. Descreva, em geral, a relagdo entre C ¢ C’, sem
se referir ao espago ambiente R*.

4.4 Variedades geométricas

Como vimos na se¢do anterior, a geometria da 3-esfera S3 possui varias propri-
edades bastante similares as da geometria euclidiana, mas ha também diferencas
importantes. Uma delas € que a soma de dngulos num tridngulo esférico sempre
ultrapassa 7 e, ao contrario do que acontece no mundo euclidiano, depende da
drea do tridngulo. Outra diferenca importante é que S3 é um espago topologico
compacto ao contrario do R3.

Na Secédo 3.2, estudamos G-variedades — espagos topologicos com proprieda-
des locais idénticas as de R” — onde o pseudogrupo G determina quais proprie-
dades estamos considerando. Por exemplo, se G € o pseudogrupo de difeomor-
fismos locais de R”, entdo uma G-variedade ¢, precisamente, uma n-variedade
suave. Se quiséssemos definir assim uma n-variedade geométrica, poderiamos
tomar o pseudogrupo G de difeomorfismos que sdo, localmente (sobre cada com-
ponente conexa), isometrias euclidianas. Entretanto, ao escolhermos as isometrias
euclidianas como elementos de G, acabamos transportando a geometria euclidiana
de R” para a variedade. Por isso, para adaptar essa constru¢do a geometria esfé-
rica, ou possivelmente a outras geometrias, ¢ util generalizar a Definigao 3.2.3
um pouco, de modo que seja permitido usarmos um “espaco-modelo” diferente de
R”, por exemplo S”. No que segue, vamos denotar esse espago-modelo por X ¢
a variedade por ele modelada por M. Se a leitora sentir desconforto devido a esse
nivel de generalidade, pode pensar, mais concretamente, em termos dos exemplos
fundamentais de X = R3 ou X = §3.

Para comecar, vamos definir uma isometria local — uma versao local da nog¢ao
da isometria de uma variedade riemanniana.

Definicdo 4.4.1. Seja X uma variedade suave equipada com uma métrica rieman-
niana {( -, -)p}peX e sejam U, V C X dois conjuntos abertos em X. Um difeo-
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morfismo ¥ : U — V é chamado uma isometria local se a derivada D satisfaz
(v, W)p = (DWp (v), Dvyp (W))W(P)

para cada ponto p € U e para quaisquer vetores tangentes v,w € T, X.

O conjunto de todas isometrias locais da variedade riemanniana X, pelo resul-
tado do Item b dos Exercicios 3.2.6, forma um pseudogrupo G em X, chamado,
sem surpresa, o pseudogrupo de isometrias locais de X. Usando o pseudogrupo G,
podemos agora transplantar a geometria local de X a uma outra variedade M.
Como explicamos no inicio deste capitulo, a geometria de uma variedade rieman-
niana geral depende de onde estamos na variedade, entdo esse processo de transpor-
tar a estrutura geomeétrica local da melhores resultados quando X ¢ uma variedade
homogénea e isotropica. Tais variedades t€ém muita simetria e, consequentemente,
muitas isometrias locais.

Defini¢ao 4.4.2 ((X, G)-variedade). Seja X uma variedade riemanniana e seja G o
pseudogrupo de isometrias locais de X. Uma (X, G)-variedade é um par ordenado
(M, U) formado por um espago topologico M, Hausdorff e com base enumeravel,
eum (X, G)-atlas U,

U= {(@r, Up)}rean,

onde A é um conjunto de indices. O (X, G)-atlas U é uma familia de cartas coor-
denadas da forma ¢, : U, — X, onde cada ¢, ¢ um homeomorfismo sobre sua
imagem e onde os dominios abertos Uj, cobrem todo M, ouseja, M = | J; 4 Ua.
Além disso, as cartas do atlas I/ tém de ser G-compativeis, isto €, para quaisquer
duas cartas (¢, U), (¥, V) € U, a troca de coordenadas

poy Ly (UNV)—>oUNV)
€ uma isometria local de X.
A defini¢do acima pode ser ilustrada com a Figura 3.2.1, que ja vimos no Ca-
pitulo 3, mas com X em vez de R”.
4.4.1 Exemplo euclidiano — o 3-toro

Vejamos agora um exemplo concreto duma (X, G)-variedade: o 3-toro “ctibico” T3
(em analogia ao 2-toro “quadrado” 7'?). Nesse exemplo, X = R3e G = &, 0
pseudogrupo de isometrias locais euclidianas. O 3-toro j& foi discutido, na Se-
¢do 3.1.3, onde escolhemos prestar atencdo apenas a seus aspectos topologicos.
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Figura 4.4.1: Esquerda: O 3-toro 73 é uma 3-variedade obtida como um espaco
quociente do cubo unitario em R3, onde as faces opostas s3o identificadas por meio de
translacGes. Em outras palavras, cada ponto numa das faces marcadas A é identificado
com o ponto correspondente noutra face A, de modo que T3 contém s6 uma cépia
de cada ponto em A, e 0 mesmo acontece com as faces B e C. Direita: Num 3-
toro aquatico, um peixe pode nadar livremente em todas as direcées. Como o 3-toro
é uma variedade sem bordo, o peixe nunca encontra qualquer “parede” ou qualquer
outro obstaculo. O peixe na figura, em particular, é um peixe conexo (e esté vivo).

Para construi-lo, comegamos com o cubo unitario [0, 1]> € R3 e colamos faces
opostas por meio de translagoes euclidianas, como mostrado na parte esquerda da
Figura 4.4.1. O espago quociente resultante — o 3-toro 73 — ¢ uma variedade fe-
chada tridimensional, que nio sabemos desenhar dentro de R3, mas que podemos
analisar do ponto de vista de um peixe vivendo dentro dela, como mostra a parte
direita da Figura 4.4.1. Um aquario na forma do 3-toro contém um volume finito
de agua, mas, ao contrario de um aquario tradicional, ndo tem paredes — peixes em
T3 podem nadar livremente em todas as dire¢des, sem encontrar quaisquer obsta-
culos. E, curiosamente, a agua ndo “cai”, ja que ndo ha para onde cair: o 3-toro é
um universo completo, que “se fecha sobre si mesmo”.

Supondo que a dgua seja cristalina e o 3-toro ndo seja muito grande, se o peixe
olhar para frente, ele podera ver a sua propria cauda, como se fosse a cauda de um
outro peixe logo a frente. Analogamente, olhando para direita o peixe vé seu pro-
prio lado esquerdo e olhando para cima vé sua propria barriga. Assim, o peixe tem
a impressao de estar dentro de um cardume infinito de peixes, com companheiros
de ambos os lados, na frente e atras, em cima e embaixo. Supondo que ndo faga
perguntas aos colegas e nem tente se aproximar deles, o peixe vivera feliz para
sempre, sentindo-se sempre acompanhado. Se, no entanto, resolver que gostaria
de conhecer melhor seus companheiros e companheiras, ndo tardaré a enlouquecer
ao perceber que qualquer movimento que faga para se aproximar de qualquer dos
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outros os faz se afastarem dele como o diabo da cruz.

Contudo, se a 4gua em T3 for turva ou se o aquario térico for muito grande,
0 peixe ndo vera a propria cauda e percebera apenas uma vizinhanga de si mesmo.
O peixe formara familia, tera um filho matematico e uma filha fisica, e viveréo
em Aquoépolis. O filho logo dird que é provavel que eles vivam dentro de um
espaco infinito e que, como esse espaco tem comprimento, largura e altura, deve ser
denotado por R3. A filha construird um radio de ondas curtas e comegar4 a tentar
entrar em contato com outros mundos e encontrar vidas extra-aquestres. Qual
ndo sera sua surpresa quando, depois de muitas tentativas, ao fazer modificagdes
que tornam seu radio mais potente, ela ouvira, horas apds enviar novos sinais,
seu radio chiar. Excitadissima, ela continuara a enviar sinais na mesma dire¢ao e
comecara a analisar os sinais que recebe de volta. Percebera que, curiosamente,
sdo aparentemente iguais aos que ela propria envia, € que os recebe na diregdo
exatamente oposta a qual envia os seus. Ela correrd para contar ao irmao e, juntos,
eles pensardo que estdo ficando loucos, ela tentando encontrar outras esferetas,
e ele tentando descrever outras possiveis topologias de possiveis universos. E
resolverdo virar musicos.

Para verificar que T3 é uma 3-variedade euclidiana, ou seja, uma (R3, £)-
variedade, temos de mostrar que cada ponto em T3 possui uma vizinhanga iden-
tificavel com um subconjunto aberto de R3, de modo que todas as trocas de co-
ordenadas sejam isometrias euclidianas locais. E facil encontrar uma boa carta
coordenada para o interior do cubo — de fato, todo o interior do cubo ja ¢ dado
como um subconjunto aberto de R3, o cubo aberto (0, 1)3 ele proprio. Resta-nos
entdo considerar somente pontos que tiveram origem no bordo do cubo e que fo-
ram colados a outros tais pontos. Como o leitor ja sabe do Exercicio 3.1.14, ha
trés casos a serem considerados:

(i) Pontos no interior de uma face do cubo (um quadrado aberto),
(i) Pontos no interior de uma aresta (um segmento aberto),
(iii) Os vértices do cubo.

Vamos denotar por ~ a relagdo de equivaléncia da nossa colagem, de modo que
T3 = [0,1]3/~. No caso i, devemos considerar um ponto p € T3 que é o re-
sultado de colagem de dois pontos p; ~ p» nos interiores das faces opostas do
cubo. Para um ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos construir bolas aber-
tas By, B, C R3, de raio &, centradas nos pontos p; e p, respectivamente, que
ndo tocam outras faces do cubo, como mostrado na parte direita da Figura 4.4.2.
A intersecdo das bolas com o cubo consiste de duas semibolas, mostradas na
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Figura 4.4.2: Esquerda: Para cada par p; ~ p, de pontos nos interiores das faces
do cubo, que d3o origem a um s6 ponto p € T3, podemos construir semibolas que
se tornam uma bola aberta apds a colagem. De forma anéloga, pontos que resultam
da identificacdo de interiores das arestas do cubo tém vizinhancas que podem ser
montadas usando quatro pedacos — quatro quartos de uma bola — gracas a Equa-
cdo (4.4.1). Finalmente, o ponto que resulta da identificacdo dos vértices possui
uma vizinhanca feita de oito oitavos de uma bola euclidiana colados como os oito
“quadrantes” ao redor da origem em R3. Direita: A troca de coordenadas é uma
isometria local: a identidade sobre a semibola aberta B; N (0,1)3 e uma translac3o
euclidiana sobre a semibola aberta By \ [0, 1]>.

parte esquerda da figura. Como a colagem das faces ¢ feita por meio de isome-
trias, essas duas semibolas juntam-se perfeitamente, formando uma vizinhanga
aberta V' C T3 do ponto p = [p1]~ = [p2]~. Seja U a imagem do cubo aberto
(0,1)3 em T3, e consideremos a carta coordenada 6bvia ¢ : U — (0, 1)3. Para o
aberto V C T3, podemos usar a carta ¥ : V — B; C R3, que identifica IV com
a bola euclidiana Bj.

Com essas notagoes, a nossa tarefa ¢ mostrar que a troca de coordenadas entre
¢ e ¥ ¢ uma isometria local. A carta coordenada ¢ leva interse¢do U N V' as duas
semibolas abertas que formam a intersegdo (0, 1)3 N (B; U B,), ou seja, as duas
semibolas dentro do cubo na parte direita da Figura 4.4.2. Ao mesmo tempo, a
intersecdo U N V ¢ transformada por ¥ nas duas metades da bola By — a parte
“esquerda” By \ [0, 1]3 e a parte “direita” By N (0,1)3. Assim, a metade direita
de B acaba onde a queremos, mas a metade esquerda esta fora do cubo e, por
isso, precisa de ser movida, por uma translagdo, sobre a semibola B, N (0,1)3 C
¢(U N V). Mais formalmente, a composi¢do ¢ o ¥~ age como a translagao
B1\[0, 11> — B2N(0, 1)3 e, a0 mesmo tempo, como a identidade sobre a semibola
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aberta By N (0, 1)3. Consequentemente, ¢ o ¥~ !

um elemento de £.

No caso ii, devemos construir vizinhangas abertas de pontos do 3-toro que re-
sultam da colagem das arestas. Como mostrado no lado esquerdo da Figura 4.4.2,
cada vizinhanga em 73 pode ser montada de quatro pedagos — quartos de uma bola
euclidiana — que se combinam perfeitamente, formando uma bola inteira. Nesse
caso, além da hipotese que a colagem ¢ feita por meio de isometrias entre as faces,
precisamos de nos referir ao fato que os angulos entre as faces do cubo sdo retos.
E por isso que os pedagos de bolas tém angulos diedrais iguais a 7 €, consequen-
temente, a soma de angulos ao redor da aresta, apds a colagem, € igual a

¢ uma isometria local, ou seja,

n+7r+7r+n 5 @41

—4+ -4+ -4+ = =27 4.

2 2 2 2

Como aconteceu no caso 1, as trocas de coordenadas sdo isometrias euclidianas.
Finalmente, no caso iii, vemos que todos os vértices do cubo acabam sendo

colados em um so6 ponto do 3-toro. Portanto, uma vizinhanga desse ponto pode ser

feita de oito oitavos de uma bola, de maneira também ilustrada na Figura 4.4.2.

Neste caso, ndo precisamos nos preocupar com os angulos, pois a igualdade (4.4.1)

ja foi verificada acima. Podemos, entdo, concluir que 7’3 ¢ uma 3-variedade eucli-

diana —uma (R3, £)-variedade.

Exercicio 4.4.3. a) Justifique por que as trocas de coordenadas sdao isometrias
euclidianas no caso de vizinhangas de pontos que resultam da colagem das
arestas do cubo.

b) Pense sobre as geodésicas em T3 e dé exemplos delas.
¢) Em vez do cubo unitério, podemos considerar o paralelepipedo
[0,a] x [0,b] x [0,c] C R3,

onde a,b,c¢ > 0. O resultado dessa colagem é um 3-toro euclidiano T(3a by

: 3
Quais dos toros T( b

sUs

o) sdo 1sométricos?

d) Realize o toro T(z’ b.e) do ponto anterior como o quociente de R3 pela agdo de
um subgrupo I < Isom™ (R3).
e) Apos alguns dias, a peixe-fisica desistiu da carreira de musica e voltou a fazer

fisica e a interessar-se em descobrir a forma de seu universo. Que tipo de expe-
rimentos ela poderia fazer para entendé-lo melhor? Seu irméo, sem a parceira
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de grupo, voltou a fazer matematica. Quais universos tridimensionais eucli-
dianos ele poderia inventar para sugerir a irma como possibilidades a serem
testadas?

4.4.2 Colagem geométrica

Na construgdo do 3-toro euclidiano, apresentada acima, o passo mais complicado
era mostrar que as trocas de coordenadas sdo isometrias locais. Essencialmente,
essa propriedade foi consequéncia do fato que os lados do cubo sdo colados por
meio de isometrias euclidianas, nesse caso translacdes. As trocas de coordena-
das acabaram sendo restri¢des dessas isometrias euclidianas aos conjuntos abertos
apropriados — por exemplo, a translag@o visualizada na parte direita da Figura 4.4.2
¢ uma restri¢do da translagio de R3, que relaciona as duas faces do cubo marca-
das C no lado esquerdo da Figura 4.4.1. Assim, o exemplo do 3-toro revela certos
principios gerais que governam a constru¢ao de variedades geométricas por cola-
gem de poliedros. O aspectos topologicos de tais colagens ja foram discutidos na
Secdo 3.3.1, e toda essa discussdo continua a aplicar-se a nossa presente situagao.
Portanto, vamos agora centrar a nossa atengao nos aspectos geométricos, que sao
novos.

Para definir poliedros geométricos, lembremo-nos de que um poliedro em R3
¢ um conjunto compacto e conexo, de interior ndo vazio, limitado por um nimero
finito de faces poligonais — pedacos de planos em R3. Vamos agora generalizar
essa defini¢ao com ajuda do dicionario da Tabela 4.3.1, usando sua primeira co-
luna. Seja X uma 3-variedade riemanniana, que servira como o espago-modelo
para (X, G)-variedades. Um subconjunto compacto e conexo P C X, de interior
ndo vazio, ¢ chamado um poliedro em X se P ¢ limitado por um nimero finito
de pedagos de subvariedades bidimensionais totalmente geodésicas na métrica rie-
manniana de X. Se s € uma aresta do poliedro P, entdo o dngulo diedral ao longo
de s ¢ o angulo entre as duas faces de P que se juntam em s. O angulo diedral
pode ser medido como o angulo entre duas geodésicas, contidas nessas faces, que
intersectam s perpendicularmente no mesmo ponto.

Generalizando o caso do 3-toro discutido na secdo anterior, chegamos as con-
di¢des que garantem a existéncia da estrutura de uma (X, G)-variedade no espago
quociente, que resulta da colagem de um poliedro P C X.

Condicdes 4.4.4. A colagem das faces de um poliedro P C X resulte numa
(X, G)-variedade, desde que se satisfagam as seguintes condigdes:
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(i) As identificacGes entre os pares de faces de P sdo restri¢cdes de isometrias
locais, que preservam a orientagdo, definidas em certas vizinhangas abertas
dessas faces.

(i1) O poliedro P satisfaz as equagoes de colagem, ou seja, a soma de angulos
diedrais nas arestas de P identificadas pela colagem ¢ sempre igual a 2.

(iil) A caracteristica de Euler do espago quociente ¢ igual a zero.

A condicdo iii acima ¢ uma das hipoteses do Teorema 3.3.12, a outra hipdtese
sendo que a colagem seja boa. No exercicio abaixo, vamos verificar que cada
colagem satisfazendo condi¢do i € boa e, assim, o Teorema 3.3.12 vai garantir que
0 espago quociente ¢ uma variedade topologica, desde que a colagem satisfaca
as Condigoes 4.4.4. Como ¢ claro, todas as condigdes estdo satisfeitas na nossa
construgdo do 3-toro,com X = R3,G =&, P = [0, 1]3.

Exercicio 4.4.5. Prove a seguinte afirmacdo geral: quando uma colagem das fa-
ces de um poliedro P satisfaz a condi¢do i acima, entdo os homeomorfismos do
primeiro retorno induzem identidade nas arestas internas, ou seja, a colagem € boa.
Sugestdo: Pense sobre como as identificagdes de colagem agem nas arestas de P.

Na secdo seguinte, veremos exemplos concretos de colagens esféricas, onde
X=S3e¢PCXéum poliedro esférico, mas, antes disso, vamos analisar a ge-
ometria local de uma (X, G)-variedade. Quando X ¢ uma variedade homogénea
e isotropica, ou seja, “todos os pontos ¢ todas as diregdes em X sao os mesmos”,
entdo cada (X, G)-variedade M herda essa propriedade, mas apenas localmente.
Cada ponto p € M possui uma vizinhanga aberta U C M e uma carta coorde-
nada ¢ : U — X, o que nos permite transportar a geometria local de X para U.
Essa geometria local de X ndo depende de onde fica a imagem ¢(U), ou seja, ela
nao muda quando ¢ € substituido com uma composi¢do ¥ o, onde ¥ € Isom(X).
Além disso, a geometria local de M ¢ “a mesma” também em um outro sentido —
ela ndo muda de ponto a ponto, como mostra o seguinte exercicio.

Exercicios 4.4.6. Seja X uma variedade homogénea e isotropica no sentido da
Defini¢ao 4.1.3, e seja G o pseudogrupo de isometrias locais de X. Nos exercicios
abaixo, supomos que M ¢é uma (X, G)-variedade.

a) Mostre que, para quaisquer pontos p, g € M, existem duas vizinhangas abertas
UV C M,com p € Ueq € V, entre as quais existe uma isometria local
Y : U — V satisfazendo ¥ (p) = q.
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b) Mostre que, para qualquer ponto p € M e para quaisquer vetores v,w € T, M
de norma 1, existe uma vizinhanga aberta U C M de p e uma isometria local

Vv :U —=Utalque y(p) = pe Dyp(v) =w.

Definicao 4.4.7. Uma variedade riemanniana M ¢é chamada localmente homogé-
nea se M tem a estrutura de uma (X, G)-variedade, para uma variedade X homo-
génea no sentido da Defini¢ao 4.1.3. Analogamente, se a variedade X ¢é isotropica,
entdo cada (X, G)-variedade M é chamada localmente isotropica.

Observagdo 4.4.8. E comum encontrar os termos “variedade homogénea” e “va-
riedade isotropica” sendo usados para se referir a variedades que chamamos aqui
localmente homogéneas ou isotropicas. As variedades que chamamos homogé-
neas e isotropicas, no sentido da Defini¢do 4.1.3, sdo frequentemente chamadas
variedades simétricas de Riemann em outras obras.

4.5 Colagens esféricas

Nesta se¢do, vamos construir exemplos de (X, G)-variedades quando o espago-
modelo X ¢é a 3-esfera 3, com o pseudogrupo G igual ao pseudogrupo S de iso-
metrias locais esféricas. As variedades resultantes, ou seja, as (S3, S)-variedades,
sdo chamadas variedades esféricas. Como a nossa ferramenta principal, vamos
usar colagens de poliedros esféricos. Em particular, as propriedades da geometria
esférica estabelecidas na Se¢do 4.3.2 vao nos ajudar na construgdo dos poliedros
necessarios para efetuar essas colagens.

Como a geometria local duma variedade esférica ¢ a mesma que a geometria
local da 3-esfera, um observador com visdo limitada, como um peixe em agua
turva, pode ndo ser capaz de perceber a diferenca entre a (S3, S)-variedade ao
seu redor e a 3-esfera S3. Sera que o nosso universo tem a forma de uma des-
sas variedades? Os astrofisicos ndo sabem a resposta, porque a nossa visdo do
universo tem similaridades com a visdo dum peixe em agua turva: o universo ob-
servavel — a luz proveniente do qual teve tempo suficiente para atingir a Terra —
pode constituir apenas uma pequena parte do universo inteiro. Nesta situagdo, um
peixe-fisico iria dizer que ndo faz sentido fazer essas perguntas, porque sem visao
completa do aquario, ndo se pode verificar as respostas. Ao mesmo tempo, um
peixe-matematico tentaria descrever alguns exemplos de possiveis formas de uni-
versos tridimensionais com geometria local esférica, sem precisar saber se de fato
vive e nada em qualquer um deles.
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Figura 4.5.1: Esquerda: Uma lente esférica de dngulo o é uma parte da 3-esfera
limitada por dois planos esféricos que se intersectam com o angulo @. A imagem usa a
projecdo estereografica, o que pode dificultar a percepcio de que as faces da lente sdo
na verdade hemisférios (semiplanos esféricos). Direita: A divisdo do circulo equatorial

da lente em a segmentos iguais induz uma divisdo de cada hemisfério em a tridangulos

congruentes, com os angulos 7., 7, 27”

4.5.1 Espacos lenticulares

Os espagos lenticulares t€m uma longa historia, sendo a primeira classe infinita
de 3-variedades a ser descrita pelos topologos. Durante os anos 1908-1935, a
classificacdo de espacos lenticulares foi considerada um dos mais importantes pro-
blemas abertos em topologia. O matematico alemdo K. Reidemeister (1935) deu
uma classificagdo combinatoria de espagos lenticulares, que também constitui uma
classificagdo topologica, gragas aos resultados de Moise do inicio dos anos 1950.
Além do seu papel na topologia do inicio do seculo XX, os espacos lenticulares
sao também interessantes do ponto vista geométrico, sendo a mais simples familia
infinita de (S3, S)-variedades distintas.

No espago euclidiano R3, o poliedro mais simples possivel ¢é o tetraedro, que
tem 4 faces. Curiosamente, a 3-esfera S3 contém poliedros até mais simples,
com apenas duas faces — as chamadas lentes esféricas. O nome espacgo lenticular
origina-se da construgdo geométrica desses espacos por colagem de lentes esféri-
cas e vamos comegar discutindo as lentes.

Para qualquer angulo o, podemos utilizar o resultado do Item h dos Exerci-
cios 4.3.9 para encontrar dois planos esféricos I1;, I, que se intersectam fazendo
o angulo . Os planos I1; e I1, limitam uma regido com o angulo interno «, cha-
mado uma lente esférica de dngulo «. Uma lente esférica ¢ mostrada na parte
esquerda da Figura 4.5.1 — note que a lente tem simetria por rotagdes ao redor do
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eixo vertical C’, que intersecta os planos IT; e IT, perpendicularmente. Espera-
mos que a leitora ndo tenha nenhum desconforto por causa das lentes. Elas sdo
objetos simples e agradaveis, embora tenham algumas propriedades exoticas para
nossa intui¢do euclidiana: sdo poliedros (esféricos) sem vértices, com apenas duas
faces e, além disso, t€ém simetrias por um grupo a um parametro de rotagdes, uma
caracteristica bastante rara* no mundo de poliedros euclidianos.

Para efetuar as colagens das lentes com mais facilidade, vamos agora subdivi-
dir os dois hemisférios de uma lente esférica. Por esse fim, vamos escolher um nu-
mero natural @ > 2 e dividir o circulo equatorial C em a partes iguais, escolhendo
pontos equidistantes  po, p1,--., Pa—1 € C - por exemplo, se
y : [0,2n] — S3 é uma parametrizagio de C pelo comprimento de arco, po-
demos tomar p; = y(2wk/a) paratodo k € {0,...,a — 1}, como visualizado no
lado direito da Figura 4.5.1.

No que segue, vamos supor que o angulo da lente é o = %T” € que 0s pon-
tos equatoriais equidistantes { px }z;h foram escolhidos de uma maneira ou outra.
Juntamente com os polos N € [T N C’ e S € IT, N C’, os pontos py formam os
vértices de tridangulos nos planos I1; e I1,. Na parte direita da Figura 4.5.1, dois
desses triangulos estdo coloridos. Os tridngulos adjacentes no mesmo hemisfério
sdo levados um ao outro pela translagdo de distancia 27t /a ao longo de C, transla-
¢d0 essa que €, a0 mesmo tempo, uma rotagdo ao redor de C’ pelo angulo 27 /a,
como ja discutido no Item ¢ dos Exercicios 4.3.10. Analogamente, cada tridangulo
do hemisfério “norte” (que contém N) pode ser transformado sobre o tridngulo
correspondente no hemisfério “sul” por meio da rotacdo pelo angulo o = 27” ao
redor de C. Dessa forma, podemos considerar a lente como um poliedro esfé-
rico P, com 2a faces congruentes: a tridngulos no hemisfério norte e mais a no
hemisfério sul.

Seja b um numero inteiro tal que ged(a,b) = 1 e seja P, a lente construida
acima e visualizada no lado direito da Figura 4.5.1. O espago lenticular L(a, b) é
definido como o resultado da colagem das faces triangulares de P, por meio das
identificacdes:

[Pk S Pk+1] <= [Pk+b N Pryp+1), k€{0,1,...,a—1}, (4.5.1)

onde os indices devem ser sempre reduzidos modulo a. Em outras palavras, cada
tridngulo 7' do hemisfério sul é colado a um tridngulo correspondente 7/ no hemis-
fério norte, e para encontrar esse tridngulo nortenho 7’, comegamos no tridngulo
diretamente “acima” de T e saltamos b tridngulos na dire¢&o anti-horaria (olhando

“tdo rara que ¢ inexistente, alias.
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do polo norte). Por exemplo, quando a = 6 ¢ b = 5, os dois tridngulos tintos
na imagem direita da Figura 4.5.1 tém de ser colados na construgdo de L(6,5).
(O mesmo acontece quando b = —1, porque —1 = 5 mod 6.) Dessa forma, cada
um dos a tridngulos do hemisfério sul acaba sendo colado a um unico triangulo do
hemisfério norte — e como todos esses triangulos sdo congruentes, as colagens po-
dem ser feitas por meio de isometrias locais esféricas que preservam a orientagao.

Exercicios 4.5.1. a) Sejam a, b dois niimeros inteiros que satisfazem a > 2 e
gced(a,b) = 1. Supondo que o circulo equatorial C é a geodésica definida
no Item a dos Exercicios 4.3.10, descreva explicitamente a isometria i €
Isom™(S§3), que realiza a colagem dos tridngulos (4.5.1), como uma matriz
em SO(4) ou por meio de multiplicagdo quaternidnica.

b) Mostre que o espago lenticular (2, 1) é homeomorfo ao espago projetivo RP3
discutido na Pagina 100.

Para verificar que o espaco lenticular L(a, b) é uma (S3, S)-variedade, temos
de nos certificar de que estdo satisfeitas as Condigdes 4.4.4. A primeira condigdo
ja foi verificada pelo leitor no Item a dos Exercicios 4.5.1 acima, entdo vamos
comegar com o ponto ii — as equagdes de colagem.

A lente P, tem dois tipos de arestas: as arestas “equatoriais” [pg pr41] (indi-
ces mod a) e as arestas “semimeridionais” da forma [N pi]ou [S pi],0 <k < a.
No processo de colagem, descrito pela Equacdo (4.5.1), a aresta [pg pg+1] € co-
lada a aresta [px+p Pr+b+1], que €, por sua vez, colada a [pg+2p Pk+2b+1]s €
esse processo continua até voltarmos a aresta inicial. Mais precisamente, vamos
voltar a aresta [py px+1] depois de colarmos m arestas equatoriais, onde m € N
€ 0 menor nimero positivo satisfazendo

k+mb=k moda.

Para resolver essa congruéncia, podemos subtrair £ de ambos os lados ¢ lembrar
que mb = 0 mod a diz que mb ¢é divisivel por a. Portanto, a nossa hipdtese de
ged(a, b) = 1 implica que o ntimero positivo m tem de ser divisivel por a, e 0 me-
nor nimero com essa propriedade ¢ m = a. Em outras palavras, todas as arestas
equatoriais acabam sendo coladas uma a outra, formando uma sé aresta no espago
quociente L(a,b). Por isso, a equagdo de colagem para as arestas equatoriais €
a-a = 2m, o que explica a nossa escolha do angulo ¢ = 27” — gragas a essa
escolha, a equagdo de colagem ¢é sempre satisfeita no equador.

A analise das arestas “semimeridionais”, que saem dos polos, ¢ também facil.
O angulo diedral ao longo de uma aresta semimeridional ¢ igual a 7 = 180°, por-
que cada tal aresta separa dois pedacos do mesmo plano. Como cada aresta [S py]
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¢ colada a unica aresta [N pg 1 p], todas suas equagdes de colagem estdo satisfeitas
trivialmente: =+ = 27. Em conclusao, as colagens (4.5.1) da lente esférica P,
sempre satisfazem o ponto ii das Condi¢des 4.4.4.

Finalmente, temos de analisar a condicao iii, calculando a caracteristica de Eu-
ler de um espago lenticular L(a, b). A decomposi¢do celular de L(a, b) induzida
pelo poliedro P,, mostrado no lado direito da Figura 4.5.1, contém as seguintes
células:

0. Duas O-células: N ~ S e po~ p1 ~ -+~ Pa—1;

1. Uma tnica 1-célula equatorial [po p1] ~ [p1 p2] ~ -+ ~ [Pa=2 Pa—1] ~
[Pa—1 po] e a familia de a 1-células da forma [S px] ~ [N pr4p], onde k €
{0,...,a— 1}

2. Onumero de 2-células € a, cada uma delas sendo o resultado da colagem (4.5.1)
de dois triangulos;

3. Ha uma unica 3-cé€lula, proveniente do interior da lente.

Consequentemente, podemos calcular a caracteristica de Euler de modo seguinte:
x(L@,b)=2—(a+1)+a—-1=0,

mostrando que a nossa colagem satisfaz todas as Condigoes 4.4.4.

Uma observagao interessante ¢ que uma lente esférica ¢ completamente deter-
minada pelo angulo o, a menos de congruéncia (isometria). Para que se satisfagcam
as equacdes de colagem, devemos escolher & = 27”, o que fixa totalmente a ge-
ometria da lente esférica P,. Como consequéncia, a estrutura esférica no espago
lenticular L(a, b) é rigida no seguinte sentido. Suponhamos que temos dois es-
pacos lenticulares homeomorfos M =~ M’ =~ L(a,b), e que M ¢ M’ sdo ambos
equipados com estruturas de (S3, S)-variedades. Entdo, as geometrias de M e de
M’ tém de ser idénticas, ou seja, existe sempre uma isometria entre M e M.

Exercicios 4.5.2. a) Mostre que a 3-esfera S3 pode ser dividida em a lentes de

angulo o = 27”, com interiores disjuntos.

b) Usando o resultado do Item a dos Exercicios 4.5.1, construa um subgrupo I’
de Isom™ (S3) gerado pelas isometrias que colam as faces da lente, de modo
que L(a,b) = S3/T.

¢) Mostre que o grupo I” do ponto anterior € isomorfo ao grupo ciclico de ordem a.
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O exercicio acima permite-nos calcular o volume do espago lenticular L(a, b):

2
Vol(L(a.b)) = 2V01(S3) — 2% (4.5.2)

onde usamos o fato que Vol(S3) = 272,

Para finalizar a nossa discussdo de espacos lenticulares, vamos discutir bre-
vemente o problema de classificagdo: quais dos espagos lenticulares L(a, b) sdo
homeomorfos? Gragas a unicidade das estruturas esféricas nos espagos lenticula-
res, o volume esférico Vol(L(a, b)) ¢ um invariante topoldgico de L(a, b). Por
isso, a Equagido (4.5.2) implica que o niimero a = Vol(S3)/ Vol(L(a, b)) ¢ tam-
bém um invariante topoldgico.” Portanto, dois espacos L(a, b) e L(a’,b’) podem
ser homeomorfos s6 quando a = a’, € o problema de classificagdo topoldgica de
espagos lenticulares reduz-se a seguinte pergunta: para quais valores de b, b’ te-
mos L(a,b) = L(a,b’)? E claro que apenas a classe de congruéncia de b (mod a)
importa na Equacao (4.5.1), entdo, para cada a = 2, existe um numero finito de es-
pacos lenticulares distintos L (a, b). Trocando os pontos N ¢ S na Equagdo (4.5.1),
vemos que L(a, b) = L(a,—b) —essatroca corresponde, geometricamente, a uma
reflexdo da lente da imagem direita da Figura 4.5.1 no plano horizontal. Uma pro-
priedade menos 6bvia é que L(a, b) ¢ também homeomorfo a L(a,b), onde b é
o inverso de b mod a. A classificagdo completa, estabelecida por K. Reidemeis-
ter (1935), diz que L(a,b) = L(a,b’) se e somente se b = +b’ ou bb' = +1
modulo a.

4.5.2 O espaco dodecaédrico de Poincaré

Na Pagina 102, introduzimos o espaco dodecaédrico de Poincaré por meio de
uma colagem das faces de um dodecaedro regular. Nesta se¢ao, vamos discutir
o0s aspectos geométricos dessa construgdo, com o objectivo de equipar o espago
dodecaédrico de Poincaré com a estrutura de uma variedade esférica.

Como visualizado na parte direita da Figura 3.1.7, as faces opostas de um do-
decaedro regular, embora paralelas, ndo sdo relacionadas uma a outra por uma
simples translagdo — cada face precisa de ser rodada pelo angulo de Z = 36°
depois da translagdo.® Do ponto de vista topoldgico, isso ndo apresenta nenhum

3Uma prova alternativa desse fato usa o grupo fundamental: a = |y (L(a,b))| — veja o Item ¢
dos Exercicios 4.5.2.

%Qu antes da translagio, ou até mesmo “durante” a translagdo, ja que translagdes ao longo de
uma reta comutam com rotagdes ao redor da reta.
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problema, como ja verificamos no Exercicio 3.3.14, mostrando que o espago do-
decaédrico de Poincaré € uma 3-variedade topologica.

Na verdade, podemos comecar com um dodecaedro euclidiano, como ilustrado
na parte esquerda da Figura 3.1.7, e colar suas faces por meio desses “movimentos
de parafuso”, que combinam a transla¢ao de cada face, até ao plano da face oposta,
com uma rotagdo por Z radianos, que alinha as duas faces. Como todas as faces
sdo pentagonos congruentes, essas colagens sdo isometrias euclidianas e, por isso,
seria talvez tentador usar essa descri¢ao do espago dodecaédrico de Poincaré¢ para
equipa-lo com uma geometria. Infelizmente, o dodecaedro euclidiano néo satisfaz
a condigdo ii, que tem a ver com as equacdes de colagem. Analisando a Figu-
ra 3.1.8, observamos que cada aresta do dodecaedro ¢ colada a duas outras arestas,
sendo agrupadas em grupos de trés. Para que a soma de angulos diedrais nas
arestas unidas pela colagem seja 27t = 360°, o angulo diedral deve ser %n = 120°,
0 que ndo ¢ o caso em geometria euclidiana.

Nos exercicios abaixo, vamos calcular o angulo diedral num dodecaedro re-
gular euclidiano e mostrar que ele é menor de 120°, justificando assim que a co-
lagem do dodecaedro regular euclidiano, mostrada na Figura 3.1.8, ndo satisfaz
as equacdes de colagem. Depois, vamos resolver esse problema, construindo um
dodecaedro regular esférico no qual os angulos diedrais sd3o exatamente iguais a
%n = 120°, o que nos permitira equipar o espago dodecaédrico de Poincaré com

uma (53, S)-estrutura.

Exercicios 4.5.3. Nestes exercicios, ¢ = # denota o numero de ouro, também
conhecido como a razdo aurea.

a) Verifique as seguintes propriedades basicas de ¢:

Pp*=¢+1, ¢ '=¢-1=,2-¢. (4.5.3)

. , , -1, ., . . o oA .
Verifique também que o nimero ¢T ¢ atinica raiz positiva do polindmio 4x2 +

2x — 1.

b) Usando a féormula cos@ = Re(e’?), ou outros meios, mostre que

3@ —3cosa sen®a. (4.5.4)

cos(3a) = cos

¢) Considere agora o angulo o« = {5 = 18°. Usando a igualdade 3 = 5 —2a e

a formula (4.5.4), mostre que sen « é a raiz positiva do polindmio 4x2 +2x — 1.
Conclua, do Item a acima, que senc = ¢%1
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Figura 4.5.2: Esquerda: O pentagono regular inscrito no circulo unitério tem arestas
de comprimento a e diagonais de comprimento d, dados pela Equac3o (4.5.6). Cen-
tro: Um cubo inscrito num dodecaedro regular euclidiano. Se as arestas do dodecaedro
tém comprimento a, entdo as arestas do cubo tém comprimento d. Direita: Para cons-
truir o dodecaedro regular mostrado no centro da figura, basta comecar com o cubo
e colar, a cada face, um “telhado” com base quadrada, da forma mostrada aqui.

d) Usando o item anterior e o Item a acima, mostre que

sen(%n) = %\/2 +¢ e cos(%n) = % (4.5.5)

e) Seja P o pentdgono regular inscrito no circulo unitério, ilustrado na parte es-
querda da Figura 4.5.2. Mostre que o comprimento a da aresta de P e o com-
primento d da diagonal de P sdo dados pelas igualdades

a>=3—¢, d*=2+¢. (4.5.6)
Dica: Use a Equacdo (4.5.5).

f) Seja § o angulo diedral de um dodecaedro regular euclidiano, ou seja, o angulo
entre duas faces vizinhas. Utilizando a Equacao (4.5.6), mostre que
2
senz(%) = %{f) (4.5.7)
Dica: Considere o s6lido na forma de um “telhado” na imagem direita da Fi-
gura 4.5.2. Se precisar elevar ¢ ao quadrado, aplique (4.5.3) para simplificar
os calculos.
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g) Utilizando o resultado do item anterior, mostre que § < %n = 120°. Dica: Es-

8 z)_ﬁ

time 5 usando o valor conhecido sen( 3) =5

Seja D1 um dodecaedro regular euclidiano, inscrito na esfera unitaria
S? c R3. O dodecaedro D é completamente determinado pelo conjunto V; C
S?2 dos seus vértices —na verdade, D1 ¢ a envoltoria convexa do conjunto V; C R3.
Mais geralmente, para qualquer raio r > 0, a esfera bidimensional S(0,r) C R3
contém o conjunto V, = r - Vy = {rv : v € Vi}, que define os vértices do
dodecaedro regular euclidiano D, inscrito em S(0, r).

Para construir dodecaedros regulares esféricos, temos de relacionar tudo isso a
3-esfera S 3, e achamos que a melhor maneira de fazé-lo é com ajuda das técnicas
da Secdo 2.4, onde a 3-esfera foi identificada com o grupo de Lie SU(2). Usando
as coordenadas reais (1, v, w) da Equagdo (2.4.1), podemos entender a 2-esfera
euclidiana S(0,7) C R3 como um subconjunto da algebra de Lie su(2) =~ R3.
O que acontece a S(0,r) sob a aplicacdo exponencial exp : su(2) — SU(2)?
Conforme o resultado do Item d dos Exercicios 2.4.10, para cada vetor p € su(2),
onde ||p]| = 1, temos exp(¢p) = cost + psent. Em particular, quando ¢ aumenta
de 0ar < 7, o ponto exp(tp) percorre a geodésica y(t) = cost + psent,
0 <t < r. A curva y sai do ponto inicial y(0) = 1 e atinge, quando ¢t = r,
o ponto y(r) a distancia r de 1. Isso quer dizer que a imagem exp(S (0, r)) é¢o
subconjunto de S3 formado por fodos os pontos que ficam a distincia esférica r
do ponto 1, ou seja, exp(S (0, r)) é uma esfera esférica — uma esfera em S3, de
raio (esférico!) r, centrada no ponto 1 = (1,0, 0, 0).

Exercicio 4.5.4. Tratando S3 como um subconjunto de H =~ R*, mostre que a
esfera esférica exp(S (0, r)) ¢ também uma 2-esfera euclidiana em R* e encontre
seus centro e raio. Dica: A respostando é (1,e").

Em particular, o conjunto V, C S(0,r) de vértices de um dodecaedro regu-
lar euclidiano transforma-se num conjunto exp(V;) de pontos da esfera esférica
centrada no ponto 1, de raio esférico r. Por analogia com o caso euclidiano, o do-
decaedro regular esférico E, é o menor subconjunto geodesicamente convexo de
S3 que contém os vértices exp(V;) e o ponto 1. Em geral, um conjunto é geodesica-
mente convexo se, para quaisquer dois de seus pontos, o segmento geodésico que
minimiza a distancia entre os dois estd completamente contido no conjunto. Nesse
sentido, conjuntos geodesicamente convexos generalizam os conjuntos convexos
de R”, da mesma forma em que as geodésicas generalizam os segmentos de retas.

Embora a defini¢do do dodecaedro esférico E; enunciada acima seja abstrata,
podemos também construir £, de modo mais explicito, encontrando pentagonos
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Figura 4.5.3: Esquerda: O angulo central @ num circulo de raio r; é bissectado pelo
raio passando por A (n3o desenhado). Nele foram inscritos dois arcos de circulos de

raio r, que se intersectam no ponto A. Se w é fixo, entdo o angulo a(%) depende

apenas da razdo ry : r, entre os dois raios. Direita: Quando o raio r, tende ao infinito,
0s arcos aproximam-se cada vez mais a segmentos de linhas retas. Consequentemente,

quando a razdo r; : rp tende a zero, @ aproxima-se, continuamente, ao angulo entre

i i -7 -2
dois segmentos retos, igual a ¢(0) =7 — 3.

esféricos (pedagos de esferas bidimensionais maximas) que definem as faces de
E,, da mesma maneira em que pentagonos euclidianos formam as faces de D;.
Esses pentagonos esféricos sdo, na verdade, regulares: todas as suas arestas tém
o mesmo comprimento, que depende, claro, do pardmetro r. O que talvez seja
menos 0bvio € que os dngulos diedrais de E, também dependem de r, algo que
ndo acontece na geometria euclidiana.

Para melhor entendermos o comportamento dos angulos de E,, vamos agora
analisar um modelo simplificado, voltando por um momento ao mundo euclidiano.
Como a medicao de angulos €, essencialmente, um problema bidimensional, po-
demos simplesmente analisar os angulos de um “poligono” cujas arestas sao arcos
de circulos. Na Figura 4.5.3, vemos o angulo « entre dois arcos de circulos de
raio r,, cada um dos quais subtende o dngulo central w /2 no circulo de raio r;. Se
o angulo w ¢ fixo, entdo o depende apenas do quociente % dos dois raios. Essa
dependéncia ¢ de fato continua, ou seja, & € uma func¢ao continua do quociente %
Em particular, quando r, — oo com r; fixo, os arcos de raio r, aproximam-se
cada vez mais a segmentos de retas, fazendo com que o angulo o = a(%) con-
virja para o valor «(0), que representa o angulo entre dois segmentos retos, como
mostrado na parte direita da Figura 4.5.3. O mesmo acontece quando r; € fixo e
r1 tende a zero: neste caso também vale % — 0 e, consequentemente,

lim o(2) = «(0). 458
lim_a(32) = a(0) 458)
rp=const
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Voltando ao dodecaedro esférico E, C S3, denotemos por &, seu angulo di-
edral. O angulo 6, pode ser medido entre duas geodésicas contidas nas faces-
vizinhas, desde que as geodésicas sejam perpendiculares a aresta que separa as
duas faces. Assim, a situag@o ¢ quase idéntica aquela mostrada a esquerda na Fi-
gura 4.5.3, com rp = 1 — pois as duas geodésicas sao circulos maximos — e onde
6r = a(ry). Nesse caso, o ponto A na figura corresponde ao ponto de intersecgdo
das geodésicas, que fica dentro duma aresta de E,, enquanto r; é a distdncia desse
ponto ao ponto 1. Como pontos nas arestas sdo “mais internos” — isto ¢, mais pro-
ximos do centro da esfera esférica na qual o dodecaedro esta inscrito — do que os
vértices V;, o raio r; sempre satisfaz 0 < r; < r. Como consequéncia de tudo
isso, quando r — 0, vale também r; — 0, e a Equacdo (4.5.8) implica a igualdade

lim &, = 6, (4.5.9)
r—0

onde § € o angulo diedral num dodecaedro regular euclidiano.

A Equagao (4.5.9) tem a seguinte interpretagdo: quando o raio > 0 é muito
pequeno, o dodecaedro esférico E; tem “quase” a mesma geometria que um do-
decaedro euclidiano, ou seja, quando r tende a zero, pequenos dodecaedrinhos
esféricos E, tornam-se geometricamente “os mesmos” — no limite — que os dode-
caedros euclidianos D;. Claramente, esse fendomeno afeta também outras formas
geométricas e ndo apenas dodecaedros. Portanto, podemos dizer, informalmente,
que a geometria esférica “infinitesimal” ¢ a mesma que a geometria euclidiana.

Por outro lado, quando o raio r cresce até ao valor de %, estamos atravessando
a Figura 4.5.3 da direita para esquerda: os dodecaedros E, tornam-se “mais gor-
dos” e seus angulos diedrais aumentam. No exercicio abaixo, consideramos o caso
extremo de r = 7.

Exercicio 4.5.5. Mostre que exp(S (0, %)) ¢ um plano em S3 e conclua que
8y = m quando r = 7. Desenhe Ez.

Nos Exercicios 4.5.3, mostramos que o angulo diedral § de um dodecaedro eu-
clidiano satisfaz § < 120° —na verdade, § &~ 116, 565°, o que pode ser verificado
com uma calculadora a partir da Equagao (4.5.7). Em conclusdo, o angulo die-
dral §, do dodecaedro esférico E, é uma fungdo continua da variavel r € (0, %],
satisfaz §,,/, = m, e tem o limite § quando r — 0. Por isso, o teorema do valor
intermediario garante que existe um raio r* € (0, 7) para o qual o dodecaedro
esférico E,+ tem o angulo diedral §,+ = %71 = 120°. E exatamente esse do-
decaedro esférico E,» que podemos colar geometricamente, por isometrias das
faces opostas, de modo que as equagdes de colagem sejam satisfeitas: a soma de
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angulos ao redor de cada aresta ¢ 3-120° = 360°. Dessa forma, o espago dodecaé-
drico de Poincaré pode ser equipado com a estrutura de uma (S3, S)-variedade, e
sua geometria esférica ¢ determinada pela geometria desse dodecaedro muito es-
pecial Ep»x.

Analisando os angulos diedrais §, um pouco mais, podemos concluir que d;
¢ uma fungao estritamente crescente de r, entdo o dodecaedro esférico E,+ cons-
truido acima ¢ tinico. Como no caso dos espagos lenticulares, isso implica que a
estrutura esférica no espago dodecaédrico de Poincaré é também tnica.

4.6 Geometria hiperbolica

Nesta se¢do, vamos introduzir a geometria hiperbdlica, caracterizada pela curva-
tura negativa, em contraste com a geometria esférica (de curvatura positiva) e a
geometria euclidiana (de curvatura zero), discutidas nas seg¢oes anteriores. N&o
vamos definir a curvatura rigorosamente aqui, e a leitora interessada em profundar
esse assunto pode consultar o livro de M. P. do Carmo (1988). Em geral, além
da curvatura de Riemann, existem varios tipos de curvatura definidos em termos
dela como, por exemplo, curvaturas seccionais, curvatura de Ricci e curvatura es-
calar. A curvatura relevante a esta secdo ¢ a curvatura seccional, que ndo depende
da escolha da “secdo”, desde que o espago seja isotropico. Ao invés de falar so-
bre conceitos que nao definimos, como a curvatura, vamos simplesmente analisar
alguns dos seus efeitos, por exemplo, sobre a soma de angulos em um triangulo.

Na geometria euclidiana, que tem curvatura zero, a soma de angulos num tri-
angulo ¢ sempre igual a , independentemente do tamanho do tridngulo. Outra
maneira de entender esse fendmeno é por meio de dilatagdes — transformagdes da
forma x — Ax, onde A > 0—que levam cada tridngulo em R” a um tridngulo simi-
lar, com os mesmos angulos. Por preservarem angulos, as dilatagdes constituem
exemplos de transformagdes conformes, apesar de ndo serem isometrias.

Por outro lado, os angulos de um tridngulo esférico determinam a area do tri-
angulo, ¢ a soma dos angulos sempre ultrapassa 7. Isso esta relacionado com a
curvatura positiva de S3: todas as curvaturas seccionais em S sdo positivas e
sdo, ademais, constantes iguais a +1. Mesmo que ndo saibamos o que sdo essas
curvaturas, uma das manifestagdes de sua positividade ¢ a esfera ndo poder ser “di-
latada” —nao se pode definir transformagdes da esfera que aumentem ou diminuam
todas as distancias por um fator constante A # 1.

A terceira possibilidade para uma geometria homogénea e isotropica € ter cur-
vatura negativa, por exemplo igual a —1 por toda parte. Essa propriedade caracte-
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T
T T
Curvatura —1 Curvatura 0 Curvatura +1
soma de angulos: soma de angulos: soma de angulos:
a+pB+y<nm a+pB+y=m a+pf+y>n

A(T)=n—(e+B+y) area ndo determinada A(T) = (e+pB+y)—7n
<m pelos angulos de T < 4w = A(S?)

Tabela 4.6.1: Comparacdo de propriedades geométricas de tridangulos em espacos
homogeéneos e isotrépicos de curvatura negativa, zero e positiva.

riza o espago hiperbolico, dentro do qual também nao ha dilatagdes ¢ a soma de
angulos de um tridngulo ¢ sempre menor que rr. Na Tabela 4.6.1, comparamos as
propriedades basicas de tridngulos nesses trés casos. No espago hiperbolico todas
as transformacodes conformes sdo automaticamente isometrias.

Ao introduzirmos a geometria esférica na Secdo 4.2, restringimos o produto
escalar euclidiano aos espacos tangentes de S” C R”*!. Em particular, a 3-esfera
geométrica S3 é localmente isometricamente mergulhada dentro do 4-espago eu-
clidiano R*, mas ndo vale a reciproca: nao é possivel mergulhar suavemente’ o
espaco R”~! na esfera S” por isometrias locais. Em certo sentido, na esfera “nao
ha espago suficiente” para abrigar uma copia localmente isométrica do espago eu-
clidiano, de qualquer dimensdo. O espaco hiperbolico tridimensional H?3, que
vamos introduzir nesta se¢do, contém “mais espaco” do que o espaco euclidiano:
ele contém copias de R?, mas a reciproca ndo ¢ verdade, isto ¢, no espago eu-
clidiano R” “ndo ha espago suficiente” para nele mergulhar, suave e localmente
isometricamente, o espago hiperbolico H 3, para qualquer 7.

Dado que o espago hiperbolico ndo pode ser realizado como uma subvariedade
localmente isometricamente mergulhada em R”, temos de tomar mais cuidado
quando analisamos esse espaco, pois todas as imagens de H3 que podemos dese-

7suave significa aqui de classe C >
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nhar “mentem”, de uma maneira ou outra e, portanto, precisamos estar conscientes
e atentos as limitagdes da nossa intuicdo euclidiana. Por essa razdo, desenvolveu-
se, ao longo do tempo, varios modelos de geometria hiperbodlica tridimensional: o
modelo da bola de Poincaré, o modelo do semiespago superior, o modelo do hiper-
boloide, 0 modelo da bola de Klein, o modelo do hemisfério superior, etc. Embora
todos esses modelos sejam equivalentes (isométricos), cada um deles oferece uma
maneira diferente de definir H3 e de fazer desenhos, que ilustram bem certos as-
pectos da geometria e outros nem tanto. Para os nossos objetivos, admitidamente
modestos, sera suficiente estudarmos apenas o modelo da bola de Poincaré, mas
recomendamos que o leitor interessado pelos detalhes e por outros modelos da
geometria hiperbolica consulte os livros de Beardon (1995), Benedetti e Petronio
(1992), Ratclifte (2019) e Thurston (1997).

4.6.1 A bola de Poincaré

Vamos agora definir o 3-espago hiperbélico H 3, usando o modelo conhecido como
a bola de Poincaré. Neste modelo, H3 é a bola aberta de raio 1,

H3>=IntD3 ={xeR3: x| <1},

mas a métrica riemanniana em H 3 ndo é uma simples restrigao do produto escalar.
Ao invés disso, para cada ponto x € H?3 e quaisquer vetores tangentes v, w €
T H?3 = TyR3, definimos a métrica riemanniana em x pela formula:
4(v,w)
2 9
2
(1 —1IIx[I?)

onde os parénteses angulares no lado direito se referem ao produto escalar eucli-
diano em R3.

(v,w)y = (4.6.1)

Definicdo 4.6.1. O 3-espaco hiperbdlico, no modelo de bola de Poincaré, é o
conjunto H3 com a métrica riemanniana definida na Equagdo (4.6.1).

Vejamos agora algumas das consequéncias da defini¢do. Primeiro, vamos ob-
servar que a métrica hiperbolica (4.6.1) pode ser interpretada como uma “reajuste”
do produto escalar euclidiano pelo fator numérico ﬁ Mais precisamente, te-
mos

2 2
WWk=< w» (4.6.2)

A\
L= x[1> " 1= x]1?
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ou seja, passar da métrica euclidiana a métrica hiperbolica ¢ o mesmo que multi-
plicar todos vetores por esse fator, que depende somente da norma euclidiana de
x. Em particular, o dngulo hiperbolico entre vetores tangentes ¢ o mesmo que o
angulo euclidiano, pois a multiplicag¢do de dois vetores pelo mesmo escalar posi-
tivo ndo muda o angulo entre eles. Nesse sentido, o modelo da bola de Poincaré
& conforme — os angulos hiperbolicos na bola de Poincaré sdo os mesmos que os
angulos euclidianos.

Nos exercicios abaixo, vamos confirmar que a métrica hiperbolica na bola de
Poincaré ¢ invariante sob as simetrias euclidianas da bola, isto é, sob as transfor-
magdes ortogonais de R3.

Exercicios 4.6.2. a) Mostre que toda matriz ortogonal A € O(3) preserva a mé-
trica hiperbolica, ou seja, satisfaz

(Av, AW) g4x = (v, W)x
para cada x € H?3 e quaisquer vetores tangentes v,w € Ty H>.

b) Prove que a métrica hiperbodlica satisfaz a condigdo de isotropia na origem
0 € H3, ou seja, para quaisquer dois vetores tangentes v,w € ToH?3, de
norma 1, existe uma isometria ¢y : H3 — H3 talque ¥/ (0) = 0e Dy (v) = w.
Dica: A maior parte do trabalho ja foi feita no item acima.

Os exercicios acima mostram que O(3) C Isom(H3) — em particular, todos
os raios da bola de Poincaré sdo congruentes um ao outro, na métrica hiperbolica.
Portanto, para calcular o comprimento desses raios, basta considerarmos apenas
um deles — por exemplo, o raio ao longo do eixo x, ou seja, a curva

y:[0,1) = H3 y(@) =(,0,0).

O vetor tangenteay ¢ y'(r) = (1,0, 0) e, segundo a formula geral do comprimento
de uma curva na métrica riemanniana, temos

1 1
L(y)=/0 \/()//(t),y’(z))y(t)dt:/o \/4((1,0,0),(1,0,0» Y
1

(1-1(,0,02)

2
=/0 g dt = +oo. (4.6.3)

Exercicio 4.6.3. Verifique a tltima igualdade acima, mostrando que a integral
impropria fol lz_dttz ¢ divergente.
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Figura 4.6.1: Uma estrada sem fim, percorrendo um raio da bola de Poincaré —
um raio geodésico infinito em H3. Um veiculo viajando ao longo da estrada vai
aparecer, aos nossos olhos euclidianos, como se o tamanho dele estivesse diminuindo,
exponencialmente, ao longo do caminho. Mas isso é apenas uma ilusdo: o tamanho
hiperbdlico dele ndo muda. Similarmente, a estrada tem largura hiperbdlica constante.

Assim, acabamos de descobrir que os raios da bola de Poincaré tém compri-
mentos infinitos. Na verdade, esses raios sdo raios geodésicos ou, equivalente-
mente, os didmetros da bola sdo linhas geodésicas, de comprimento infinito, na
geometria hiperbolica. Para justificar essa afirmagdo, vamos aplicar o mesmo tru-
que que foi usado na prova do Teorema 4.3.5, construindo uma isometria hiperbo-
lica que fixa um diametro dado.

Consideremos, entdo, qualquer diametro £ da bola de Poincaré. Notemos que
¢ é completamente determinado por um vetor unitdrio v € S? C R3, sendo
¢ = {tv : 1 € (=1,1)}. Seja yoy a Gnica geodésica em H? que sai da ori-
gem 0 na direcdo do vetor v. O nosso objetivo € mostrar que ),y parametriza o
diametro £. Para esse fim, vamos considerar uma rotagdo néo trivial A € SO(3)
ao redor de £. Como mostramos nos Exercicios 4.6.2, A é uma isometria de H 3,
entdo A leva geodésicas a outras geodésicas. Além disso, A preserva tanto a ori-
gem quanto o vetor v. Pela unicidade de solugdes de equagdes diferenciais, temos
A(yo,v) = Yo,v, OU seja, a geodésica yy v € fixada, ponto a ponto, pela isometria
hiperbélica A. Mas a tnica curva em H > fixada por A4 é o didmetro £, o que im-
plica que yp,y tem de ser uma parametrizagao de £ e mostra que £ ¢ uma geodésica
hiperbdlica.

Como os didmetros da bola de Poincar¢ sdo curvas geodésicas, podemos medir
as distancias entre a origem e qualquer outro ponto de H 3 ao longo do raio que os
liga. Consequentemente, nosso calculo da integral (4.6.3) mostra que a distancia
da origem 0 € H3 aumenta sem limite ao longo de um raio. Em particular, a
esfera unitaria S estd a “distancia infinita” da origem (e de qualquer ponto em
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H?3).8 Por essa razdo, vamos chamar essa 2-esfera a esfera no infinito, e escrever
S? = 00 H?>. Notemos que o espaco hiperbolico H 3, em si, ndo tem bordo: ele é
de fato homeomorfo ao espago R3, embora néo isométrico a ele. Por isso, a esfera
S? = 0o H?3 nio é realmente um “bordo” de H?3 e, para sublinhar isso, vamos
usar o simbolo especial “do”. Em certo sentido, a esfera no infinito comporta-
se como um ‘“horizonte”: os pontos da esfera determinam dire¢des de viagem
ao longo de geodésicas infinitas, por exemplo os raios da bola, mas a esfera fica
sempre “no infinito” — seres humanos hipotéticos vivendo dentro de H > nio se
podem aproximar a ela. Assim, os pontos da esfera no infinito descrevem os fins
de geodésicas hiperbdlicas, no sentido topologico da palavra, apesar de nao terem
“fins” no sentido métrico.

Esse fendmeno interessante ¢ ilustrado na Figura 4.6.1, que mostra uma es-
trada reta (geodésica), de comprimento infinito, indo na dire¢cdo de um ponto de
000 H 3. Essa estrada parece reta ndo apenas a nos, seres euclidianos, mas também
ao motorista hiperbolico de um carro viajando por ela. Para nds, a estrada aponta
na dire¢do de um ponto especifico no horizonte (esfera no infinito), mas o mo-
torista hiperbdlico ndo consegue ver o horizonte, que estd “infinitamente longe”:
000 H 3 ndo é parte da bola de Poincaré.

Exercicios 4.6.4. a) Com resultados dos Exercicios 4.6.2, mostre que a 2-esfera
euclidiana S(0, r) C H3 é também uma esfera hiperbolica, para todo r € (0, 1).

b) Com ajuda dos célculos da Equacgdo (4.6.3), encontre o raio hiperbolico da
esfera S(0, r) em termos do raio euclidiano r € (0, 1).

¢) Seja F um disco aberto, de raio 1, centrado na origem de R3. Mostre que F ¢
uma superficie totalmente geodésica na métrica hiperbolica da bola de Poincaré.
Dica: Construa uma isometria de H3 que fixe F ponto a ponto.

Segundo o resultado do exercicio anterior, os discos abertos centrados na ori-
gem sdo planos hiperbolicos. Na verdade, cada plano hiperbolico que passa por
0 € H3 tem de ser um desses discos. Além disso, o bordo de cada disco de raio 1,
centrado na origem, € um circulo no infinito, ou seja, um circulo dentro da esfera
no infinito. Na Figura 4.6.2, mostramos dois planos hiperbolicos que passam pela
origem. Uma observagao interessante ¢ que os circulos no infinito fazem o mesmo
angulo, na esfera no infinito, que o angulo entre os planos. Desse modo, o con-
teudo “angular” da geometria hiperbodlica ¢ refletido também na esfera no infinito.

8Usamos aqui as aspas porque essa esfera ndo faz parte do espago H?> e, portanto, nio estd
incluida no dominio da fungo de distancia, nem é algo que habitantes (desavisados) de H> sequer
saibam que existe.
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Figura 4.6.2: A bola de Poincaré
com dois planos hiperbélicos IT; e I15,
que passam pela origem 0. Do ponto
de vista euclidiano, 1y e II, sao
discos abertos centrados na origem.
Seus bordos sdo circulos contidos na
esfera no infinito 0o H3. Embora es-
ses circulos ndo sejam partes dos pla-
nos, eles determinam as possiveis dire-
coes assintéticas das geodésicas con-
tidas nesses planos. Além disso, o an-
gulo a de intersecdo dos dois planos
pode ser medido entre os “circulos no
infinito” correspondentes.

Em particular, isometrias hiperbodlicas preservam angulos entre planos, entao espe-
ramos que elas preservem também os angulos entre circulos na esfera no infinito,
isto &, as isometrias hiperbolicas devem induzir transformagdes conformes da es-
fera S2. Na secdo seguinte, vamos desenvolver esse ponto de vista, mas indo no
sentido oposto: vamos comegar com uma descricdo das transformagdes confor-
mes da esfera no infinito, e depois associar uma isometria hiperbolica a cada tal
transformacao.

Mas antes disso, vamos descrever mais isometrias da bola de Poincaré. Con-
sideremos uma esfera £ = S(p,r) em R3, centrada no ponto p, de raio r. A
inversao (g em FE, introduzida na Defini¢do 1.4.1, é uma transformagao conforme
de R3\{p}. Consequentemente, se E intersecta a esfera unitaria S perpendicular-
mente, entdo (g preserva S2 e, portanto, preserva também a bola de Poincaré H 3,
trocando as duas partes de H 3 separadas por E. Nos exercicios abaixo, vamos
verificar que todas tais inversoes sdo isometrias da geometria hiperbdlica.

Exercicios 4.6.5. Sejam (x1, X2, x3) coordenadas reais no espago R> que contém
a bola de Poincaré. Como a bola de Poincaré tem simetria por todas as rotagdes
ao redor da origem, que s@o isometrias hiperbdlicas, vamos considerar apenas as
esferas £ = S(p,r),onde p = (p1,0,0) e p; > 1.

a) Seja E C R3aesfera E = S(p,r) onde p = (p1,0,0) para qualquer p; > 1.
Encontre o valor do raio r = r(p) para qual E intersecta a esfera unitaria S
perpendicularmente.
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b) Escreva a formula da inversio (g na esfera E = S(p, r), perpendicular a S2,
descrita no ponto anterior. Justifique por que (g preserva a bola de Poincaré.

c¢) Calcule a derivada da transformagdo tg do item anterior, ou seja, a matriz ja-
cobiana de (g.

d) Para um ponto x = (x1,x2,x3) € H?, use o resultado do Item b acima para
calcular ||tz (x) |2

e) Utilizando os resultados dos itens acima, mostre que (g é uma isometria da
geometria hiperbélica em H3.

Como consequéncia dos exercicios acima, se E C R3 é uma esfera euclidiana
perpendicular a §? = 9o, H 3, entdo a restricio da inversdo (x a bola de Poin-
caré ¢ uma isometria hiperbolica. Notadamente, o conjunto de pontos fixos dessa
restricdo L g ‘ 3 ¢ acalotaesférica ENH 3. Isso implica que todas as calotas de es-

feras euclidianas perpendiculares a doo H> sdo superficies totalmente geodésicas
em H 3, isto é, planos hiperbélicos. Os discos centrados em 0, que j4 descrevemos
acima, podem ser considerados como um limite de tais calotas, quando o raio da
esfera £ aumenta para o infinito.

Em geral, a interse¢do de dois planos ndo paralelos ¢ uma geodésica, o que
mostra, no caso da bola de Poincaré, que todos arcos de circulos perpendiculares
4 000 H 3 (em ambos os fins) sdo geodésicas hiperbolicas. Analogamente, os dia-
metros da bola de Poincaré podem ser vistos como um exemplo especial disso, se
consideramos retas euclidianas como “circulos de raio infinito”.

A Figura 4.6.3 mostra alguns exemplos de geodésicas hiperbolicas e de planos
hiperbolicos na bola de Poincaré. Em particular, todas as geodésicas mostradas na
figura tém comprimento infinito, e cada plano tem area infinita.

Assim, chegamos a uma descrig@o explicita de linhas e planos hiperbolicos. A
bola de Poincaré tem a vantagem que os angulos euclidianos nela séo iguais aos
angulos hiperboélicos, mas as distancias sdo diferentes. Como um sumario de toda
essa discussdo, a Tabela 4.6.2 estabelece um pequeno dicionario que relaciona os
termos usados comumente em geometria euclidiana aos seus equivalentes hiperbo-
licos, na bola de Poincaré¢. Obviamente, tais descricdes podem ser desenvolvidas
em outros modelos também, quer dizer, a lingua hiperbolica tem muitos outros
dialetos, que ndo discutiremos aqui. O dicionario da Tabela 4.6.2 facilita muito a
resolucdo dos seguintes exercicios.

Exercicios 4.6.6. a) Mostre que, para qualquer plano hiperbolico IT e qualquer
angulo «, existe uma reta hiperbolica £ que faz o angulo o com I7.
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Figura 4.6.3: A bola de Poincaré
H?3 com exemplos de linhas e pla-
nos hiperbélicos. As linhas geodésicas
em H?3 sdo arcos de circulos euclidi-
anos que intersectam a esfera no in-
finito perpendicularmente em ambos
os seus fins, o que inclui, como um
caso especial, os didmetros da bola.
Ao mesmo tempo, as superficies to-
talmente geodésicas — os planos hiper-
bélicos — tém a forma de calotas de
esferas euclidianas perpendiculares a
esfera no infinito, ou discos contendo
o centro da bola.

Nome euclidiano Nome hiperbolico

3-variedade simétrica R3 bola de Poincaré H3

ponto ponto ponto

geodésica linha reta diametro da bola ou arco
de um circulo euclidiano
perpendicular a 900 H3

superficie totalmente  plano disco central ou calota

geodésica esférica euclidiana
perpendicular a 900 H3

métrica riemanniana produto escalar métrica hiperbolica

distancia riemanniana

distancia euclidiana  distancia hiperbdlica

Tabela 4.6.2: Um dicionario que relaciona as nocdes mais béasicas da geometria
euclidiana aquelas da geometria hiperbdlica tridimensional, modelada pela bola de

Poincaré.
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b) Mostre que, para qualquer plano hiperbdlico I1; e qualquer angulo o, existe
um outro plano I1, que faz o angulo o com I71;.

¢) Doisplanos I1; e [T sao paralelos seou Iy = Il oull;NI1, = &. Verifique
que, para qualquer plano hiperbolico IT e qualquer ponto p & I1, existe um
numero infinito de planos paralelos a I1 que passam por p.

d) Como determinar se dois planos hiperbolicos se intersectam, olhando apenas
para a esfera no infinito e os dois circulos determinados por esses planos?

e) Como detectar se um plano hiperbdlico intersecta uma geodésica dada, olhando
apenas para a esfera no infinito, na qual o plano e a geodésica determinam,
respectivamente, um circulo e dois pontos (os “fins” da geodésica)?

4.6.2 Isometrias hiperbolicas e transformacodes conformes da esfera

Nesta se¢do, vamos falar um pouco sobre as transformacgdes conformes da esfera
bidimensional, ou seja, transformacdes que preservam os angulos entre curvas
em S2. Depois, vamos explicar como essas transformacdes da 2-esfera, identifi-
cada a esfera no infinito doo H 3, podem ser estendidas a toda a bola de Poincaré.

Na Secdo 1.4.3, discutimos a projecdo estereografica da 2-esfera, uma trans-
formac¢ao conforme que leva cada ponto da esfera, exceto o polo norte N, a um
ponto do plano, como ilustrado na Figura 1.4.1. Como consequéncia, a projecao
estereografica estabelece uma identificagdo conforme entre a 2-esfera e a compac-
tificagdo por um ponto do plano C. Essa compactificagdo ¢ normalmente denotada
C=cCcu {oo}.

Como tudo isso ja foi discutido no Capitulo 1, vamos apenas lembrar o que
ja foi dito. As transformacdes conformes de C foram descritas nas Segdes 1.3.6
e 1.3.7, onde estudamos o grupo de transformagdes lineares fraciondrias, ou seja,
o grupo de fungdes da forma

az+b
+d’

f:C—>C, f(z)_ a,b,c,d e C, ad —bc = 1. (4.6.4)

No Item e dos Exercicios 1.3.13, mostramos que transformagdes lineares fra-

cionarias podem ser estendidas a compactificagdo C, ou seja, a esfera de Riemann.

Explicitamente, uma transformagdo f da forma (4.6.4) pode ser definida no ponto
a

0o € C por f(co0) = 4. Além disso, vamos definir f(——) = 00. Assim,

cada transformagdo linear fracionaria torna-se uma bije¢do holomorfa C — C,
com uma inversa holomorfa. O grupo de transformagdes lineares fracionarias foi
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denotado TLF(C) e, no Item d dos Exercicios 1.3.14, mostramos que TLF(C)
¢ isomorfo ao grupo projetivo PSL(2, C), também conhecido como o grupo de
Mobius. R R

Em particular, cada difeomorfismo C — C que preserva a orientacdo e que ¢
conforme (preserva os dngulos) tem de ser um elemento de TLF(C) =~ PSL(2, C).
Segundo o resultado dos Exercicios 1.3.14, cada g € PSL(2, C) pode ser escrito
como uma “=£ matriz”, ou seja, um elemento da forma

g=i|:? Z], onde ad — bc = 1.

O simbolo “+” refere-se ao fato de o grupo PSL(2, C) ser definido como quociente
do grupo SL(2, C), de matrizes de determinante 1, pelo subgrupo {/, —1}, onde /
denota a matriz de identidade. Em outras palavras, g ¢ uma classe de congruéncia
no grupo quociente, representada por uma matriz [? 2] € SL(2,C), na qual as
entradas a, b, ¢, d sdo determinadas a menos de multiplicacdo conjunta por £1.
Essas entradas determinam os coeficientes na transformagao linear fraciondria f
definida pela Equacéo (4.6.4), que age na esfera de Riemann C. Usando a projegao
estereografica, podemos transportar essa acio a esfera unitaria S? C R3. Ao com-
pormos todas essas identificagdes, vemos que os elementos do grupo PSL(2, C)
agem na esfera no infinito S? = o0 H 3. Como as transformagdes lineares fra-
cionarias sdo automorfismos conformes de C e a projecdo estereografica ¢ um
difeomorfismo conforme, cada elemento g € PSL(2, C) determina assim um di-
feomorfismo conforme doo H> — 000 H?.

Logo veremos que a acdo de todo elemento g € PSL(2, C) na esfera no infi-
nito determina uma isometria de H 3 que preserva a orientagio. Na verdade, todas
as isometrias hiperbolicas que preservam a orientacao tém essa forma, como enun-
ciado no teorema que segue.

Teorema 4.6.7 (Teorema de extensdo de Poincaré). As identificagcoes descritas
acima induzem um isomorfismo de grupos PSL(2, C) 2= Isom™ (H 3).

Vamos agora descrever como construir a extensao de uma transformagao con-
forme da esfera no infinito oo H> a uma transformacdo de H3. A observacio
essencial nesse raciocinio ¢ a seguinte: cada circulo na esfera no infinito deter-
mina um Gnico plano hiperbélico. No caso de circulos maximos em S? = 9o H 3,
isso ¢ claro: eles determinam discos centrais, ou seja, planos hiperbolicos que
passam pela origem da bola. A observagio que outros circulos em S? também
determinam planos hiperbolicos inicos segue do exercicio abaixo.
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Figura 4.6.4: A extensdo de
Poincaré. Dado um ponto p €
H?3, podemos construir trés
planos hiperbdlicos Iy, I, e
I3, cuja intersecdo consiste
apenas do ponto p. Esses pla-
nos sdo unicamente determina-
dos pelos seus circulos no infi-
nito. Dado um automorfismo
conforme g € PSL(2,C) da es-
fera no infinito, podemos en-
contrar as imagens desses trés
circulos sob g e formar trés
novos planos hiperbdlicos I},
IT} e IT} a partir dessas ima-
gens (que sdo também circu-
los). Ent3o, a imagem de p
sob a extensdo ¥ = Y, é o
Gnico ponto de intersecdo dos
trés planos IT/, i € {1,2,3}.

14

Exercicio 4.6.8. Este exercicio refere-se a geometria euclidiana de R3 e usa so-
mente vocabulério euclidiano. Mostre que para cada circulo C C S? C R3 existe
uma tnica esfera S(p, r) C R3, centrada num ponto p € R3, de raio r > 0, que
intersecta a esfera unitaria S? perpendicularmente ao longo de C.

Seja g qualquer elemento de PSL(2, C). Como explicamos acima, g age na
esfera S2 por transformagdes conformes e, em particular, leva circulos em S2
a outros circulos. O nosso objetivo é associar a ¢ uma isometria hiperbolica
Y o= Yg € Isom™ (H3). Para qualquer ponto p na bola de Poincaré, podemos
encontrar trés planos hiperbdlicos 1y, I1, e I13, em posi¢do geral, cuja interse-
¢do consiste apenas do ponto p, ou seja, 1y N [1, N [13 = {p}. Essa situagdo
¢ mostrada na parte superior da bola de Poincaré na Figura 4.6.4. Cada um des-
ses planos IT; determina (e ¢ determinado por) um tnico circulo C; C 000 H 3,
i € {1,2,3}. A transformacdo de Mobius g leva os circulos C;, C> ¢ C3 a no-
vos circulos Cy, C} e Cj, respectivamente. Seja I1/ o plano determinado pelo
circulo C/ = g(C;) para cada i, como ilustrado na parte inferior da Figura 4.6.4.
A imagem do ponto p sob a isometria Yy = ¥, ¢ definida como o tnico ponto de
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intersecdo dos novos planos:
W(p)} =M ni,NII;.

Assim, cada automorfismo conforme g € PSL(2, C) determina uma transfor-
macao da bola de Poincaré em si mesma, embora seja necessario algum trabalho
para mostrar que a imagem ¥ (p) do ponto p ndo depende da escolha dos planos
I, I1, e I13, ou seja, que a transformag@o ¥ como a definimos esta, de fato, bem
definida. Depois disso, € necessario provar que ¥ € uma isometria da geometria
hiperbolica, o que ndo faremos aqui. Entretanto, ja& podemos observar que ¥ leva
planos hiperbolicos a planos hiperbdlicos e geodésicas a geodésicas. O exercicio
abaixo mostra que ¥ preserva também os angulos entre planos hiperbolicos.

Exercicio 4.6.9. Este exercicio usa somente terminologia euclidiana. Sejam Cj e
C, dois circulos dentro da esfera unitaria S2 C R3 e sejam E;, E; as esferas que
intersectam SZ perpendicularmente ao longo de C; e C,, respectivamente, cuja
existéncia e unicidade seguem do Exercicio 4.6.8. Supondo que C; e C; tém dois
pontos de interseg¢do, mostre que o angulo de interse¢do entre C; e C, ¢é igual ao
angulo de intersecdo entre £ e E».

No Item a dos Exercicios 4.6.2, mostramos que as rotagdes da bola de Poincaré
ao redor da origem constituem exemplos de isometrias hiperbolicas. Na verdade,
elas podem ser descritas como rotagdes de H 3 ao redor de eixos hiperbolicos, isto
¢, diametros da bola de Poincaré. Uma outra classe importante de isometrias que
preservam orientacdo sdo as translagdes ao longo de geodésicas. Entdo, vamos
concluir esta secdo com uma discussdo de translagoes hiperbolicas. Como um
exemplo, podemos considerar a geodésica £ formada pelo eixo vertical da bola de
Poincaré. Uma transla¢@o ao longo de ¢ ¢ ilustrada na Figura 4.6.5, e podemos
supor, para maior simplicidade, que ela move £ pela distancia 1. Denotemos essa
translagdo por 7(£, 1). O nosso objetivo é encontrar o elemento g € PSL(2,C)
tal que 7(£, 1) = ¥¢z. Como € claro, para fazer isso, devemos pensar sobre a agdo
das transformagdes de Mobius na esfera no infinito e encontrar a transformacao
cuja extensdo de Poincaré € a isometria T(€,1).

A parametrizacdo da esfera pelos elementos de C = C U{oco0} vem da projecdo
estereografica, ilustrada na Figura 1.4.1. Em particular, a imagem do polo norte
da esfera € co € C, a imagem do polo sul sendo 0 € C. Consequentemente, a
geodésica £ tem as dire¢des assintdticas determinadas pelos pontos 0,00 € C =~
oo H 3. Tss0 ja nos diz algo sobre a transformagdo de Mobius g: para a isometria
Vg preservar £, g tem de fixar os pontos 0, 00 € C.
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Figura 4.6.5: Uma translacdo hiperbdlica,
no modelo da bola de Poincaré. O eixo da
translacdo mostrada na figura é o didmetro
vertical da bola. A imagem mostra o mo-
vimento de pontos no plano hiperbdlico for-
mado pelo disco euclidiano paralelo ao plano
da pagina. Gragas a simetria por rotacdes,
a imagem é a mesma em cada plano hiper-
bélico que contém o eixo vertical.
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Exercicios 4.6.10. a) Mostre que cada transformagdo de Mébius f* que fixa os
elementos 0 ¢ oo de C tem a forma f(z) = Az para um escalar A € C \ {0}.
Dica: Utilize a forma de f dada na Equacao (4.6.4).

b) Seja g a transformagdo de Mobius para a qual ¥z = 7({,1). O resultado do
item anterior diz que g(z) = Az para certo parametro A. Usando as proprieda-
des da projecdo estereografica, mostre que A ¢ um nimero real positivo.

Gragas ao exercicio acima, sabemos que a translagdo t(¢, 1) corresponde a
uma transformacdo de Mobius da forma g(z) = Az para um certo nimero A > 0.
Para encontrar o valor de A, temos de estudar dois circulos no infinito relacionados
pela translagdo t(£, 1). Para tornar tudo isso mais concreto, podemos introduzir
coordenadas reais (x1,x2,x3) no espaco R3 em que H?3 vive, imaginando que
£ = {(x1,x2,x3) : x1 = x2 = 0, —1 < x3 < 1}. Entdo, a translagdo 7(¢, 1)
move todos os pontos de £ na direcdo de x3 positivo, pela distancia hiperbolica 1.
Por exemplo, seja IT o plano hiperbdlico que intersecta £ perpendicularmente no
centro da bola de Poincaré. Aos nosso olhos euclidianos, IT ¢ o disco equato-
rial — horizontal — da bola H3. A imagem de IT sob a translagdo t(£, 1) é, por-
tanto, um plano hiperbdlico IT’ que intersecta £ perpendicularmente em um ponto
B = (0,0, b) que fica a distancia hiperbdlica 1 da origem. Em termos euclidianos,
IT" ¢ uma calota de uma esfera euclidiana bidimensional, cujo raio e centro vamos
determinar nos exercicios abaixo.

Exercicios 4.6.11. a) Trabalhando na bola de Poincaré, considere o ponto
B = (0,0,b) € H? que resulta da translagio hiperbolica da origem 0 ao longo
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do eixo x3, na direg¢do de x3 positivo, pela distdncia hiperbdlica 1. Encontre o
valor de b usando os célculos do Item b dos Exercicios 4.6.4.

b) Sejar o raio da esfera euclidiana em R cuja interse¢iio com a bola de Poincaré
¢ o plano IT’ descrito acima. Em outras palavras, r € o raio da inica esfera em
R3 que intersecta a esfera unitaria perpendicularmente e intersecta o eixo x3,
também perpendicularmente, no ponto B = (0, 0, b) do item anterior. Mostre
que r = 1/sinh(1).

Assim, sabemos tudo que é necessario para encontrar A, embora os calculos
exatos possam levar ao desespero as pessoas de coragdo fraco. Entretanto, a ideia
geral desses calculos € simples: aos planos hiperbolicos IT e IT’ correspondem os
circulos no infinito C e C’, respectivamente. Ja sabemos que C é o “equador” da
bola de Poincaré: C = {(x1, x2,x3) : x% + x% =1, x3 = 0}, e com ajuda do
Item b dos exercicios acima, podemos também encontrar C’. Consequentemente,
as imagens dos circulos C e C’ sob a projecio estereografica doo H> — C sio
dois circulos concéntricos {|z| = R} e {|z| = R’}, respectivamente. Finalmente,
podemos calcular A como a razdo dos raios desses circulos: A = %. Se a leitora
dedicada fizer todos esses calculos, vai descobrir que A = e. Mais geralmente, a
translagdo 7 (£, ¢) pela distancia ¢, na diregdo de oo, corresponde a transformagdo
de Mobius z > e€z.

4.7 Variedades hiperbolicas

Esta secdo ¢ devotada a alguns exemplos de variedades hiperbdlicas, ou seja,
(X, G)-variedades com X = H 3, onde o pseudogrupo G ¢ igual ao pseudogrupo H
de isometrias hiperbdlicas locais. Exatamente como no caso de variedades esféri-
cas, as (H3, H)-variedades também podem ser construidas por colagem de polie-
dros — hiperbolicos — desde que se satisfagam as Condigoes 4.4.4. Na verdade, ja
encontramos, no Capitulo 3, todas as variedades consideradas aqui, embora 14 as
tenhamos analisado apenas do ponto de vista topologico.

4.7.1 O espaco dodecaédrico de Seifert—Weber

O espaco dodecaédrico de Seifert—Weber foi introduzido, na Se¢ao 3.1.3, como
uma colagem de faces opostas de um dodecaedro, efetuada por “movimentos de
parafuso” que rodam cada face pelo dngulo %n, além da transladar ao plano da
face oposta. No Exercicio 3.1.16, pedimos que o leitor estabeleca as propriedades
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basicas dessa colagem e da variedade resultante, o espago dodecaédrico de Seifert—
Weber. Se a leitora ainda ndo resolveu esse exercicio, ¢ importante que o faga
agora: do contrario, a discussdo que segue sera quase incompreensivel.

Como verificado no Exercicio 3.1.16, a defini¢ao do espaco dodecaédrico de
Seifert—Weber por colagem das faces opostas do dodecaedro, com a rotagdo das
faces coladas pelo angulo %n, satisfaz os pontos i e iii das Condigdes 4.4.4. No
que segue, bastara entdo que construamos um dodecaedro geométrico que satis-
faga também a condi¢@o ii. Conforme o resultado do Exercicio 3.1.16, a colagem
agrupa as arestas do dodecaedro em grupos de cinco, entdo as equagdes de cola-
gem estdo satisfeitas se (e somente se) o angulo diedral do dodecaedro ¢ igual a
ZT” = 72°. Porém, como verificado nos Exercicios 4.5.3, isso ndo ¢é possivel nem
na geometria euclidiana, onde o angulo diedral é sempre § &~ 116, 565°, nem na
geometria esférica, onde o dngulo diedral sempre ultrapassa 6. No entanto, é pos-
sivel construir um dodecaedro regular hiperbélico com o angulo diedral de 72°:

vejamos agora como fazé-lo.

Seja V1 C S? o conjunto de vértices de um dode-
caedro regular euclidiano inscrito na esfera unitaria. O
conjunto V, = r - V7 contém, entdo, os vértices de um
dodecaedro inscrito na esfera S(0,7) C R3. No Item a
dos Exercicios 4.6.4, mostramos que a esfera euclidi-
ana S(0,7), com r < 1, é também uma esfera hiperbo-
lica, embora o raio hiperbolico de S(0, r) néo seja igual
ao raio euclidiano r. Na verdade, quando r — 1, o raio
hiperbolico de S(0, r) diverge para o infinito. Seja Dy o Figura 4.7.1: Um pol-
dodecaedro hiperbolico cujos vértices sdo os elementos  ¢ong ideal hiperbélico.
do conjunto V;, para r € (0, 1). Em outras palavras, D,

é o menor subconjunto geodesicamente convexo de H3

que contém V;, também conhecido como a envoltoria convexa geodésica de V;.
Em particular, as faces de D, sdo pentagonos hiperboélicos, ou seja, regioes de pla-
nos hiperbolicos limitadas por cinco arestas, cada uma das quais ¢ um segmento
de uma geodésica hiperbolica. Analogamente ao caso de dodecaedros esféricos,
discutido em detalhe na Segdo 4.5.2, o angulo diedral §, do dodecaedro hiper-
boélico D, também depende continuamente do pardmetro . Quando r — 0, 4,
aproxima-se ao angulo diedral § num dodecaedro euclidiano — a prova disso € pra-
ticamente idéntica a prova que fizemos no caso esférico e que foi ilustrada pela
Figura 4.5.3.

No entanto, a situacdo em H 3 ¢ diferente quando r — 1, ou seja, quando o
raio hiperboélico da esfera que contém D, diverge para o infinito. No limite, o
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Figura 4.7.2: O dodecaedro hiperbdlico D,
no modelo da bola de Poincaré. Os dngulos die-
drais de D, sdo exatamente iguais a %n = 72°,
permitindo a colagem geométrica, que define a
estrutura hiperbédlica na 3-variedade resultante
— 0 espaco dodecaédrico de Seifert—\Weber.

dodecaedro D; pode ser inscrito na esfera no infinito S? = 0.0 H3, 0 que coloca
os “vértices” de D fora da bola de Poincaré. Topologicamente, D1 C H 3 ¢&um
dodecaedro sem vértices — um dodecaedro ideal.

Em geral, um poliedro ideal é uma regido de H > limitada por um ntimero finito
de poligonos ideais, que tém “vértices no infinito”. As arestas de poligonos ideais
sdo geodésicas infinitas, assintoticas uma a outra, de forma que elas formem um
ciclo fechado, limitando, assim, uma regido ndo compacta de um plano hiperboélico,
como ilustrado na Figura 4.7.1. Um exemplo de poliedro ideal — um tetraedro
ideal — é também mostrado na Figura 4.7.3. No nosso caso, o dodecaedro regular
ideal D tem pentagonos ideais como suas faces. O calculo do angulo diedral §;
de D1, que ndo faremos aqui, mostra que §; = % = 60°. Consequentemente, 0
limite, quando r — 1, do 4ngulo diedral hiperbélico &, ¢ igual a Z.

Como 60° < 72° < 116,565° ~ §, podemos aplicar o teorema do valor in-
termediario a fungdo continua r2|—> 8y, concluindo, assim, que existe um valor

*

r* € (0,1) para o qual 6, = £ = 72°. Desse modo, obtemos um dodecae-

dro hiperbodlico muito especial D=, com angulos diedrais de exatamente %n ao
longo de todas as arestas, ilustrado na Figura 4.7.2. Assim, a colagem do dode-
caedro D, = satisfaz as equagdes de colagem. Em conjuncdo com o resultado do
Exercicio 3.1.16, isso implica que o espago dodecaédrico de Seifert—Weber tem a
estrutura de uma variedade hiperbdlica.

Além disso, o angulo §, ¢ uma fun¢do estritamente decrescente do pardme-
tro r, o que faz o dodecaedro hiperbdlico D,= tnico, a menos de congruéncia
(isometria). Consequentemente, a (H 3, #)-estrutura no espago dodecaédrico de
Seifert—Weber ¢ também unica, implicando que todas as propriedades dessa tnica
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geometria hiperbolica constituem invariantes topologicos da variedade.

Em geral, se uma 3-variedade compacta M, sem bordo, admite uma estrutura
hiperbolica, ou seja, se M é uma (H 3, H)-variedade, entio essa estrutura é Ginica
— todas outras maneiras de introduzir geometria hiperbdlica em M produzem va-
riedades isométricas a variedade original. Esse fato ¢ conhecido como o teorema
de rigidez de Mostow, que ndo discutiremos, mas que pode ser encontrado, com
prova completa, no livro de Benedetti e Petronio (1992).

4.7.2 O complemento do né figura oito

Vamos finalizar as nossas investigagdes com um exemplo de grande importancia
histdrica, que foi descrito completamente pela primeira vez por W. Thurston. Ja
mencionamos esse exemplo na Secdo 3.1.3, onde discutimos uma colagem de dois
tetraedros topologicos, conforme as instrugdes mostradas no lado direito da Figu-
ra 3.1.9. Como confirmamos ao resolver o Exercicio 3.1.18, essa colagem de tetra-
edros tem caracteristica de Euler igual a 1 e, portanto, ndo define uma 3-variedade.
Esperamos que o leitor ja tenha identificado a causa desse problema: o elo do unico
vértice, que resulta da colagem de todos os vértices dos dois tetraedros, ¢ um toro
bidimensional 72, ao invés de uma esfera. Consequentemente, esse vértice ndo
possui uma vizinhanga compacta que seja homeomorfa a uma bola fechada, pois
as pequenas vizinhangas do vértice sido todas homeomorfas ao cone C(72).

Na Secdo 3.1.3, dissemos também que podemos simplesmente remover o vér-
tice problematico, produzindo, assim, uma 3-variedade M aberta, isto é, a vari-
edade M ndo é compacta. Na verdade, M ¢ homeomorfa ao complemento do
no figura oito. Mais precisamente, seja K uma curva fechada, suavemente mergu-
lhada em R3, na forma do n6 mostrado na Figura 3.1.10. Podemos considerar esse
R3 como um subconjunto aberto da 3-esfera S3, ja que S3 é a compactificagio por
um ponto de R3. O que Thurston descobriu é que a variedade M é homeomorfa
a 83\ K, o que ndo vamos justificar aqui; uma prova simples e detalhada desse
fato pode ser encontrada no Capitulo 11 do livro de Bonahon (2009).

Para equipar a variedade ndo compacta M com uma geometria, vamos realizar
os dois tetraedros como tetraedros geométricos e colar suas faces por isometrias,
como ja fizemos em outros casos. No entanto, uma diferen¢a marcante nesse caso €
que os vértices dos tetraedros precisam ser removidos, criando um risco de que um
ser humano hiperbolico, ao viajar pela variedade M, possa encontrar um “buraco”
perigoso, no lugar do ponto removido. Em termos matematicos, ao removermos
um ponto de um espaco métrico completo (provavelmente) obtemos um espago
ndo completo: qualquer sequéncia convergindo para o ponto removido (supondo
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Figura 4.7.3: Um tetraedro regu-
lar ideal hiperbdlico, cujos vértices
sdo também vértices de um tetra-
edro regular euclidiano inscrito na
esfera unitaria S2 = 0oH3. To-
pologicamente, o tetraedro ideal hi-
perbdlico é um tetraedro sem vér-
tices. Geometricamente, ele é defi-
nido como a regido de H?3 limitada
por quatro planos hiperbélicos, que
se intersectam ao longo de seis geo-
désicas infinitas — as arestas. Cada
vértice no infinito determina a dire-
cdo assintdética comum de trés ares-
tas. Apesar de ser ndo compacto,
um tetraedro ideal hiperbdlico tem
volume finito.

que haja tais sequéncias ndo constantes) continua a ser uma sequéncia de Cauchy,
mas deixa de convergir. Para evitar essa dificuldade, vamos realizar os dois tetrae-
dros sem vértices como tetraedros ideais hiperbdlicos, com “vértices no infinito”.
Assim, ndo havera um “buraco”, pois ele estara “infinitamente afastado”.’

Um tetraedro ideal hiperbolico, ilustrado na Figura 4.7.3, ¢ completamente
determinado por quatro pontos na esfera no infinito S? = 9o, H > — seus vértices
no infinito. Quando esses quatro pontos sdo vértices de um tetraedro euclidiano
regular inscrito em S 2 entdo o tetraedro ideal correspondente, na bola de Poincaré,
¢ chamado de tetraedro regular ideal. Em particular, os angulos diedrais num
tetraedro regular ideal sdo todos iguais a § = 60°.

Vamos agora efetuar a colagem mostrada na Figura 3.1.9 usando dois tetrae-
dros regulares ideais. Olhando a figura, vemos que a colagem agrupa as arestas
em duas familias de seis arestas cada, entdo a soma de angulos diedrais nas ares-
tas de tetraedros regulares ideais identificadas pela colagem serd sempre igual a
6 - % = 2m. No entanto, para justificar que M é uma (H 3, 'H)-variedade, nio po-
demos simplesmente aplicar as Condicdes 4.4.4, porque estamos lidando aqui com
uma colagem de poliedros ideais — ndo compactos. Como veremos logo, em um
tetraedro ideal A, para cada aresta que separa duas faces F1, F, de A, existe uma

9Essa estratégia, a0 invés de fornecer os limites faltantes de sequéncias de Cauchy, simplesmente
faz com que essas sequéncias deixem de ser Cauchy e divirjam para o infinito.
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{inica isometria hiperbolica f € Isom™ (H3), que preserva essa aresta (orientada)
e leva Fy a F,. Porém, ainda ndo sabemos se a composi¢ao de tais isometrias f,
ao redor da aresta colada, induz nela a identidade, como foi postulado na Figu-
ra 3.3.8. Mesmo com a soma de angulos igual a 277, 0 que pode ocorrer € que a
composi¢do fg o --- o f1 aja como uma translagdo ao longo da aresta, ja que ela
¢ uma geodésica infinita. Felizmente, no caso da nossa colagem, quando usamos
tetraedros regulares ideais, isso ndo acontece: todas as isometrias f; sdo rotagdes,
como vamos verificar agora.

Exercicios 4.7.1. a) Considere, na esfera de RiemanrAl, duas cole¢des de trés pon-
tos distintos: pi1, p2, p3 € C e pj, p5, p5 € C. Mostre que existe uma
Unica transformagao de Mobius g € PSL(2, C), que satisfaz g(p;) = p; para
todoi € {1,2,3}.

b) Como um exemplo concreto da constru¢do do item anterior, encontre a trans-
formacao de Mobius que faz 0 — 1, 1 > 00, 0o — 0.

¢) Conclua do Item a que, para cada par de faces Fp, F, de um tetraedro ideal
hiperbélico A, existe uma tUnica isometria f € Isom™ (H?3) que leva F; iso-
metricamente a F, e cuja restricdo a aresta F; N F, € uma isometria dessa
aresta que preserva orientagao.

d) Seja A um tetraedro regular ideal em H3. Mostre que, para qualquer par de
faces Fy, F>, a Ginica isometria f construida no item anterior ¢ uma rotagao,
ou seja, que f fixa a aresta Fy N F, ponto a ponto.

Como consequéncia dos exercicios acima, a nossa colagem de dois tetraedros
regulares ideais induz uma estrutura hiperbélica — uma (H 3, #)-estrutura — no
complemento M do n6 figura oito, com 0 né “no infinito”. Além disso, a variedade
hiperbolica M tem volume finito, igual ao volume dos dois tetraedros ideais.

Em geral, para que uma colagem de tetraedros ideais hiperboélicos, por meio de
isometrias que preservam orientacdo, produza uma variedade hiperbolica, tém de
se satisfazer as equacoes complexas de colagem hiperbdlica. Mais precisamente,
identificando 0o H> com C e aplicando o Item a dos Exercicios 4.7.1, podemos
transformar qualquer tetraedro ideal A em um tetraedro ideal que tem trés vér-
tices nos pontos {0, 1,00} C deoH?3. Assim, o quarto vértice acaba sendo um
nimero complexo z € C \ {0, 1}, chamado o pardmetro de forma do tetraedro
ideal A. O parametro de forma ndo € unico, porque existem trés maneiras de mo-
ver os trés vértices iniciais aos pontos 0, 1, co, que resulta em trés parametros de



4.7. Variedades hiperbolicas 233

, ﬁ e ZT_I, que pode ser verificado usando o Item b

forma correspondentes: z
dos Exercicios 4.7.1.

Se a leitora diligente aplica o resultado do Item ¢ dos Exercicios 4.7.1 ao te-
traedro ideal com vértices {0, 1,z,00} C 0ooH?>, tomando F; = (0,1,00) e
F> = (0, z, 00), vai descobrir que a transformagao de Mdbius f ¢ dada pela for-
mula f(w) = zw. Desse modo, a nossa analise da composi¢@o das isometrias
hiperbolicas f;, que relacionam as faces adjacentes dos dois tetraedros colados na
construcdo de M, pode ser expressa em termos de equacdes em variaveis comple-
xas: os parametros de forma dos dois tetraedros. Em particular, os dngulos diedrais
de um tetraedro ideal correspondem aos argumentos (complexos) dos parametros
de forma, enquanto as distancias de transla¢des induzidas nas arestas coladas sao
logaritmos de valores absolutos desses parametros.

Uma das consequéncias da analise de equacdes de colagem complexas é que,
ao contrario do exemplo do espaco dodecaédrico de Seifert—Weber construido na
Secdo 4.7.1, a estrutura hiperbélicaem M = S3\ K ndo é unica: na verdade, ela
pode ser “deformada”. Mais concretamente, deformagdes da geometria hiperbo-
lica de M podem ser descritas por meio de deformagdes dos dois tetraedros ideais
hiperbolicos — para fazer isso, deixamos os seus parametros de forma variar, de
modo que as equagdes complexas de colagem continuem satisfeitas. Embora seja
possivel construir assim um niimero infinito de possiveis estruturas hiperbolicas
diferentes em M, uma delas ¢ especial: ela tem a propriedade de induzir uma
distancia riemanniana (hiperboélica) que faz M um espago métrico completo. Em
geral, o teorema de rigidez de Mostow—Prasad garante que, se uma 3-variedade
ndo compacta M admite uma geometria hiperbolica metricamente completa, de
volume finito, entdio essa geometria é a tnica (H 3, H)-estrutura em M com es-
sas duas propriedades. No caso do complemento M do né figura oito, a Unica
estrutura completa corresporllde a noslsa colag;em de dois tetraedros regulares, com

— z=1 _ ei k4 3'

pardmetros de forma z = ;= = =
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