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1 Corpos de
Funções

Algébricas

1.1 Propriedades de Curvas
Neste capítulo abordaremos a teoria geral de Corpos de Funções Algébricas: Lu-
gares, Divisores, anéis de valorização e Espaço de Riemann–Roch.

A menos de menção do contrário, neste capítulo sempre consideraremos K
um corpo arbitrário.

Para um polinômio f .x; y/ 2 KŒx; y� a curva plana afim associada à f é o
conjunto

Xf WD

n
.a W b/ 2 K

2
j f .a; b/ D 0

o
:

De forma análoga, dado polinômio homogêneoF.X; Y;Z/ 2 KŒX; Y;Z� a curva
plana projetiva associada à F é o conjunto

XF WD
˚
.a W b W c/ 2 P2.K/j F.a; b; c/ D 0

	
:

Observamos que a partir de uma polinômio afim podemos obter um polinômio
homogêneo e vise versa. Com efeito, seja f .x; y/ 2 KŒx; y� com deg.f / D r

então homogenizando f obtemos F.X; Y;Z/ D Zrf .X
Z
; Y

Z
/. Reciprocamente,

dado um polinômio homogêneoF.X; Y;Z/ 2 KŒX; Y;Z� obtemos um polinômio
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em KŒx; y� desomogenizando com relação à uma das três variáveis F.X; Y; 1/;
F.X; 1;Z/; F.1; Y;Z/: Estas operações de desomogenizar e homogenizar po-
linômios também cria uma relação entre os pontos das curvas, isto é, dado um
ponto .a; b/ 2 K

2 da curva afim Xf então temos que .a W b W 1/ 2 P2.K/

é um ponto da curva projetiva homogenizada Zrf .X
Z
; Y

Z
/. Por outro lado, se

.a W b W c/ 2 P2.K/ com Z ¤ 0 (resp. X ¤ 0, ou Y ¤ 0) é um ponto perten-
cente ao polinômio homogêneo F.X; Y;Z/ então .a W b W 1/ é um ponto da curva
afim F.x; y; 1/ (resp. F.1; y; z/, F.x; 1; z/). O ponto .a W b W 1/ (com Z ¤ 0/ é
chamado de ponto afim da curva F.X; Y;Z/, quandoZ D 0 dizemos que o ponto
está no infinito.

Sejam XF um curva e p 2 XF ponto. Dizemos que p é um ponto singular se

FX .p/ D 0I

FY .p/ D 0I

FZ.p/ D 0;

onde FX ; FY ; FZ denotam as derivadas parciais em relação a cada variável. Caso
contrário dizemos que p é um ponto não singular. Neste caso, a reta tangente em
um ponto não singular é dada por

FX .P /X C FY .P /Y C FZ.P /Z D 0:

Curvas que não contém pontos singulares são chamadas de curvas não singulares.
A vantagem de utilizar curvas não singulares é que podemos obter o gênero

destas curvas utilizando apenas o grau do polinômio. Mais precisamente, se XF

é uma curva não singular, então o gênero de XF é

g D
.deg.F / � 1/.deg.F / � 2/

2
: (1.1)

Ressaltamos que para curvas planas em geral a formula para o calculo do gênero
é um pouco diferente da formula acima.
Exemplo 1.1.1. Seja K um corpo com Char.K/ ¤ 2. Considere a curva dada
pela equação

F W Y 2T � .X � c1T /.X � c2T /.X � c3T /

com c1; c2; c3 2 K distintos entre si. As derivadas parciais são:
FX D.X � c2T /.X � c3T /C .X � c1T /.X � c3T /C .x � c1T /.X � c2T /I

FY D2Y T I

FT D � c1.X � c2T /.X � c3T / � c2.X � c1T /.X � c3T / � c3.X � c1T /.X � c2T /;
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igualando as três derivadas a zero, obtemos que a única solução possível é .0 W

0 W 0/ e desta forma F é não singular. Utilizando a formula do gênero, temos que
g.F / D 1:

Uma XF curva definida sobre um corpo K é dita ser geometricamente irre-
dutível sobre K se o polinômio F é irredutível sobre K. Vamos sempre estar
assumindo que uma curva é geometricamente irredutível.

Sobre as considerações acima podemos ver alguns exemplos:

Exemplo 1.1.2 (Curva Hermitiana). Seja q potência de um primo. Considere a
equação XqC1 D Y qZ C YZq . Esta equação é chamada de Curva Hermitiana
Hq definida sobre Fq2 : Algumas propriedades deHq

• é geometricamente irredutível.

• As derivadas parciais deHq são:FX D Xq; FY D �Zq; FZ D Y q .

Vemos queHq é não singular. Vamos analisar um caso particular. Considerando
q D 2, podemos facilmente calcular Fq2 D

Z2Œx�

.x2CxC1/
, ie, F4 D

˚
0; 1; ˛; ˛2

	
com

˛2 D 1C ˛:

H2 possui pontos no infinito? Resposta: O único ponto no infinito é o ponto
P1 WD .0 W 1 W 0/, poisH2 W .X

Z
/qC1 � .Y

Z
/q �

Y
Z
. E esse é o único ponto emH2

quando Z D 0:

De forma análoga podemos mostrar que .0 W 1 W 0/ é o único ponto no infinito
deHq com Z D 0:

Exemplo 1.1.3. SejaK D Q. Considere a equação G.X; Y; T / D Y 2T �X3 C

XT 2. então as derivadas parciais são:

FX D3X2
� T 2

I

FY D2Y T I

FT DY 2
� 2XT:

Pela igualdade FY D 0 temos que T D 0 ou Y D 0. Se T D 0 então por
FX D FT D 0 temos X D Y D 0. Se Y D 0 então por FX D FT D 0

concluímos X D T D 0. Portanto, G é não singular e possui gênero um. Seja
P D .T W X W Y / um ponto na curva, quando T D 0 temos que Y D 0 e portanto
P D P1 D .0 W 1 W 0/ é o único ponto no infinito. Abaixo podemos ver a figura
do gráfico curva.
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Exemplo 1.1.4. Seja K D R. Considere o polinômio g.X; Y;Z/ WD Y 2Z3 �

X5 �X3Z2

gX D � .5X4
C 3X2Z2/ I

gy D2YZ3

gZ D3Z2Y 2
� 2X3Z;

Como as derivadas não se anulam simultaneamente, temos que g é não singular.
Abaixo podemos ver a figura do gráfico curva.

Como podemos constatar no próximo exemplo, existem curvas que são singu-
lares.

Exemplo 1.1.5. Seja K D Fq um corpo com q D l3 elementos. Considere a
curva dada pela equação F W Y l2

� Y T l2�1 D X l2�lC1T l�1. Então temos que
as derivadas parciais são:

FX D.l2 � l C 1/X l2�lT l�1
I

FY D.l2/Y l2�1
� T l2�1

I

FT D.l2 � 1/Y T l2�2
� .l � 1/X l2�lC1T l�2 ;

é uma curva singular, com um único ponto singular para T D 0. De fato, de
FY D 0 temos que Y D 0 logo .0 W 1 W 0/ é o único ponto singular.



1.1. Propriedades de Curvas 5

Como um dos nossos principais objetivos é o estudo sobre corpos finitos, con-
vémmostrarmos que sobre um corpo finito sempre existem polinômio irredutíveis.
Donde segue a motivação do próximo exemplo.

Exemplo 1.1.6. Seja Fq um corpo com q elementos. Para cada natural n existe
um polinômio irredutível em Fq de grau n.

Vamos denotar porNq.n/ o número de polinômios mônico irredutíveis de grau
n em Fq .

Afirmação 1:
Seja f 2 FqŒx� mônico, irredutível de grau d . f jxqn

� x () d jn: De
fato, se d jn então Fq � Fqd � Fqn . Seja ˛ uma raiz qualquer de f em alguma
extensão de Fq , logo d D ŒFq.˛/ W Fq� e portanto Fqd D Fq.˛/: Assim, ˛ 2 Fqn

e ˛qn

� ˛ D 0 então f jxqn

� x: Reciprocamente, se f jxqn

� x considere ˛ uma
raiz qualquer de f em alguma extensão de Fq , logo ˛qn

�˛ D 0 e assim ˛ 2 Fqn

e portanto Fqd � Fqn ; isto é, d jn:

Afirmação 2:
Para cada natural n, xqn

� x é igual ao produto de todos os polinômios irre-
dutíveis sobre Fq com grau dividindo n:

Com efeito, pela afirmação 1 temos que cada polinômio mônico irredutível
com grau dividindo n aparece pelo menos uma vez na fatoração de xqn

�x. Como
xqn

�x é separável, então cada irredutível aparece exatamente uma única vez na
fatoração de xqn

� x.
Afirmação 3:
qn

D
X
d jn

dNq.d/: para cada natural n:

De fato, segue da afirmação 2 comparando o grau de cada lado da igualdade.
(Fato: Fórmula de inversão de Möbius)
Seja f .n/ uma função sobre os naturais e F.n/ D

X
d jn

f .d/. Então, para

cada natural n temos que

f .n/ D
X
d jn

�.d/F.
n

d
/:

Então obtemos que

Nq.n/ D
1

n

X
d jn

�.d/q
n
d :
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E portanto Nq.n/ > 0 para cada natural n: Para mais detalhes sobre a Fórmula
de inversão de Möbius veja (Martinez et al. 2018).

Ao longo deste livro iremos estudar mais aspectos destas e de outras curvas,
nos apropriando da linguagem de curvas e corpos de funções.

1.2 Introdução à Corpos de Funções Algébricos
Começamos esta seção relembrando a definição de base de transcendência. Con-
sidere F=K uma extensão qualquer de corpos. Dizemos que um conjunto T de F
é algebricamente dependente se existe um número natural n, um polinômio não
nulo p.x1; : : : ; xn/ 2 KŒx1; : : : ; xn� e ainda elementos distintos t1; : : : ; tn 2 T sa-
tisfazendo f .t1; : : : ; tn/ D 0. No caso contrário dizemos que T é algebricamente
independente sobre K:

Usando a inclusão de conjuntos algebricamente independentes podemos apli-
car o Lema de Zorn para obter um conjunto maximal algebricamente independente.
Este conjunto maximal chamaremos de base de transcendência de F=K:

Exemplo 1.2.1. Considere p.x; y/ 2 QŒx; y� dado por p.x; y/ D x3 C y � 1:

Definindo o corpo quociente F D
QŒx;y�
p.x;y/

temos que as variáveis z D
x

p.x;y/
e

w D
y

p.x;y/
são uma base de transcendência de F sobre Q:

Da definição de base de transcendência, vemos que uma mesma extensão não
temos unicidade com relação a base. Porém, como veremos no próximo resultado,
a cardinalidade é invariante.

Teorema 1.2.1. Qualquer duas bases de transcendência possuem mesma cardi-
nalidade.

A partir da seguinte definição concentraremos nosso estudo em extensões com
base de transcendência de tamanho 1:

Definição 1.2.1. Um corpo de funções algébricas F=K de uma variável sobre K
é uma extensão de corpos K � F tal que F é uma extensão algébrica finita de
K.x/ para algum elemento x 2 F que é transcendente sobre K:

Para facilitar referências futuras, iremos abreviar Corpos de Funções Algébri-
cos para Corpos de Funções.

No caso em que F=K é uma extensão com base de transcendência de tamanho
s > 2 dizemos que F é um corpo de funções algébrico de n variáveis.
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Exercício 1.2.1. Considere o conjunto K WD fu 2 F j u é algebrico sobre Kg.
Mostre que com as operações de usuais de F , K é um subcorpo de F:

O corpo K é chamado corpo de constantes de F=K:
SejaF=K uma extensão de corpos. Um subconjunto finito fx1; : : : ; xrg � F é

algebricamente independente sobreK se não existe p.t1; : : : ; tr/ emKŒt1; : : : ; tr �
satisfazendo p.x1; : : : ; xr/ D 0. Um subconjunto S � F é algebricamente inde-
pendente sobre K se todos os subconjuntos finitos de S são algebricamente inde-
pendentes sobre K.

Uma base de transcendência da extensão F=K é um subconjunto A de F que
satisfaz:

• A é algebricamente independente.

• A � A0 e A0 é um subconjunto algebricamente independente de F , então
A D A0.

Portanto, chamamos de grau de transcendência, e denotamos por t rdeg.F=K/,
a cardinalidade da base transcendência de F/K.

Sobre o grau de transcendência de F=K temos dois resultados importantes:
F=K é uma extensão algébrica se, e somente se, t rdeg.F=K/ D 0.

Se F é algébrico sobreK.A/, para algum subconjunto A de F, então A contém
uma base de transcendência de F=K.

Exemplo 1.2.2. O corpo de funções racionais F=K é chamado racional, deno-
tamos por F D K.x/, para algum x 2 F que é transcendente sobre K: Mais
adiante iremos explorar esse exemplo de forma mais profunda.

Exemplo 1.2.3. Seja K D Q e considere p.X; Y / D X3 � Y 2 C Y C 1 2

KŒX; Y �. Considere o quociente F D
KŒX;Y �
p.X;Y /

. Fazendo x WD X mod p.X; Y / e
y WD Y mod p.X; Y / temos que F D K.x; y/ com x3 D y2 � y � 1 é um corpo
de funções algébricas de uma variável.

Da Teoria de Extensões de Corpos podemos obter uma representação para
F=K através de uma equação polinomial. Uma vez que x é transcendente so-
bre K temos que F=K.x/ é uma extensão finita. Se tomarmos qualquer outro
elemento transcendente y sobre K então x e y terão uma relação de dependência
sobre K uma vez que o grau de transcendência é um. Em outras palavras, existe
um polinômio p.z;w/ 2 KŒz;w� tal que p.x; y/ D 0. Desta forma, concluímos
que x é algébrico sobre K.y/ (via p.z; y/ 2 K.y/Œz�) e y algébrico sobre K.x/
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(via p.x;w/ 2 K.x/Œw�). Vendo o corpo de funções F=K como F D K.x; y/ po-
demos escolher estudar a extensão mais conveniente pois podemos ver como duas
extensões, isto é, podemos ver F como extensão de k.x/ ou de K.y/. Conforme
diagrama abaixo.

F D K.x; y/

k.x/ K.y/

K

Observamos que a definição acima pode ser resgatada se partimos de uma
curva plana projetiva (ou afim). Seja XF um curva plana algébrica, projetiva, ir-
redutível sobre um corpo K associada ao polinômio homogêneo F 2 KŒX; Y;Z�.

Desta forma consideramos o seguinte conjunto

K.X; Y;Z/

.F /
WD
˚
G.X; Y;Z/j G.X; Y;Z/ 2 K.X; Y;Z/ G homogêneo

	
;

onde G.X; Y;Z/ denota a classe do polinômio G. Tal conjunto é um domínio de
integridade, pois F é irredutível. Dizemos que dois polinômios são equivalentes
se sua diferença é múltipla de F: Isto nos permite construir o corpo de frações
QF . Para avaliar uma tal fração em um ponto projetivo, queremos o resultado não
dependa do representante do representante escolhido. Portanto, exigimos que o
numerador e o denominador tenham um representantes ambos com o mesmo grau.
O corpo de funções deXF ; denotado porK.XF /, é o conjunto de elementos deQF

admitindo uma tal representação (O caso afim é obtido de forma similar). Esses
elementos recebem o nome de funções racionais deXF :Umelemento z 2 K.XF /

é chamado de função regular em um ponto p se z D
G.X;Y;Z/
Q.X;Y;Z/

com Q.p/ ¤ 0.
Observe portanto que toda função racional tem um número finito de pontos onde
ela não é regular.

Dentro do Corpo das Funções RacionaisK.x/ encontramos um conjuntos com
algumas propriedades interessantes. Considere um polinômio mônico irredutível
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f .x/ 2 KŒx�. Definimos o seguinte conjunto

Of WD

�
u.x/

v.x/
j u.x/; v.x/ 2 KŒx�; f .x/ − u.x/

�
:

Verificamos que este conjunto satisfaz as seguintes propriedades:

• É um anel;

• K � Of � F , O ¤ F; K;

• Para todo z 2 F temos que z 2 Of ou z�1 2 Of :

Exercício 1.2.2. Mostre que o conjuntoOf definido acima é de fato as proprieda-
des são satisfeitas. Mostre ainda que se g.x/ é outro polinômio mônico irredutível
então Of ¤ Og

Estes fatos motivam a seguinte definição.

Definição 1.2.2. Um anel de valorização de um corpo de funções F=K é um anel
O � F tal que:

• K � O � F , O ¤ F; K e

• para todo z 2 F temos que z 2 O ou z�1 2 O:

Como veremos a seguir este anel possui propriedadesmuito interessantes. Uma
delas em especial será abordada quando tentarmos calcular um tipo especial de
conjunto de números naturais.

Para um anel de valorização O , considere o conjunto de todos os elementos
invertíveis deO, isto é,O� D fy 2 Oj 9w 2 O tal que yw D 1g. Para o próximo
resultado, lembramos que um anel local é um anel com único ideal maximal.

Proposição 1.2.1. Dado um anel de valorização qualquerO deF=K, as seguintes
propriedades são validas:

a) P WD O X O� é único ideal maximal de O, isto é, O é um anel local.

b) Dado 0 ¤ u 2 F , temos que u 2 P se, e somente se, u�1 62 O.

Demonstração. a) P é um ideal maximal de O.
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• P é um ideal: Sejam x; y 2 P e z 2 O temos claramente que xz não
é invertível, logo xz 2 P . Pela definição O temos que x=y 2 O ou
y=x 2 O . Sem perda de generalidade podemos assumir que y=x 2

O: Então x C y D x.1C y=x/ 2 O.
• P é maximal: Seja I um ideal tal que P   I � O, então dado x 2 J

temos que x é invertível e portanto J D O.

Segue da definição de P que ele é o único.

b) Dado u 2 F . Se u 2 P então u�1 62 O, pois caso contrário, teríamos que
1 D uu�1 2 P o que é um absurdo. A reciproca é imediata.

Se considerarmos K o corpo de constantes de F=K podemos observar que
K � O e que K \ P D f0g (Deixamos a verificação deste fato para o leitor).

Definição 1.2.3. O ideal P definido no item 1: do Teorema 8 é chamado de place
do corpo de funções F=K. Vamos denotar o conjunto de todos os places de F=K
por P .F /:

No contexto de curvas à definição análoga é a seguinte: Seja Y uma curva
e p 2 Y um ponto. Oq.Y / WD Op é o conjunto de funções definidas em p: O
ideal maximal deste anel émp.Y / WD

˚
f 2 Oq.Y /j f .p/ D 0

	
e portanto temos

o equivalente em curvas à um place.

Proposição 1.2.2. Seja O um anel de valorização de F=K, cujo ideal maximal é
P e 0 ¤ x 2 P:Dados elementos x1; : : : ; xm 2 P tais que x D x1 e xj 2 xj C1P

para i D 1; : : : ; m � 1. Então

m 6 ŒF;K.x/� < 1:

Demonstração. Como F=K.x/ é uma extensão finita, basta mostrarmos que
fx1; : : : ; xmg é um conjunto linearmente independente sobre K.x/: Para provar
este fato, vamos supor que existe um relação de dependência, i.e., existem f1.x/,

…, fm.x/ 2 K.x/ tais que
mX

iD1

fi .x/xi D 0: Desta relação podemos supor que

cada fi 2 kŒx� pois se tratam de elementos da forma ui

vi
. Escrevendo

mX
i¤j

fi .x/xi D �fj .x/xj ; (1.2)
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onde j é o maior índice tal que fi .0/ ¤ 0: Então para i > j temos que fi .x/ D

xgi .x/ (com gi .x/ 2 KŒx�) e por hipótese para i < j temos xi 2 xjP . Portanto
podemos reescrever a igualdade 1.2 como

�fj .x/xj D

mX
i<j

fi .x/xi C

mX
i>j

xgi .x/xi :

Então dividindo tudo por xj obtemos que fj .x/ 2 P , uma vez que xi

xj
2 P:

Por outro lado, dado a propriedade de ffj temos que fj .x/ D aj C xu.x/ onde
u.x/ 2 KŒx� e 0 ¤ aj 2 K. Como aj D fj .x/ � xu.x/ 2 P temos uma
contradição.

Munidos deste lema podemos computar algumas propriedades satisfeitas por
places.

Teorema 1.2.2. Seja O um anel de valorização de F=K e P seu ideal maximal.
Então

a) P D tO (P é um ideal principal). Se P é gerado por t então para cada
0 ¤ w 2 F existem m 2 Z e u 2 O� tais que w D tmu:

b) Seja I um ideal de O com f0g ¤ I � O. Se P D tO, então I D tnO,
para algum n 2 N:

Demonstração. a) Supomos por contradição que P não é principal. Então
existe x 2 P tal que xO   P , i.e, existe x1 2 P com x1 62 xO. Pela
proposição anterior temos que x�1

1 x 2 P , ou seja, x 2 x1P . Seguindo
desta forma obtemos um conjunto infinito de elementos x; x1; : : : tais que
xj 2 xj C1P o que contradiz o lema anterior. Portanto, P é principal. Para
provar a segunda parte, dividimos da seguinte forma:
Existência : Seja w 2 F e t tal que P D tO. Se w 2 O� então w D t0w.
Caso contrário, pela definição de O temos que w 2 O ou seu inverso. Sem
perda de generalidade, podemos supor que w 2 O e portanto w 2 P . O
lema anterior garante que existe m o maior natural tal que w D tmu com
u 2 O:
Afirmação: u 2 O�: De fato, se não estivesse, teríamos que u 2 P e
portanto u D trv com r > 1 e v 2 O. Assim, w D tmCrv o que contradiz
a maximalidade de m.
Unicidade: se z D tmu D tnv com u; v 2 O� e m; n são números inteiros.
Então tn�m D uv�1, isto obriga que n �m D 0:
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b) Seja I um ideal não nulo de O: Segue o item anterior que o conjunto
fn 2 Njtn 2 I g é vazio. Considere m WD min fn 2 Njtn 2 I g.

Afirmação: I D tmO. Com efeito, segue da definição de m basta apenas
mostrar que I � ImO. Dado z 2 I temos que z D tru com r > 1 e
u 2 O�, logo z D tm.tr�mu/ 2 ImO (note que r > m).

Observamos do segundo item do teorema anterior que O é um domínio de
ideais principais. Um anel satisfazendo as propriedades do teorema anterior é
chamado de anel de valorização discreta. Veremos nas próximas seções que estas
propriedades se conectam com uma outra definição.

To elemento de t de um placeP que é o gerador deP é chamado de parâmetro
local de P (Em outras literaturas pode receber outras nomenclaturas: parâmetro
uniformizador, elemento primo).

Podemos observar que o place de anel de valorização O do corpo de funções
F=K o descreve unicamente. Em outras palavras,O D

˚
w 2 F j z�1 62 P

	
. Com

este dado, podemos reescrever a definição como OP WD P e chamá-lo de anel de
valorização do place P:

Utilizando o Teorema 9 vamos construir uma importante aplicação. Considere
um place P de F=K com parâmetro local t: Então pelo Item 1: do Teorema 1.2.2
para cada 0 ¤ w 2 F temos que existe m 2 Z tal que w D tmu para algum
u 2 O�. Desta forma podemos definir a aplicação vP W F ! Z [ f1g como

vP .w/ D

(
m; se w ¤ 0

1; se w D 0:

É possível verificar que está aplicação é bem definida, isto é, depende somente
do placeP D tO:Agora vamos verificar algumas propriedades que esta aplicação
possui:

Sejam x D tnu e y D tmv com u; v 2 O�:

1. Como xy D tnCmuv temos que vP .xy/ D nCm.

2. É claro que vP .t/ D 1.

3. Dado a 2 K, temos a 2 O�. Escrevendo a D t0a obtemos vP .a/ D 0.
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4. xCy D tnuCtmv: tm.tn�muCv/ D tmw, comw D tn�muCv. Sew D

0 obtemos que vP .x C y/ D 1. No caso em que w ¤ 0 temos w D tku0

com k > 0 e u0 2 O�. Portanto, vP .x C y/ D mC k > vP .x/; vP .y/:

Generalizando a aplicação vP , temos a seguinte definição.

Definição 1.2.4. Seja F=K um copo de funções. Dizemos que uma aplicação
v W F ! Z [ f1g é uma valorização discreta sobre F=K se:

1. v.wz/ D v.w/C v.z/, para todos w; z 2 F I

2. v.z C w/ > min fv.z/; v.w/g, para todos w; z 2 F I

3. v.z/ D 1 se, e somente se, z D 0;

4. Existe z 2 F tal que v.z/ D 1I

5. Para cada 0 ¤ u 2 K temos que v.u/ D 0:

Observamos que a aplicação vP é uma valorização discreta.

Proposição 1.2.3 (Desigualdade Triangular). Seja v uma valorização discreta de
F=K. Dados 0 ¤ x; y 2 F com v.x/ ¤ v.y/ então v.xCy/ D minfv.x/; v.y/g:

Demonstração. Como v.x/ ¤ v.y/ podemos supor que v.x/ < v.y/: Se ti-
vermos v.x C y/ ¤ v.x/, então pelas propriedades de valorização temos que
v.x C y/ > v.x/ D minfv.x/; v.y/g. Assim

v.x/ D v.x C y � y/ > fv.x C y/; v.�y/g > v.x/;

o que é um absurdo (note que v.y/ D v.�y/).

Corolário 1.2.1 (Desigualdade Triangular Generalizada). Seja v uma valorização
discreta de F=K. Dados 0 ¤ x1; x2; : : : ; xn 2 F com v.xi / ¤ v.xj / para cada

i ¤ j , então v

 
nX

iD1

xi

!
D minfv.x1/; v.x2/; : : : ; v.xn/g:

Lema 1.2.1. Sejam F=K, v uma valorização discreta sobre F e a1; a2; : : : ; an 2

F . Se
nX

iD1

ai D 0 , então existe i ¤ j tal que v.ai / D v.aj /:



14 1. Corpos de Funções Algébricas

Demonstração. Se
nX

iD1

ai D 0, então aplicando v temos

v

 
nX

iD1

ai

!
D v.0/ D 1:

Se min16i6n fv.ai /g D 1, então ai D 0, para cada i , isto é, v.ai / D 1.

Semin16i6n fv.ai /g < 1, então v

 
nX

iD1

ai

!
¤ min16i6n fv.ai /g, então v.ai / D

v.aj / para i ¤ j:

Exemplo 1.2.4. Seja K um corpo qualquer e considere F D K.x; y/ com y D

x3C1. SejaQ um place tal que vQ.x/ < 0. Vamos calcular o sinal da valorização
de y em relação àQ. Utilizando a equação y D x3 C 1 temos

vQ.y/ D vQ.x
3

C 1/ D min
˚
3vQ.x/; 0

	
D 3vQ.x/ < 0:

Analogamente, se P é um place com vP .x/ < 0 então vP .y/ < 0.

Utilizando a valorização discreta em um placeP deF=K podemos representar
o anel de valorização de uma nova forma.

Teorema 1.2.3. Sejam F=K um corpo de funções e P 2 PF um place. Sobre a
valorização vP podemos afirmar que:

a) Dado uma place P 2 PF , temos que

OP D fz 2 F j vP .z/ > 0g

O�
P D fz 2 F j vP .z/ D 0g

P D fz 2 F j vP .z/ > 0g

b) Dada uma valorização discreta v sobre F=K os conjuntos

Av WD fz 2 F j vP .z/ > 0g e Iv WD fz 2 F j vP .z/ > 0g

são respectivamente anel de valorização e um place.

c) t 2 F é um parâmetro local de P , vP .t/ D 1:
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Demonstração. a) Segue diretamente de observações anteriores.

b) Dados z; w 2 Av segue das propriedades 1: e 2: da definição 1.2.4 que
Av é um subanel de F , pois v.wz/ D v.z/ C v.w/ > 0 e v.w C z/ >
fv.w/; v.z/g > 0: Para x; y 2 Iv e z 2 Av temos novamente das pro-
priedades 1: e 2: da definição 1.2.4 que v.xz/ D v.x/ C v.z/ > 0 e
v.x C y/ > fv.x/; v.y/g > 0: O item c/ é imediato da definição de vp:

Definição 1.2.5. Seja z 2 F e P um place de F=K:

1. Dizemos que P é zero de z se vP .z/ > 0I

2. Dizemos que P é polo de z se vP .z/ < 0:

Exemplo 1.2.5. Seja F D K.x/. Considere o elemento z WD
x2�2x�1
x2Cx�6

2 F:

temos que 1 é zero de z e 2;�3 são polos de z. Seja P1 o place associado à
1 e P2; P3 os places associados à 2;�3 respectivamente. Logo, vP1

.z/ > 0,
vP2

.z/ < 0 e vP3
.z/ < 0. Note que P1 tem multiplicidade dois, isto é, seu divisor

é div.z/ D 2P1 � P2 � P3.

A noção de multiplicidade de pontos é muito importante quando estamos tra-
tando de curvas algébricas.

Uma noção importante sobre um place é o seu grau. Para estarmos habilitados
a fazer essa definição observamos o seguinte: dado uma anel de valorização OP

de F=K com ideal maximal, podemos obter o quociente OP

P
cujos elementos são

classes residuais modulo P (é fácil verificar que este quociente é na verdade um
corpo). Um fato interessante deste quociente é que podemos identificar tanto K
quanto K como subcorpos de OP

P
. De fato, como K � OP e K � K temos que

K \ P D f0g. Portanto, a aplicação canônica OP !
OP

P
induz uma imersão de

K em OP

P
. K segue de forma análoga.

Definição 1.2.6. Seja P um place de F=K:

1. FP WD
OP

P
é chamado de corpo das classes residuais de P .

2. O grau do place P é definido como o grau da extensão de FP =K, isto é,
deg.P / D ŒFP W K�

Os places de grau um descrevem um papel importante na teoria e portanto
também são chamados de places racionais de F=K:
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Teorema 1.2.4. Sejam P um place de F=K e 0 ¤ z 2 P com ŒF W k.z/� D m.
EntãoDeg.P / 6 m:

Demonstração. Vamos mostrar que qualquer conjunto comm elementos de FP é
linearmente independente sobre K. Para isso, consideramos f P

1 ; : : : ; f P
m 2 FP

linearmente independentes sobre K (onde f P
i denotam classes residuais de ele-

mentos fi 2 OP ). Vamos mostrar que o conjunto f1; : : : ; fn 2 OP é linearmente
independente sobre K.z/. De fato, se existe uma combinação não trivial sobre
K.z/, então

mX
iD1

fiai .z/ D 0 (1.3)

com ai .z/ 2 K.z/. Sem perda de generalidade podemos assumir que ai .z/ 2

KŒz� e que existem polinômios da forma ai .z/ D bi Czgi .z/ com bi ¤ 0:Agora,
passando a relação de congruência moduloP teremos que f P

i não são linearmente
independentes, o que contradiz a hipótese.

Consideremos um place P de grau um de F=K. Então temos que FP D K.
Se adicionarmos a hipótese deK ser algebricamente fechado, então toda extensão
finita de K terá grau um e consequentemente todos os places serão racionais. Por
exemplo, se K D C, existem infinitos places de grau um e, portanto existem pla-
ces. Mas podemos questionar se dado um corpo de funções genérico, ele sempre
terá algum place? A resposta a esta questão segue do próximo resultado.

Teorema 1.2.5. Seja F=K um corpo de funções e A um anel tal queK � A � F .
Suponha ainda que A contenha um ideal próprio I ¤ f0g. Então existe um place
P de F tal que I � P e OP � A:

Demonstração. Definimos o seguinte conjunto

A WD fU � F j U é um anel com A � U e UI ¤ U g

Vemos que A 2 A e, portanto A ¤ ;: Ainda para cada U � A totalmente orde-
nado temos que o conjunto V WD

S
U 2U U é um subanel satisfazendoA � V . No-

tamos que V 2 A, para vamos mostrar que V ¤ IV . Caso tivéssemos V D IV

então
rX

iD1

aivi com ai 2 I e vi 2 V então v1; : : : ; vr 2 T para algum T 2 U
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(este fato decorre da propriedade de U ser totalmente ordenado). Então 1 2 TI ,
o que contradiz a definição de A. Como todo conjunto totalmente ordenado de A
possui um limitante superior teremos aplicando o Lema de Zorn a existência de
elemento maximal O em A:

Vamos provar queO é um anel de valorização, isto é, para cada w 2 F temos
w 2 O ou w�1 2 O. Com efeito, suponha que exista um elemento em F que não
satisfaça esta propriedade, ou seja, existe z 2 F tal que z; z�1 62 O. Pelo fato de
O ser maximal temos que OŒz� D IOŒz� e OŒz�1� D IOŒz�1�. Desta maneira

podemos escrever 1 D

sX
iD0

aiz
i e 1 D

rX
j D0

bj z
�j com m; n > 1 os menores com

essa propriedade, ai ; bj 2 IO. Sem perda de generalidade podemos supor que
s 6 r , então multiplicando a primeira equação por .1� b0/, a segunda por asz

s e
somando as mesmas obtemos a seguinte igualdade

1 D

s�1X
iD0

ciz
i

com ci 2 IO e isto contradiz a minimalidade de s. Portanto, z 2 O ou z�1 2 O.

Observação 1.2.1. Os elementos do conjunto acima são da forma
X

aiui , isto

é, IU WD

nX
aiui jai 2 I; ui 2 U

o
Corolário 1.2.2. Seja F=K um corpo de funções. Todo elemento transcendental
de F possui pelo menos um zero e um polo.

Demonstração. Segue do Teorema 1.2.5

Já sabemos que o conjunto de places de um corpo de funções nunca é vazio.
Em seguida queremos responder a seguinte pergunta: dado um corpo de funções
F=K seu conjunto de places é finito? Para responder essa pergunta vamos ao
seguinte resultado.

Teorema 1.2.6. SejamP1; : : : ; Pn places emF=K distintos dois à dois, x1; : : : ; xn 2

F e s1; : : : ; sn 2 N. Então existe w 2 F satisfazendo

vPi
.w � xi / D si

para cada i D 1; : : : ; n:
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Demonstração. Consultar (Stichtenoth 1993).

O teorema anterior é conhecido como Teorema da aproximação fraca. Muni-
dos deste resultado somos capazes de provar o seguinte corolário.

Exemplo 1.2.6. Seja F=K um corpo de função. Sejam P1; : : : ; Pn n places dis-
tintos de F . Considere a1; a2; : : : ; an 2 F são elementos arbitrários e sejam
m1; m2; : : : ; mn ser números naturais arbitrários. Então o sistema de congruên-
cias x � ai modPi tem uma solução em F .

Corolário 1.2.3. Todo corpo de funções possui infinitos places.

Demonstração. Suponha que exista somente um número finito de places, digamos
P1; : : : ; Pn. Então pelo teorema anterior podemos encontrar um elemento x 2 F

transcendente sobreK tal que vPi
.x/ > 0. Este fato indica que x não possui polos

o que contradiz o resultado 1.2.2.

Teorema 1.2.7. Seja F=K um corpo de funções.

(a) Seja z 2 F , P1; : : : ; Pm 2 F=K zeros de z. Então

mX
iD1

vPi
.z/Pi 6 ŒF W K.z/�:

(b) Cada 0 ¤ z 2 F possui um número finito de polos e zeros.

Demonstração. a) Para simplificar a notação vamos denotar por vPi
D vi e

Deg.Pi / D di . Como cada Pi é principal existe ti tal que

vk.ti / D

(
1; se k D i

0; se k ¤ i:

Escolhamos si1
; : : : ; sifi

2 OPi
tais que as classes residuais sPi

i1
; : : : ; s

Pi

ifi

formam uma base para FPi
sobre K. Por uma aplicação mais simples do

Teorema 1.2.6, podemos encontrar zij 2 F tais que para cada i; j

vi.sij � zij / > 0 e vk.zij / > vk.z/

para k ¤ i .
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Vamos mostrar que os elementos tai zij são linearmente independentes sobre
K.x/. Como o número de elementos dessa forma é igual à

rX
iD1

fivi .z/ D

rX
iD1

vP i .x/Deg.Pi /;

temos que a prova dessa proposição seguirá dessa afirmação. Suponhamos
que exista um combinação linear não trivial sobre K.x/

rX
iD1

fiX
j D1

vi .x/X
aD0

uija.x/t
a
i zij D 0: (1.4)

Sem perda de generalidade, podemos assumir uija 2 KŒx� e que nem todos
uija são divisíveis por x.
Então existem índices k 2 f1; : : : ; rg e c 2 f0; : : : ; ek � 1g tais que xjukja.x/,
para todo a < c e para todo j 2 f1; : : : ; fkg, e x � ukjc.x/, para algum
j 2 f1; : : : ; fkg.
Multiplicando 1.4 por tk�c, obtemos

rX
iD1

fiX
j D1

vi .x/X
aD0

uija.x/t
a
i t

�c
k zij D 0:

Para i ¤ k, todas as parcelas da soma anterior estão em Pk; já que

vk.�ija.x/t
a
i t

�c
k zij / D

vk.�ija.x//C vk.t
a
i /C vk.t

�c
k /C vk.zij / > �c C vk.x/ > 0:

Para i D k e a < c, temos que
vk.�ija.x/t

a�c
k

zkj / D vk.�kja.x//Cvk.t
a�c
k

/Cvk.zkj / > �cCvk.x/ >

0. Para i D k e a > c, temos que vk.�kja.x/t
a�c
k

zkj / > vk.x/C a � c >

a � c > 0. Combinando os casos anteriores, temos que

fkX
j D1

�kjc.x/zkj 2 Pk :
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Notemos que �kjc.x/.Pk/ 2 K, uma vez que tudo que for múltiplo de x
pertence à Pk , de modo que no quociente FPk

só resta o termo constante, e
que nem todos �kjc.x/.Pk/ D 0, pois x não divide todos os �kjc.x), donde
temos uma combinação linear não trivial

sobreK. Mas isso é uma contradição, pois
n
zk1
.Pk/; : : : ; zkfk

.Pk/
o
é uma

base de FPk
=K (pois vi .sij � zij / > 0 implica que sij � zij 2 Pi e as-

sim sij .Pi / D zij .Pi /, com
˚
si1.P i/; : : : ; sifi

.Pi /
	
sendo uma base de

FPi
=K/:

b) Se x 2 K a afirmação é imediata. Suponha z 2 F com z 62 K, isto é, z
não é constante. Então pelo item a/ temos que z possui um número finito
de zeros. Para mostrar que z possui finitos polos vemos que z�1 possui um
número finito de zeros e isto fato segue novamente do item a/:

Corolário 1.2.4. Seja F=K um corpo de funções. Então ŒK W K� < 1:

Demonstração. Como PF ¤ ; (item b/ do Teorema 1.2.7), podemos tomar P 2

PF . Lembrando que podemos identificar K em FP via o mapa canônico, por
consequência deste fato obtemos ŒK W K� 6 ŒFP W K� que é finito pelo Teo-
rema 1.2.5.

Vamos agora aprofundar nossos estudos sobre corpo de funções racionais. Seja
F D K.x/ com x transcendente sobre K. Seja f .x/ 2 KŒx� um polinômio
mônico e irredutível sobre K. Considere os seguintes conjuntos:

Of WD

�
u.x/

v.x/
j u.x/; v.x/ 2 KŒx� e f .x/ − v.x/

�
(1.5)

e

Pf WD

�
u.x/

v.x/
j u.x/; v.x/ 2 KŒx�; f .x/ju.x/ e f .x/ − v.x/

�
(1.6)

Exercício 1.2.3. Mostre que os conjuntos Of e Pf são anel de valorização e
place de K.x/ respectivamente.

Em particular, quando f .x/ D x � a com a 2 K escrevemos simplesmente
Oa WD Of e Pa WD Pf . Com está notação fica claro que cada elemento de K
corresponde a um place em K.x/. Outro anel de valorização em K.x/ é
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O1 D

�
u.x/

v.x/
j u.x/; v.x/ 2 KŒx� e deg.u/ 6 deg.v/

�
Cujo ideal maximal é

P1 D

�
u.x/

v.x/
j u.x/; v.x/ 2 KŒx�; deg.u/ < deg.v/

�
(1.7)

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que essa escrita depende do elemento
gerador de K.x/: O place P1 é chamado de place infinito de K.x/:
Exercício 1.2.4. Mostre que K é o corpo de de constantes de K.x/.
Proposição 1.2.4. Sobre o corpo de funções racionaisK.x/ podemos afirmar que:

a) Seja P D Pf o place definido em 1.6. Temos que f .x/ é parâmetro local
de P .

b) O corpo residual K.x/P é isomorfo à KŒx�
<f .x/>

, isto é, a aplicação � W

KŒx�
<f .x/>

! K.x/P

�.u.x/ mod f .x// D u.x/C P

Consequentemente, deg.P / D deg.f /:

c) Seja P D P1 definido em 1.7. Então um parâmetro local para P1 é 1
x
e,

consequentementeDeg.P1/ D 1.

Demonstração. a) Seja P D Pp.x/ D

n
f .x/
g.x/

jf; g 2 KŒx�; pjf e p − g
o
,

onde p D p.x/ 2 KŒx� é um polinômio irredutível. Logo o ideal <
p.x/ >� P D< t.x/ > como p.x/ é irredutível e mônico conclui-se
p.x/ D t .x/:

b) Agora defina � W KŒx� !
OP

P
dado por �.f / D f .x/.P /: Como p é

irredutível temos que Ker.�/ D< P > e � é sobrejetiva uma vez que dado
z 2 OP ; z D

u.x/
v.x/

com u.x/; v.x/ 2 KŒx� coprimos e p.x/ − v.x/:

Logo existem a; b 2 KŒx� tais que a.x/p.x/C b.x/v.x/ D 1, então z D
a.x/u.x/

v.x/
C b.x/v.x/: Daí z C P D .b.x/u.x// C P 2 Im�: Portanto,

KŒx�
<p>

'
OP

P
. e deg.P / D deg.p.x//: A ultima afirmação segue de

deg.p.x// D Œ
KŒx�

< p.x/ >
W K� D ŒK.x/P W K� D Deg.P /:
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c) A inclusão 1
x
O1 � P1 é clara. Dado u 2 P1 temos que u D

p.x/
q.x/

com
deg.p.x/ < deg.q.x/ então u D

1
x

xp.x/
q.x/

2 O1. Portanto, O1 D P1,

ou seja, 1
x
é parâmetro local de P1. Agora, observando que K.x/

P1
'

KŒ 1
x

�

< 1
x

>

temos queDeg.P1/ D 1:

Observamos pelo segundo item do teorema anterior que cada place de grau
está em correspondência com polinômios lineares, e portanto com cada elemento
de K. Desta forma, se K é um corpo finito então K.x/ terá um número finito de
places de grau um.

Observação 1.2.2. SejaK um corpo. A proposição anterior nos permite concluir
que:

a) PK.X/ está em bijeção com f polinômio irredutível de KŒX�g [ f1=Xg.
Este fato decorre imediatamente da proposição.

b) #
˚
P 2 PK.X/j deg.P / D 1

	
D 1C #K:

De fato, Segue do item a/ desta observação que dado P 2 PK.x/ existe
p.x/ 2 KŒx� mônico e irredutível tal que P D Pp.x/. Se 1 D deg.P /, en-
tão pelo item b/ do teorema anterior temos que 1 D deg.P / D deg.p.x//.
Assim, p.x/ D x � a para algum a 2 K: Desta forma concluímos que
#
˚
P 2 PK.X/j deg.P / D 1

	
D 1 C #K: Observamos ainda que se K é

um corpo finito, então existirá um número finito de places de grau um em
K.x/.

c) Por exemplo, suponhaK D R: Sabemos que os únicos polinômios irredutí-
veis são os de grau um e os de grau dois ax2 C bxC c tais que b2 � 4ac <

0.Logo, os places em R.x/ são dados por polinômios irredutíveis descritos
acima. Pelo item c/ que #

˚
P 2 PK.X/j deg.P / D 1

	
D 1C #K D 1:

Segue do item b/ do teorema anterior que em R.x/ só existem places de
grau um ou dois.

Teorema 1.2.8. Os únicos places de K.x/ são da forma Pf ou P1:

Demonstração. Dado P 2 PK.X/ qualquer. Se P D P1 não há o que fazer.
Então suponha que P ¤ P1. Temos dois casos para o elemento x. Note que
se x 62 OP , então P D P1, absurdo. Então x 2 OP : Assim KŒx� � OP e
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definindo I WD KŒx�\P , temos que I é um ideal primo deKŒx�:Omapa de classe
de resíduos induz uma inclusão de KŒx�

I
em OP

P
então pela Teorema 1.2.4 temos

que I ¤ 0 e portanto existe um (unicamente determinado) polinômio mônico
irredutível p.x/ 2 KŒx� tal que I D p.x/KŒx�: Note que todo polinômio g.x/
tal que p.x/ − g.x/ não pode estar em I , ie, g.x/ 62 P e 1

g.x/
2 OP . Assim,

Op.x/ � OP e pelo Teorema 1.2.3 temos que OP D Op.x/, ou seja, P D Pp.x/:

1.3 Divisores
A partir desta seção assumiremos que K D K.

Seja F=K denotará um corpo de funções de uma variável com K D K:

Definição 1.3.1. O grupo de divisores de F=K é definido como o grupo abeliano
livre gerado pelos places F=K e é denotado por Div.F /. Os elementos deste
grupo são chamados de divisores de F .

Mais especificamente, os divisores são somas formais

D D

nX
iD1

nPi
Pi

onde nPi
2 Z e Pi 2 PF :

Os números nPi
são chamados de coeficientes do divisorD. Para aqueles n0

is

que não são nulos definimos o suporte do divisorD como

Supp.D/ D fP 2 PF j nP ¤ 0g

Um divisor da formaD D P com P 2 PF é dito divisor primo.
Ressaltamos algumas propriedades do grupo Div.F /: Dados dois divisores

D D
X

P 2PF

nPP eD0
D

X
P 2PF

mPP temos que

1. A soma deD eD0 é da forma:

D CD0
D

X
P 2PF

.nP CmP /P

2. O divisorD é nulo se cada nP D 0
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Ainda podemos estabelecer uma ordenação parcial no grupoDiv.F /. Dados dois
divisoresD D

X
P 2PF

nPP eD0 D
X

P 2PF

mPP dizemos que

D 6 D0
, nP 6 mP para todo P 2 PF :

Se ainda tivermos que D ¤ D0 escrevemos que D < D0:

Quando cada nP > 0 dizemos que D é um divisor efetivo. Dado um divisor
D D

X
P 2PF

nPP podemos definir a aplicação vP .D/ D nP para cada P 2 PF .

Em termos desta aplicação podemos reescrever

Supp.D/ D fP 2 PF j vP .D/ ¤ 0g e D D
X

P 2Supp.D/

vP .D/P

Exercício 1.3.1. Considere a curva dada pela equação Z3 C X3 C Y 3 D 0

definida sobre F2. Considere a função z D
x

yCz
e a reta L com equação X D 0.

Calcule os places em comum entre z e L:

Definição 1.3.2. O grau de um divisorD D
X

P 2PF

nPP é definido como

Deg.D/ D
X

P 2PF

vP .D/Deg.P /

Vemos que a aplicação Deg W Div.F / ! Z dada por Deg.D/ é um homo-
morfismo.

Exemplo 1.3.1. Seja F=K um corpo de funções. Dados Q;P 2 PF dois pla-
ces com grau um e dois respectivamente. Podemos definir os seguintes divisores:
D1 D 5P , D2 D 23Q e D3 D 7P CQ: Para exemplificar as definições acima
temos:

a) D1 CD2 D 5P C 23Q;

b) D1 CD3 D 12P CQ;

c) D1 não é comparável comD2,D3 > D1;

d) vP .D3/ D 7, vQ.D3/ D 1, e vP 0.D3/ D 0 para todo place P 0 ¤ P;Q:
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e) Deg.D1/ D 5,Deg.D2/ D 46 eDeg.D3/ D 9:

Como sabemos, cada 0 ¤ z 2 F possui um número finito de polos e zeros. En-
tão vamos denotar porZ WD fP 2 PF jvP .z/ > 0g eN WD fP 2 PF jvP .z/ < 0g

o conjuntos de zeros e polos de z respectivamente, logo tantoZ quantoN são con-
juntos finitos. Isto dá sentido a próxima definição.

Definição 1.3.3. Seja 0 ¤ z 2 F . Definimos então

1. div.z/0 WD
X

P 2Z

vP .z/P , o divisor de zeros de z. O número vP .z/ é cha-

mado ordem do zero P ;

2. div.z/1 WD
X

P 2N

�vP .z/P , o divisor de polos de z. O número vP .z/ é

chamado ordem do polo P ;

3. div.z/ WD div.z/0 � div.z/1, o divisor principal de z:

Observamos que os divisores de zeros e polos são ambos divisores efetivos e
que o divisor principal pode ser escrito da forma

div.z/ D
X

P 2PF

vP .z/P: (1.8)

Definição 1.3.4. O conjunto dos divisores

P rinc.F / WD fdiv.z/j 0 ¤ z 2 Gg

é um subgrupo deDiv.F / e é chamado de grupo dos divisores principais de F:

Dizemos que dois divisoresD; D0 2 Div.F / são equivalentes e escrevemos
D � D0 se existe 0 ¤ z 2 F tal queD D D0 C div.z/:

Exercício 1.3.2. Mostre que P rinc.F / é um subgrupo deDiv.F /.

Definição 1.3.5. Dado D 2 Div.F /, definimos o espaço de Riemann–Roch as-
sociado àD como

L.D/ WD fz 2 F j div.z/ > �Dg [ f0g
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Escrevendo o divisor D D

nX
iD1

aiPi �

mX
j D1

bjQj com ai ; bj > 0, podemos

destacar algumas propriedades imediatas: para cada z 2 L.D/

• z possui zeros de ordem maior ou igual à bj emQj ;

• z possui polos somente em cada Pi , com ordem menor ou igual à ai :

Exercício 1.3.3. SejaD 2 Div.F /. Mostre que:

(a) z 2 L.D/ , vP .z/ > �vP .D/ para cada P 2 PF :

(b) L.D/ ¤ f0g , existe A 2 Div.D/ tal que A > 0 e A � D.

SejaD 2 Div.F /. Um fato interessante sobre L.D/ ele é um espaço vetorial
sobre K: Com efeito, tomando w; z 2 L.D/ e � 2 K temos pela propriedades de
valorização que para cada P 2 PF

vP .w C z/ > min fvP .w/; vP .z/g > �vP .D/

vP .�w/ D vP .w/ > �vP .D/:

Com isso, devemos verificar que este espaço vetorial tem ou não dimensão finita
sobre K. Mas antes de verificarmos este fato, veremos a relação entre esses espa-
ços quando estes estão associados à divisores equivalentes. Sejam dois divisores
equivalentesD eD0, isto é,D D D0 C .z/, então L.D/ ' L.D0/. Para verificar
este fato, basta observar que as aplicações

 WL.D/ �! L.D/
x 7�! xz

e

� WL.D/ �! L.D/
x 7�! xz�1

são mapas K-lineares um o inverso do outro.

Proposição 1.3.1. SejamD;D0 2 Div.F /:

a) L.0/ D K.
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b) L.D/ D f0g quandoD < 0:

c) SeD 6 D0, então L.D/ � L.D0/ e dimK.
L.D0/
L.D/

/ 6 Deg.D0 �D/:

d) L.D/ tem dimensão finita. Se ainda tivermosDeg.D/ > 0 então

dimK.L.D// 6 Deg.D/C 1:

e) SeD � D0 então dimK.L.D// D dimK.L.D0//

Demonstração. a ) A inclusão K � L.0/ é imediata. Agora, dado 0 ¤ z 2

L.0/ temos pelo Exercício 1.3.3 que vP .z/ > 0 para cada P 2 Supp.P /,
isto implica que z não tem polos, isto é, z 2 K. Portanto, K D L.0/.

b ) Seja D um divisor com D < 0. suponha que existe 0 ¤ z 2 L.D/ nova-
mente pelo Exercício 1.3.3 temos vP .z/ > �D > 0 isto implica que z não
tem polos, mas possui pelo menos um zero. Absurdo!

c ) Sejam D e D0 dois divisores tais que D 6 D0. Primeiro vamos mostrar
que L.D/ � L.D0/. Com efeito, seja z 2 L.D/ então .z/ > �D, como
D 6 D0 temos que div.z/ > �D > �D0. Portanto, z 2 L.D0/: Para
verificar a segunda afirmação observamos que D0 D D C P1 C � � � C Pr

onde Pi 2 PF e r > 0. Segue da primeira parte que

L.D/ � L.D C P1/ � � � � � L.D C P1 C � � � C Pr/:

Portanto, basta mostrar que dimK

�
L.DCP1/

L.D/

�
6 1: Suponha que D0 D

DCP , ondeP é um place. Como vP é sobrejetora, então podemos escolher
u 2 F tal que vP .u/ D vP .D

0/ D vP .D/C 1.
Dado z 2 L.D0/ temos que vP .z/ > vP .D

0/ D �vP .u/, isto é, vP .xu/ >
0. Definindo a aplicação f W L.D0/ !

OP

P
dada por f .z/ D xu C P: É

fácil ver que esta aplicação tem kernel igual à L.D/ e portanto induz uma
aplicação injetiva entre K-espaços vetoriais, ou seja,

dimK

�
L.D0/

L.D/

�
6 dimK.FP / D Deg.P / D Deg.D0/ �Deg.D/:

d ) Seja D um divisor. Se Deg.D/ 6 0 já vimos que possui dimensão fi-
nita. Suponha que Deg.D/ D m > 0 então pelo item anterior temos que
dimK.L.D// D dimK

�
L.D/
L.0/

�
C 1 6 mC 1.
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e ) Suponha que D D D0 C .z/ para algum z 2 F: Defina a aplicação � W

L.D0/ ! L.D/ dada por �.x/ D xz é um homomorfismo de K-espaços
vetoriais com inversa é dada por  .y/ D yz�1: Portanto, dimK.L.D// D

dimK.L.D0//.

Pelo item d/ vemos que L.D/ possui dimensão finita sobre K: Este fato é
tão importante que gera trabalhos acadêmicos onde se busca exibir uma base para
o espaço de Riemann–Roch L.D/. Por outro lado, a utilização da base de um
espaço de Riemann–Roch pode ajudar a caracterizar certos tipos de curvas. Este
fato torna importante sermos capazes de calcular a dimensão de um dado divisor.

Definição 1.3.6. Para cada D 2 Div.F / definimos a dimensão do divisor D
como `.D/ WD dimK.L.D//.

Nos próximos resultados iremos nos preparar para sermos capazes de efetuar
o calculo da dimensão de um divisorD.

Teorema 1.3.1. Seja 0 ¤ z 2 F . Então

Deg.z/0 D Deg.z/1 D ŒF W K.z/�: (1.9)

Demonstração. Escrevamos m D ŒF W K.z/� eD D div.z/1 D

sX
iD1

�vPi
.z/Pi ,

onde P1; : : : ; Ps são todos os polos de z. Então

Deg.D/ D

sX
iD1

vPi
.x�1/Deg.Pi / 6 ŒF W K.z/�:

Basta mostrarmos que a desigualdade contrária também é satisfeita. Esco-
lhamos uma base f1; : : : ; fm de F=K.z/ e um divisor D0 tal que D0 > 0 e
.fi / > �D0, para i D 1; : : : ; m. Então temos que

`.kD CD0/ > m.k C 1/; para todo k > 0: (1.10)

Escrevendo d 0 D deg.D0/, obtemos que

n.k C 1/ 6 `.kD CD0/ 6 Deg..kD CD0/C/C 1 D Deg.kD CD0/C 1 D

kDeg.D/CDeg.D0/C 1 D kDeg.D/C d 0
C 1:
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Logom.kC 1/ 6 kdeg.D/C d 0 C 1 ) k.deg.D/� n/ > n� d 0 � 1, para
cada k 2 N.

Note que o lado direito da última desigualdade não depende de k, portanto
deg.D/ > n. Desse modo, provamos que Deg..z/1/ D ŒF W K.z/�. Como
.z/0 D .z�1/1, podemos concluir que Deg..z/0/ D Deg..z�1/1/ D ŒF W

K.z�1/� D ŒF W K.z/�.
Vamos provar 1.10. Para isso, basta mostrarmos que os elementos xifj , com

0 6 i 6 k e 1 6 j 6 n, pertencem ao espaço L.kD C D0/ e são linearmente
independentes sobreK, pois isso nos dá que l.kDCD0/ D dim.L.kDCD0// >

n.k C 1/.
De fato, .zi / D i.z/ D i.z/0 � i.z/1 > �i.z/1 > �k.z/1 D �kD, pois

i 6 k, e .fj / > �D0, para todo j D 1; : : : ; n. Daí, .zifj / D .zi / C .fj / >
�kD �D0, ou seja, zifj 2 L.kD CD0/.

Ainda, se
mX

j D1

kX
iD1

aij z
ifj D 0, com aij 2 K, temos que

mX
j D1

0@ kX
iD1

aij z
i

1Afj D

0, donde
kX

iD1

aij z
i

D 0, para todo j D 1; : : : ; m. Como z é um elemento trans-

cendente sobre K, temos que aij D 0, para todos i D 1; : : : ; k, j D 1; : : : ; m.
Isso mostra que os elementos zifj são linearmente independentes sobre K.

ComoDeg.z/0 D Deg.z/1 temos que todo divisor principal tem grau nulo.
Corolário 1.3.1. SejamD;D0 2 Div.F / e z 2 F:

a) SeD � 0 , D D .z/ para algum z 2 F:

a) SeD D D0 C .z/, entãoDeg.D/ D Deg.D0/.

b) SeDeg.D/ D 0, entãoD é principal , `.D/ D 1:

Demonstração. Segue diretamente da proposição anterior.

Exercício 1.3.4. Se X é uma cúbica (afim) dada por y2 C x.x � 1/.x � a/, onde
a 2 K n f0; 1g e F D K.x; y/. Considere z D x�1: Mostre que L.s div.z/0/ �

KŒx; y� e que se s > 1 então `.s div.z/0/ D 2s.
Proposição 1.3.2. Existe uma constante � 2 Z tal que para cada divisor D 2

Div.F / vale a seguinte desigualdade:

Deg.D/ � l.D/ 6 �:
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Demonstração. Veja em (Childress 2009; Stichtenoth 1993).

Definição 1.3.7. Definimos o gênero de F=K como

g.F / WD max fDeg.D/C 1 � l.D/j D 2 Div.F /g (1.11)

Corolário 1.3.2. g.F / 2 N.

Demonstração. Exercício.

Exemplo 1.3.2. Uma curva é dita racional se possui gênero zero. Em particular,
g.P1/ D 0:

Sobre curvas racionais temos a seguinte caracterização.

Proposição 1.3.3. Seja X uma curva plana irredutível e não singular. São equi-
valentes as seguintes afirmações.

a) X é isomorfo à P1;

b) existe p 2 X tal que l.P / > 1:

Demonstração. Corolário da seção 8.2 de (Fulton 1989).



2 Teorema de
Riemann–Roch

Neste Capítulo veremos o Teorema de Riemann–Roch e algumas aplicações. o
Teorema de Riemann–Roch possui varias aplicações na Geometria Algébrica, um
dos objetivos deste capítulo é utilizar este teorema para relacionar curvas e semi-
grupos numéricos. Ainda, veremos a definição de extensões de corpos de funções
que generaliza o conceito apresentado no Capítulo 1 e exibimos dois especias e
bem conhecidos de extensões: extensão de Kummer e extensão Artin– Schreier.

2.1 O Teorema de Riemann–Roch

Definição 2.1.1. Seja F=K um corpo de funções de gênero g: ParaD 2 Div.F /

definimos o índice de especialidades deD como

i.D/ WD l.D/ �Deg.D/C g � 1 (2.1)

Seja F=K um corpo de funções de gênero g: Então DadoD 2 Div.F / temos
da definição de gênero de um corpos de funções que a seguinte desigualdade é
satisfeita

l.D/ > Deg.D/C 1 � g: (2.2)
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Como vimos no Capítulo anterior, curvas e corpos de funções algébricos estão
relacionados. Assim, podemos dizer que o gênero de uma curva é o mesmo que
o gênero do corpo de função associado à ela. Porém, quando falamos de curvas
planas existem outras maneiras de calcular o gênero de uma curva ou de exibir
uma cota para o mesmo. Denotando por rp D vp.X / a valorização da curva X
num ponto p 2 X . Se m é o grau desta curva e g o gênero, então

g 6
.m � 1/.m � 2/

2
�
X
p2X

rp.rp � 1/

2
:

Sabemos ainda que no caso particular de uma curva não singular, o gênero da
curva é dado por

g D
.m � 1/.m � 2/

2
:

Em algumas literaturas o valor vp.X / é chamado de multiplicidade da curva
no ponto p:

Exercício 2.1.1. Ache uma cota para o gênero das seguintes curvas. Se for possí-
vel, calcule explicitamente o gênero.

a) x2 C y2 C z2;

b) x2y2 � z2.x2 C y2/;

c) xqC1 � yq � y;

d) z9 C x3y6 C y3x6:

Teorema 2.1.1 (Teorema de Riemann). Seja F=K um corpo de funções de gênero
g: Então existe a 2 Z que depende somente de F=K tal queDeg.D/ > a implica
que

l.D/ D Deg.D/C 1 � g:

Demonstração. Escolhamos um divisor D0 com g D deg.D0/ � `.D0/ C 1 e
definamos a D deg.D0/C g.

Se deg.D/ > a, então

l.D �D0/ > deg.D �D0/C 1 � g D deg.D/ � deg.D0/C 1 � g >
a � deg.D0/C 1 � g D 1:
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Assim, existe um elemento 0 ¤ z 2 L.D �D0/. Consideremos o divisor D00 D

AC div.z/ > D0:

Então, pelo temos que Deg.D/ � `.D/ D deg.D00/ � `.D00/ > deg.D0/ �

`.D0/ D g � 1.
Portanto l.A/ 6 deg.A/�gC1, o que nos dá finalmente a igualdade desejada.

Como consequência deste teorema obtemos que o índice de especialidade de
qualquer divisor sempre será um número natural.

Exemplo 2.1.1. Seja K um corpo qualquer. Vamos mostrar que K.x/=K possui
gênero zero. Com efeito, seja P um polo de x, então tomando n suficientemente
grande, podemos aplicar o Teorema de Riemann para L.nP /. Como 1; x; : : : ; xn

são linearmente independentes sobre K temos

1C n 6 `.nP / D nC 1 � g:

Logo, g 6 0, isto é, g D 0 (pelo Corolário 1.3.2).

Sobre gênero de corpos de funções (ou curvas) podemos fazer a seguinte per-
gunta: dado g um numero natural, existe um corpo de funções algébricos com este
gênero?

Vimos que para g D 0 ou 1 esta resposta é afirmativa. Para demais valores,
basta considerarmos a curva dada por f .x/y2 C g.x/ onde f; g são polinômios
de grau g e g C 2, respectivamente.

Voltaremos a esta pergunta para o caso particular quando tratarmos de curvas
definidas sobre corpos finitos que são ”maximais”.

Definição 2.1.2. Um adele de F=K é uma aplicação

˛ W PF �! F

P 7�! ˛P

˛P 2 OP para quase todo P: O conjunto AF W f˛j ˛ é um adele g de todos
adeles de F=K é chamado de espaço de adeles de F=K. É fácil ver que AF

possui estrutura de K-espaço vetorial.

Mais ainda, como uma função z 2 F possui um número finito de polos, a
multiplicação z˛P pode ser definida da mesma forma e ainda será um adele, de
onde segue que AF também possui estrutura de F�espaço vetorial. O mesmo
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argumento também nos permite ver que a aplicação constante P 7! z um adele,
dito um adele principal, e, assim, temos uma inclusão de F em AF : Portanto, a
valorização vP se estende naturalmente à AF definindo vP .˛/ WD vP .˛P /.

Dado um divisorD 2 Div.F / nos definimos o conjunto

AF .D/ WD f˛ 2 AF j vP .˛/ > �vP .D/; 8P 2 PF g :

Claramente AF .D/ é um K-subespaço de AF :

Exercício 2.1.2. SejamD1;D2 2 Div.F / comD1 6 D2. Mostre queAF .D1/ �

AF .D2/ e

AF .D2/

AF .D1/
D Deg.D2/ �Deg.D1/: (2.3)

Teorema 2.1.2. Para todoD 2 Div.F / temos que

i.D/ D dimK

�
AF

AF .D/C F

�
:

Demonstração. ver em (Stichtenoth 1993).

A demonstração do seguinte corolário é imediata.

Corolário 2.1.1. Seja g o gênero de F=K. Então

dimK

�
AF

AF .0/C F

�
D g:

Definição 2.1.3. UmaaplicaçãoK-linear! W AF ! K que se anula emAF .D/C

F para algumD 2 Div.F / é chamada de diferencial de Weil. O conjunto

˝F WD f!j ! é um diferencial de Weil g

é chamado de módulo de diferenciais de Weil de F=K:

Assim como fizemos para o conjunto de todos adeles de F=K podemos para
cadaD 2 Div.F / definir o conjunto

˝F .D/ WD f! 2 ˝F j ! se anula em AF .D/C F g :



2.1. O Teorema de Riemann–Roch 35

Destacamos que˝F possui estrutura deK-espaço vetorial. Com efeito, sejam
!1; !2 2 ˝F e � 2 K com !1 se anulando em AF .D1/ e !2 se anulando em
AF .D2/. Então pelo Exercício 2.1.2 temo que �!1 � !2 se anula em AF .D3/

para qualquer divisorD3 tal queD3 6 D1 eD3 6 D2:

Seja D 2 Div.F /, considere o conjunto
�

AF

AF .D/CF

��

dos funcionais K-
lineares de AF

AF .D/CF
: Definimos a aplicação

 W ˝F �!
AF

AF .D/C F

! 7! !

onde ! é uma aplicação definida por !.uC AF .D/C F / WD !.u/. Temos que
 é K-isomorfismo linear e portanto

dimK˝F D i.D/: (2.4)

Por 2.4 temos que˝F ¤ f0g. Outra consequência de 2.4 (e Teorema 2.1.2 ) é que
temos a seguinte versão preliminar do Teorema de Riemann–Roch.

l.D/ D Deg.D/C 1 � g C i.D/; (2.5)

para cadaD 2 Div.F /:

Definição 2.1.4. Sejam z 2 F e ! 2 ˝F . Definimos o mapa

z! WAF �! K

a 7! !.za/

Observamos que z! 2 ˝F : De fato, como ! se anula em AF .D/ C F para
algum divisor D; então z! se anula em AF ..D C .z// C F /. Portanto, ˝F ,
possui estrutura de F�espaço.

Exercício 2.1.3. Mostre que com a aplicação acima,˝F é umF�espaço vetorial.

Para cada diferencial de Weil não nulo ! definimos o seguinte conjunto

M.!/ WD fD 2 Div.F /j ! se anula em AF .D/C F g :

Como consequência do Teorema de Riemann observamos que existe uma cons-
tante a que depende somente do corpoF satisfazendo a condição de que umdivisor
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D com Deg.D/ > a então o índice de especialidade é nulo, isto é, i.D/ D 0:

Este fato somado ao de que dim. AF

AF .D/CF
/ D i.D/ garante que todo elemento

M.!/ possui grau menor que a. Desta forma temos a existe de um elemento V
emM.!/ com grau o maior possível.

Proposição 2.1.1. Seja F=K um corpo de funções.

a) dimF .˝F / D 1:

b) Seja 0 ¤ ! 2 ˝F . Então existe um divisor unicamente determinado W 2

M.!/ tal queD 6 W para todoD 2 M.!/:

Demonstração.

Definição 2.1.5. Seja 0 ¤ ! 2 ˝F : O divisor .!/ é chamado divisor canônico
de F=K. .!/ é um divisor unicamente determinado satisfazendo:

1. ! se anula em AF ..!//C F;

2. Se ! se anula em AF .D/C F entãoD 6 .!/:

3. Para P 2 PF definimos vP .!/ WD vP ..!//:

4. Um place P é dito zero de ! se vP .!/ > 0: O diferencial de Weil é dito
regular em P se vP .!/ > 0 e holomorfa se vP .!/ > 0 para todo place P:

5. Um place P é dito polo de ! se vP .!/ < 0:

Notamos que para cada 0 ¤ z 2 F e 0 ¤ ! 2 !F temos que

.z!/ D div.z/C .!/: (2.6)

Com efeito, existe uma divisor D tal que ! se anula em AF .D/ C F . Portanto,
z! se anula em AF .D C .z//C F . Então div.z/C .!/ 6 .z!/ e consequente-
mente .z!/C div.z�1/ 6 .z!z�1/ D .!/. Juntando essas informações segue a
igualdade.

Proposição 2.1.2. SejaD um divisor em um corpo de funções F=K de gênero g:

a) ˝F .D/ D f! 2 ˝F j ! D 0 ou .!/ > Dg,˝F .0/ D f! 2 ˝F j ! é regular g

e dim.˝F .0// D g:
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b) Sejam W e W 0 dois divisores canônicos. Então existe 0 ¤ z 2 F tal que
W 0 D W C div.z/:

Demonstração. a) Basta aplicar a definição anterior e a igualdade 2.4.

b) Segue da observação acima e do item a/ da Proposição 2.1.1.

Teorema 2.1.3. SejamD 2 Div.F / um divisor qualquer eW D .w/ um divisor
canônico deF=K. EntãoL.W �D/ e˝F .D/ são isomorfismos comoK-espaços.

Demonstração. Considere a aplicação

	 W L.W �D/ �!˝F .D/

z 7�!z!

Segue da igualdade 2.6 que 	 está bem definida e sua linearidade e injetividade
surge diretamente da sua definição, portanto basta verificarmos a sobrejetividade.
Com efeito, dado !0 2 ˝F .D/. Como ˝F .D/ tem dimensão um, existe z 2 F

tal que !0 D z!. Desta forma div.z/ C W D !0 D6 D e isto implica que
z 2 L.W �D/, isto é, 	.z/ D !0.

Segue o Teorema 2.1.3 e do fato i.D/ D dimK˝F .D/ que

i.D/ D l.W �D/ (2.7)

para qualquerD 2 Div.F /:

Os resultados precedentes convergem no importante resultado a seguir

Corolário 2.1.2 (Teorema de Riemann–Roch). SejaW um divisor canônico do
corpo de funções F=K de gênero g: Para qualquer divisorD 2 Div.F / temos

l.D/ D Deg.D/C 1 � g C l.W �D/: (2.8)

Corolário 2.1.3. Todo divisor canônico de um corpo de funções F=K de gênero
g satisfaz

Deg.W / D 2g � 2 e `.W / D g
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Demonstração. Primeiro vamos calcular a dimensão de um divisor canônico. Seja
D D 0 um divisor nulo, então pelo Teorema de Riemann–Roch temos que 1 D

l.0/ D 1 � g C l.W /, isto é, l.W / D g: Agora tomando D D W obtemos que
g D l.W / D 1 � g C l.0/CDeg.W /, ou seja,Deg.W / D 2g � 2:

No próximo exemplo voltamos ao Exemplo 1.1.1 onde estudamos uma curva
C com equação y2 D .x� c1/.x� c2/.x� c3/ e verificamos que a mesma possui
gênero um.

Exemplo 2.1.2. Vamos mostrar utilizando o Teorema de Riemann–Roch que uma
curva com g D 1 tem mesma equação que C: De fato, seja P 2 C um ponto
qualquer. Então pelo item a/ do Teorema de Riemann temos que l.P / > 1: Da
Proposição 1.3.3 temos que l.P / D 1.

Afirmação: Dado um número natural s > 1 temos que l.sP / D s. De fato,
como g D 1 temos que todo divisor canônico possui grau nulo, assimDeg.W �

sP / D �s < 0: Portanto, l.sP / D s C 1 � 1 D s; isto é, l.P / D 1, l.2P / D 2,
…, l.iP / D i para cada i > 1:

Como sP > .s C 1/P obtemos a seguinte cadeia de inclusões

L.P /   L.2P /   � � �   L.6P /: (2.9)

Seja 1; x uma base para L.2P /. Pela equação 2.9 seja y 62 L.2P / tal que
1; x; y seja base de L.3P /. Observamos que .x/1 D 2P (Caso contrário C
seria racional) e div.y/1 D 3P , então KC D K.y; x/ e ŒKC W K.x/� D 2.
Segue portanto que 1; x; y; xy; x2; y2 2 L.6P /. Então existe uma relação

b1y
2

C y.a1 C a2x/ D f .x/; (2.10)

com a1; a2; b1; b2 2 K e f .x/ 2 KŒx� um polinômio com grau no máximo
três. Após algumas manipulações adequadas, podemos reescrever a equação 2.10
como y2 D .x � c1/.x � c2/.x � c3/, com c1; c2; c3 2 K:

Corpos de funções algébricos que contém um divisor de grau um e possuem
gênero um são chamados de corpos de funções elípticos. Um curva cujo corpo de
funções satisfaz as condições anteriores é chamada de curva elíptica.

Proposição 2.1.3. Sejam F=K um corpo de funções de gênero g e D um divisor
tal queDeg.D/ > 2g � 1. Então l.D/ D Deg.D/C 1 � g:

Demonstração. Basta notar queDeg.W �D/ 6 .2g � 2/� .2g � 1/ < 0, onde
W é um divisor canônico de F .
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No próximo resultado, caracterizamos todos os divisores canônicos.

Proposição 2.1.4. Seja F=K um corpo de funções de gênero g. Um divisor D é
canônico se, e somente se,Deg.D/ D 2g � 2 e l.D/ > g.

Demonstração. A ida desta afirmação já foi verificada. Agora sejaD um divisor
tal queDeg.D/ D 2g � 2 e l.D/ > g. Como ]

l.W �D/C 1 � g D Deg.D/C l.W �D/C 1 � g > g;

onde concluímos que l.W �D/ > 1: Portanto,Deg.W �D/ D 0 e como vimos
anteriormente estes dois divisores são equivalentes.

Definição 2.1.6. Seja P 2 PF . Um inteiro a > 0 é chamado de não lacuna (ou
non-gap number) de P se existe um elemento x 2 F tal que .x/1 D aP . Caso
contrário a é chamado de lacuna (ou gap number) de P .

Proposição 2.1.5. SejamF=K um corpo de funções de gênero g eP 2 PF . Então
cada a > 2g é um não lacuna de F . Em outras palavras existe x 2 F com divisor
de polos .x/1 D aP .

Demonstração. Dado um inteiro a > 2g, consideramos o divisorD D aP , então
Deg..a � 1/P / D .a � 1/Deg.P / > 2g � 1. Segue da Proposição 2.1.3 que
l..a � 1/P / D .a � 1/Deg.P /C 1 � g e l.aP / D aDeg.P /C 1 � g, ou seja,
l..a � 1/P / < l.aP /. Assim, L..a � 1/P /   L.aP /. Em outras palavras, cada
elementos x de L.aP / que não está em L..a � 1/P / satisfaz .x/1 D aP:

Esta proposição mostra que dado F=K um corpo de funções de gênero g (ou
uma curva plana de gênero g) todo natural n > 2g é um não lacuna de F , isto é,
os números 2g; 2gC1; 2gC2; : : : ; são sempre não lacunas. Percebemos que para
um corpo de funções (ou uma curva) de gênero g existirão um número finito de
números que são lacunas e estes se encontram abaixo de 2g � 1. Este fato aguça
nossa intuição para a possibilidade do surgimento de um novo objeto (isto ficará
mais claro nos próximos resultados).

Teorema 2.1.4 (Teorema das lacunas de Weierstrass). Suponha que F=K possui
gênero g > 0 e P um place de grau um. Então existe exatamente g lacunas
i1 < � � � < ig de P . Temos ainda que,

i1 D 1 e ig 6 2g � 1:
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Demonstração. temos a seguinte caracterização das lacunas:

a é lacuna de P se, e só se, L..a � 1/P / D L.aP /:

Olhando para a sequência de espaços vetoriais

K D L.0/ � L.P / � L.2P / � � � �L..2g � 1/P /

E lembrando que dimL.0/ D 1; d imL..2g � 1/P / D g e dimL.iP / 6
dimL..i � 1/P /C 1; para todo i. Juntando essas informações podemos concluir
o teorema.

Exercício 2.1.4. Considere X uma curva, D 2 Div.X / e p 2 X um ponto.
Mostre que `.W � D � p/ ¤ `.W � D/ se, e somente se, `.D C p/ D `.D/,
onde W é um divisor canônico.

Exercício 2.1.5. Considere X uma curva e D;D0 2 Div.X / divisores tais que
D C D0 D W , onde W é um divisor canônico. Mostre que `.D/ � `.D0/ D
Deg.D/�Deg.D0/

2

2.2 Semigrupos Numéricos
Antes de apresentarmos a definição de semigrupo de Weierstrass precisamos da
seguinte definição.

Definição 2.2.1. Seja S � N0. Dizemos que S é um Semigrupo Numérico se:

1. 0 2 S .

2. x C y 2 S , para x; y 2 S .

3. G.S/ WD N0 � S é finito.

Os elementos de G.S/ são chamados de lacunas (ou gaps) de S: A cardinali-
dade de G.S/ é chamada de gênero de S: Sobre semigrupos numéricos existem
outros elementos importantes que valem a pena serem destacadas. Entre eles são:

1. A Multiplicidade de um semigrupo numérico é o menor elemento não nulo
de S: Denotamos m.S/ WD minfx 2 S j x ¤ 0g.

2. O número de Frobenius de S é o maior natural que não está em S . Denota-
mos F.S/ WD maxG.S/:
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Exemplo 2.2.1. S D N0 é um semigrupo numérico com gênero zero. Além disso,
é o único semigrupo o qual possui gênero nulo.

Se S possui gênero g podemos mostrar que

0 6 m.S/ 6 g C 1:

Exemplo 2.2.2. Se S tem gênero g e multiplicidade igual à 2, então

S D f0; 2; 4; 6; : : : ; 2g � 2; 2g; 2g C 1; : : :g:

Este semigrupo é chamado de semigrupo Hiperelíptico.

Notamos que se S tem gênero g, então Œ2g;1/ � S: Com efeito, em Œ1; 2g�

existem, pelo menos, g não lacunas b1; : : : ; bg . Se existe x > 2g sendo uma gap,
então x ¤ x�bi 2 G.S/ para cada i D 1; : : : ; g. Portanto, existiriam pelo menos
g C 1 gaps o que é um absurdo.

Dado um semigrupo numérico S , um elemento de S é chamado de condutor
de S e, denotado por c.S/, se para cada x 2 N com x > c então x 2 S: Em outras
palavras c.S/ D F.S/C 1.

Sobre o condutor de um semigrupo, temos o seguinte resultado.

Lema 2.2.1. Seja S um semigrupo numérico de gênero g. Então gC1 6 c.S/ 6
2g:

Exemplo 2.2.3. Considere o conjunto S D f0; 5; 10; 11; 12; 14; : : :g. Vemos que
G.S/ D f1; 2; 3; 4; 6; 7; 8; 9; 13g é finito e que é fechado em ralação a soma. Logo,
g.S/ D 9 e m.S/ D 5: Notamos que

Definição 2.2.2. Dados n1; n2; : : : ; nr 2 N relativamente primos entre si. O
conjunto

< n1; n2; : : : ; nr >WD fa1n1 C � � � C arnr j com a1; : : : ; ar 2 N0g

é um semigrupo numérico. Tal semigrupo é chamado de semigrupo gerado por
n1; n2; : : : ; nr

Todo semigrupo numérico possui um conjunto de geradores, para mais deta-
lhes ver (Rosales e Garcia-Sánchez 2009).

Exemplo 2.2.4. Seja S D< 2; 3 >. Como 2 é coprimo com 3 temos que S é um
semigrupo numérico onde S D f0; 2; 3; 4; 5; 6; 7; : : :g e G.S/ D f1g
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Para semigrupos numéricos como do exemplo anterior, isto é, gerados por
dois elementos, existe uma formula dependendo apenas dos geradores: Se S D<

a; b > então

g.S/ D
.a � 1/.b � 1/

2
(2.11)

Para ver a demonstração deste fato o leitor pode consultar (Rosales e Garcia-
Sánchez 2009).

As demonstrações dos próximos resultados são deixadas como exercício ao
leitor.

Teorema 2.2.1. Sejam S semigrupo numérico e m 2 S . Estão S n fmg é um
semigrupo numérico se, e somente se, m é um gerador minimal de S:

Teorema 2.2.2. Sejam S 0 e S dois semigrupos numéricos. Então

a) S C S 0 D fmC nj m 2 S e n 2 S 0g semigrupo numérico.

b) Se ˛ é um conjunto de geradores de S e ˇ é um conjunto de geradores de
S 0, então ˛ [ ˇ é um conjunto de geradores de S C S 0:

Seja XF uma curva plana, projetiva, irredutível e considere um ponto P 2

XF .
Considere L.mP / o conjunto de funções racionais com polos somente em P .
Construímos o conjunto U D

S
m>0 L.mP /.

Notamos a seguinte caracterização

l.mP / D l..m � 1/P /C 1 se e só se f 2 U com vP .f / D �m:

Definimos o seguinte conjunto

HF .P / WD
˚
�vP .f /j f 2 U �

	
: (2.12)

Teorema 2.2.3. O conjuntoHF .P / é um semigrupo numérico de gênero g.

Demonstração. Se m; n 2 �F .P / então existem f; g 2 A tais que vP .f / D

�m e vP .g/ D �n. Se m > 2g � 1, temos pelo Teorema de Riemann–Roch
que `.mP / D m C 1 � g onde g é o gênero da curva. Por outro lado, temos
por resultados anteriores que m 2 �F .P / para todo m > 2g: Isto mostra que
l.mP / D l..m�1/P / somente para g valores dem: Logo, #G.�F .P // D g:
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Definição 2.2.3. Um semigrupo numérico S é dito ser um semigrupo de Weiers-
trass se existe uma curva XF e um ponto P 2 XF tais que S D HF .P /.

Neste primeiro exemplo estudaremos à curva Hermitiana. O semigrupo desta
curva tem sua importância devido a caracterizar a família de semigrupos gerados
por dois elementos como sendo todos Weierstrass. Neste exemplo utilizamos pro-
priedades de curvas para obter o semigrupo, nas sessão seguintes aprenderemos
outros métodos para calcular este e outros semigrupo de forma mais simples.

Exemplo 2.2.5. Seja q potência de um primo, Hq W XqC1 � Y qZ � YZq sobre
Fq2 . Sabemos que P1 D .0 W 1 W 0/ é o único ponto no infinito (com Z D 0) da
curvaHq .
Como a reta tangente a curva Hermitiana em P1 é �Z, temos que t D

X
Y
é pa-

râmetro local em P1:

Observamos que X
Z
; Y

Z
são funções regulares fora de P1: Calculando a valori-

zação, temos:

• tqC1 D .Z
Y
/q C

Z
Y

) vP1
..Z

Y
/q C

Z
Y
/ D qC1 ) vP1

.Y
Z
/ D �.qC1/:

• .Z
Y
/qC1 D .Y

Z
/q C

Y
Z

) .qC1/vP1
.X

Z
/ D �q.qC1/) vP1

.X
Z
/ D �q:

Logo, q; q C 1 2 HHq
.P1/. Portanto, o semigrupo gerado por q; q C 1 .<

q; q C 1 >) está contido emHHq
.P1/. Utilizando a fórmula para gênero de um

semigrupo gerado por dois elementos, temos que

g.< q; q C 1 >/ D
q.q � 1/

2

. Conclusão:
HHq

.P1/ D< q; q C 1 > :

A luz do exemplo anterior, podemos questionar se todo semigrupo numérico
é um semigrupo de Weierstrass. Esta problemática foi introduzida em 1890 por
Hurwitz. Após quase 80 anos de estudos foi observada uma condição necessária
para que um semigrupo numérico fosse deWeierstrass. Tal condição é chamada de
condição de Buchtweitz e é apresentada a seguir. SejaH um semigrupo numérico
com conjuntos de lacunas G WD

˚
`1; : : : ; `g

	
. Definimos o conjunto das n somas

de G por

nG WD
˚
`i1

C � � � C `in
j`ij

2 G
	
:
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A condição dada por Buchtweitz é: H é Weierstrass então

#nG 6 .2n � 1/.g � 1/

para todo n 2 N com n > 2:

Essa condição é ideal para verificarmos que semigrupo numéricoH não éWei-
erstrass. Por exemplo, um dos primeiros exemplos que mostram que nem todo se-
migrupo numérico éWeierstrass éH tal queG D f1; 2; : : : ; 11; 12; 19; 21; 24; 25g.

Vejamos mais alguns exemplos de semigrupos de Weierstrass.

Exemplo 2.2.6. CurvaGK: Considere q D n3, para n > 2:A curva GK é definida
pela equações

zn2�nC1
Dy

nX
iD0

.�1/iC1xi.n�1/

xn
C x DynC1;

definida sobre Fq2 . O gênero de GK é dado por g D
.n3C1/.n2�2/

2
C 1 e possui

um único ponto no infinito P1 D .1 W 0 W 0 W 0/. Outra propriedade interessante
desta curva é que ela é uma curva maximal.

Vamos denotar por Pj WD .aj ; 0; 0/ 2 GK.Fq2/ tais que an
j C aj D 0, para

j D 1; : : : ; n: Qj WD .aj ; bj ; 0/ 2 GK.Fq2/ tais que an
j C aj D bnC1

j e bj ¤ 0,
para j D 1; : : : ; n3�n:Usando as equações da curva GK podemos exibir funções
satisfazendo

.z/ D

n3�nX
j D1

Qj C

nX
j D1

Pj � n3P1

.y/ D

nX
j D1

.n2
� nC 1/Pj � .n3

� n2
C n/P1

.x � aj / D.n3
C 1/.Pj � P1/:

Usando essas funções podemos provar que

H.P1/ D H.Qi / D H.Pj / D< n3
� n2

C n; n3
C 1; n3 >;

para cada i D 1; : : : ; n3 � n e j D 1; : : : ; n:
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Exemplo 2.2.7. (Matthews e Peachey 2010) Seja F27 D F3.w/, onde w3 �w C

1 D 0: A curva norma-traço sobre F27 é dada pela equação y9 C y3 C y D x13:

Esta curva possui exatamente 9 places da forma Pi D P0ai
, onde a0 D 0; a1 D

1; a2 D 2, a3 D w, a4 D w3, a5 D w9, a6 D w14, a7 D w16, a8 D w22. Após
alguns cálculos obtemos

G.P1/ D f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 10; 11; 12; 14; 15; 16; 17; 19; 20; 21; 23; 24; 25; 28;

29; 30; 32; 33; 34; 37; 38; 41; 42; 43; 46; 47; 50; 51; 55; 56; 59; 60;

64; 68; 69; 73; 77; 82; 86; 95g;

onde P1 é o ponto no infinito da curva norma-traço.

2.3 Extensões Algébricas de Corpos de Funções

Seja F=K um corpo de funções de uma variável sobre o corpo de constantes K e
vamos considerar F 0=K 0 um corpo de funções de uma variável sobre o corpo de
constantes K 0 tal que F � F 0 é uma extensão algébrica e K � K 0.

Nesta seção vamos considerar que K é um corpo perfeito e vamos considerar
que F e F 0 estão ambos sobre um mesmo corpo algebricamente fechado.

Definição 2.3.1. Um corpo de funções F 0=K 0 é chamado de extensão algébrica
de F=K se F � F 0 como extensão algébrica e K � K 0:

1. F 0=K 0 é chamada de extensão de corpos constante se F 0 D FK 0, isto é, F 0

é o corpo compósito de F e K 0:

2. F 0=K 0 é chamada de extensão finita se ŒF 0 W F � < 1.

Podemos observar a definição no diagrama abaixo.

F 0

K 0 F

K

Sobre a definição acima observamos através do diagrama e de propriedades do
grau de transcendência que K 0=K é uma extensão algébrica. Verificamos ainda
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que F \K 0 D K: Com efeito, se x 2 F \K 0 , temos que x 2 F e x é algébrico
sobreK, pois x 2 K. ComoK é algebricamente fechado emF , temos que x 2 K,
o que mostra que F \K 0 � K.

Exemplo 2.3.1. Um exemplo de extensões: Tomemos K D K 0 D Fq , F D K.x/

como o corpo de de funções racionais e F 0 D K.x; y/ com yq D xqC1 C x:

Sobre a definição anterior e a Definição 1.2.1, podemos construir novos ob-
jetos. Suponha que K D Fq um corpo com q elementos. Considere corpos de
funções Fi=K com i > 0 satisfazendo

1. Fi ¤ FiC1, para todo i > 0.

2. FiC1=Fi é finita e separável.

3. limi!1g.Fi / D 1.

A sequência acima é chamada de Torre de funções. Note que FiC1 D Fi .xi /:

A seguir apresentamos alguns exemplos de Torre de Funções sobre Fq:

T F W xm
iC1 D a.xi C b/m C c (2.13)

F1 W x2
iC1 D

xi .1 � xi /

xi C 1
(2.14)

F2 W x2
iC1 D

x2
i C 1

2xi
(2.15)

Em (2.13) a; b; c 2 F�
q , com abm C c D 0 e mdc.m; q/ D 1. Em (2.15) 2 − q:

A Torre 2.13 é chamada Torre de Fermat. Mais informações sobre estas Torres, o
leitor encontrará em (Garcia, Stichtenoth e Rück 2003).

Seja z 2 F . Para diferenciar os divisores .z/; .z/0 e .z/1 em cada extensão
vamos denotar .z/F ; .z/F0 e .z/F1 emDiv.F / e .z/F 0

; .z/F
0

0 e .z/F 0

1 emDiv.F 0/.

Lema 2.3.1. Seja F 0=K 0 uma extensão algébrica de F=K. Se F 0=K 0 é uma ex-
tensão finita de F=K se, e só se, K 0=K é finita.

Demonstração. Suponhamos que F 0=K 0 é uma extensão finita de F=K. Então
F 0 pode ser considerado um corpo de funções sobre K cujo corpo de constantes
é K’ . De fato, por hipótese F 0=F é uma extensão finita e como F=K é um corpo
de funções, temos que existe w 2 F , w transcendente sobre K, tal que ŒF W

K.w/� < 1. Isso nos dá que F 0=K.w/ é uma extensão finita. Ainda, como K 0 é
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algebricamente fechado em F 0, temos que o corpo de constantes de F 0=K é K 0 .
Portanto, concluirmos que ŒK 0 W K� < 1.

A volta deixamos como exercício para o leitor.

Definição 2.3.2. Seja F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K. Um placeQ 2

PF 0 é dito uma extensão (ou está sobre) de P 2 PF quando P � Q. QuandoQ
está sobre P denotamosQjP:

Está definição levanta três pontos. Primeiro ponto é se para cada place em PF

existe uma extensão. O segundo ponto é se a quantidade de places sobre um dado
place em P 2 PF : E finalmente o terceiro ponto é se dado um place Q em F 0

existe algum place P em F tal queQjP: Vamos responder estes pontos ao longo
dessa sessão.

Exemplo 2.3.2. SejaK um corpo qualquer. ConsidereF D K.x; y/ com y3 D x.
Seja P 2 mPF o zero de y, então valorizando temos que vP .x/ D 3vP .x/ > 0

logo P também é zero de x. Se P0 é zero de x em K.x/ temos que vP .x/ D

3vP0
.x/:

Como observaremos, o fenômeno que ocorre no exemplo anterior sempre é
satisfeito.

Teorema 2.3.1. Seja F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K. Considere P 2

PF ,Q 2 PF 0 , OF e OF 0 . São equivalentes as seguintes afirmações:

a) QjP ;

b) OP � OQ

c) Existe e 2 Z tal que e > 1 e vQ.z/ D evP .z/, 8z 2 F:

Demonstração. Exercício.

Observamos que se QjP então pelo item c/ do teorema anterior temos que
P D Q \ F e OP D OQ \ F: Desta forma, existe uma imersão de FP em FQ

dada pela seguinte aplicação

� W
OP

P
�!

OQ

Q

x C P 7�! x CQ
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Então definimos o grau relativo f .QjP / WD ŒFQ W FP � (que pode ser finito ou
infinito.)

O inteiro do Teorema 2.3.1 e é chamado índice de ramificação deQ sobre P e
é denotado por e.QjP / WD e: Quando e.QjP / > 1 dizemos queQjP se ramifica
e se e.QjP / D 1 dizemos queQjP se não se ramifica.

Seja F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K. Se F1=K1 é uma extensão
de algébrica de F 0=K 0 eQ1 2 PF1

uma extensão deQ então

e.Q1jP / D e.Q1jQ/e.QjP / (2.16)
f .Q1jP / D f .Q1jQ/f .QjP /: (2.17)

Com efeito, como vP 0.x/ D e.P 0jP /:vP .x/, para cada x 2 F , e vP1
.z/ D

e.P1jP 0/vP 0.z/, para todo z 2 F 0 , temos que vP1
.x/ D e.P1jP 0/e.P 0jP /vP .x/,

para todo x 2 F , donde e.P1jP / D e.P1jP 0/e.P 0jP /. A segunda igualdade se-
gue de forma análoga.

Proposição 2.3.1. Seja F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K. Considere
P 2 PF , Q 2 PF 0 com Q uma extensão de P: Então f .QjP / < 1 , ŒF 0 W

F � < 1:

Demonstração. Consideremos as inclusões K � FP � F 0
P 0 e K � K 0 � F 0

P 0 ,
donde ŒFP W K� < 1 e ŒF 0

P 0 W K 0� < 1. Então, segue que ŒF 0
P 0 W FP � < 1 ,

ŒK 0 W K� < 1. Dessa forma, ŒF 0
P 0 W FP � < 1 , ŒF 0 W F � < 1 .

Os próximos lemas respondem dois dos três pontos mencionados acima e são
deixados como exercício.

Lema 2.3.2. Dado um place Q em PF 0 existe exatamente um place P 2 PF tal
queQjP:

Lema 2.3.3. Seja F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K. Todo place P em
PF possui um número finito e não nulo de extensões em F 0=K 0:

Lema 2.3.4. Seja F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K e z 2 F 0 elemento
transcendente sobre K. Então ŒK 0.z/ W K.z/� D ŒK 0 W K�.

Teorema 2.3.2 (Equação Fundamental). Sejam F 0=K 0 uma extensão de algébrica
de F=K, P 2 PF e Q1; : : : ;Qm places em F 0 tais que Qi jP para cada i D

1; : : : ; m: Então

mX
iD1

ei .Qi jP /fi .Qi jP / D ŒF 0
W F �: (2.18)
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Demonstração. Tomando x 2 F tal que P seja o único zero de x em F=K. Seja
s D vP .x/ > 0. Então pelo Lema 2.3.3 os places Q1; : : : ;Qm 2 PF são exa-
tamente os zeros de x em F 0=K 0 uma que vQi

D e.Qi jP /s > 0. Calculando o
grau de F 0=K.x/ de duas formas diferentes obteremos o resultado desejado. Com
efeito,

ŒF 0
W K.x/� DŒF 0

W K 0.x/�ŒK 0.x/ W K.x/�

D

 
mX

iD1

vQi
.x/Deg.Qi /

!
ŒK 0

W K�

D

 
mX

iD1

eivP .x/ŒF
0
Qi

W K 0�:ŒK 0
W K�

!

DvP .x/

 
mX

iD1

ei ŒF
0
Qi

W FP �ŒFP W K�

!

DsDeg.P /

 
mX

iD1

eifi

!
:

Por outro lado ŒF 0K.x/� D ŒF 0 W F �ŒF W K.x/� D ŒF 0 W F �sDeg.P /; pois
div.x/F0 D sP:

Seja G W X ! Y um morfismo não constante de curvas projetivas não singu-
lares definidas sobre um corpo K. Então K.Y / é visto como subcorpo de K.X/
e n WD ŒK.X/ W K.Y /� < 1: O índice de ramificação é definido da seguinte
forma: dado p 2 X e q WD f .p/. Seja t 2 Oq.Y / um parâmetro local do anel de
valorização de q em K.Y /. Considere vp a valorização discreta associada à p. O
índice de ramificação é e.p/ WD vp.t/:

Definição 2.3.3. Sejam F 0=K 0 uma extensão de algébrica de F=K com ŒF 0 W

F � < 1 e P 2 PF .

1. P é totalmente ramificado em F 0=F se existe um placeQ 2 PF 0 comQjP

e e.QjP / D ŒF 0 W F � .

2. P se decompõe completamente em F 0=F se existem exatamente m places
distintosQ 2 PF 0 comQ sobre P .
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2.4 Extensões Especiais
Nesta seção vamos estudar dois tipos específicos de extensões de corpos de fun-
ções algébricos. São eles: extensões tipo Kummer e extensões tipo Artin–Schreier.
Estes dois tipo de extensões são interessantes pois podemos explicitar o gênero uti-
lizando novas formulas, além é claro de apresentarem muitas outras propriedades.

Definição 2.4.1. Sejam F 0=F uma extensão finita de corpos e a 2 F . Consi-
derando a transformação F�linear Ta W F 0 ! F 0 definida por Ta.x/ D ax,
escrevemos o polinômio característico de Ta como det.Ix � Ta/ WD fa.x/ D

xn C bn�1x
n�1 C � � � C b0. Então definimos a aplicação Traço e Norma como:

1. NF 0=F .a/ D detTa D .�1/nfa.0/ D .�1/nb0:

2. T rF 0=F .a/ D �bn�1;

Se fa1; : : : ; ang é uma base de F 0=F e

a � ai D

nX
j D1

aijaj ;

com aij 2 F Então podemos escrever

NF 0=F .a/ Ddet.aij /;

T rF 0=F .a/ D

nX
j D1

ai i :

Lema 2.4.1. SejaF 0=F uma extensão cíclica de graun, comG D Gal.F 0=F / D<

˛ > (˛ 2 F 0). Então

a) T rF 0=F .a/ D 0 se, e somente se, existe b 2 F 0 satisfazendo a D b � ˛.b/:

b) NF 0=F .a/ D 1 se, e somente se, existe c 2 F 0 satisfazendo a D
c

˛.c/
:

Definição 2.4.2 (Extensão tipo Kummer). Seja F=K uma extensão algébrica de
funções, ondeK contém uma raiz n�ésima primitiva da unidade (n > 1 e coprimo
com a característica deK). Suponha que exista um elemento u 2 F satisfazendo

u ¤ zr para todo z 2 F e r jn; r > 1: (2.19)

Definimos a extensão de Kummer F 0=F como

F 0
D F.w/ com wn

D u: (2.20)
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Teorema 2.4.1. Sejam Char.K/ D p e n 2 N tais que p não divide n. Suponha
que K contenha uma raiz primitiva da unidade zn. Então a extensão F 0=F é
cíclica de grau n se, e somente se, z 2 F 0 tal que F 0 D F.z/ com polinômio
�.t/ D tn � u é o polinômio minimal de z sobre F . Neste caso, F 0=F é uma
extensão de Kummer.

Demonstração. Suponha queF 0=F é cíclica de graun. EntãoG D Gal.F 0=F / D<

˛ > com o.˛/ D n: Observamos que NF 0=F .zn/ D zn
n D 1 e portanto pelo lema

anterior temos que existe z 2 F 0 tal que ˛.z/ D znz: Uma vez que ˛i .z/ D zi
nz

temos que ˛i .z/ D z , nji: Desta forma zzn; : : : ; zz
n�1
n são conjugados dis-

tintos de z, assim o polinômio irredutível minimal de F é da forma �.t/ WDQiD0
n�1.t � zi

nz/.
Por outro lado, ˛ satisfaz a seguinte propriedade˛.zn/ D .˛.z//n D .zzn/

n D

zn, isto é, zn D a 2 F: Portanto, como z; zzn; : : : ; zz
n�1
n são raízes de tn � a

concluímos que �.t/ D tn � a:

Reciprocamente, se �.t/ D tn � a é o polinômio minimal de z sobre F então
z; zzn; : : : ; zz

n�1
n são raízes distintas de � onde z é um elemento qualquer no

fecho algébrico F de F: A verificação de F 0=F é cíclica é imediata.

O próximo resultado não será demonstrado aqui, o leitor interessado pode
consultá-lo em (Stichtenoth 1993), (Villa Salvador 2006).

Corolário 2.4.1. Seja F 0=F uma extensão de Kummer, com F 0 D F.w/ com
wn D u e u raiz n�ésima primitiva da unidade em K. Se K denota o corpo
constante de F 0, g0 o gênero de F 0 e g o gênero de F então

g0
D 1C

n

ŒK W K�

0@g � 1C
1

2

X
P 2PF

.1 �
mdc.n; vP .u//

n
/Deg.P /

1A :
Um caso especial do teorema anterior é quando K 0 D K. Por exemplo, se

assumirmos que existe um place P 2 PF tal que mdc.n; vP .u// D 1 então u
satisfaz a condição 2.19 pois se u D zr para algum r > 0 temos que vP .u/ D

rvP .w/ e portanto mdc.n; vP .u// > r > 1, absurdo. Agora, sejaQ 2 PF 0 uma
extensão de P , pelo item c/ do teorema anterior temos que e.QjP / D n D ŒF 0 W

F �: Suponhamos que ŒK 0 W K� > 1, considerando o corpo compósito F0 WD FK 0

e o place Q0 WD F0 \ Q. Temos que e.QjQ0/ D ŒF 0 W F0� e pelo teorema
anterior temos 1 D e.QjQ0/ D ŒF 0 W F0� > 1 contradição. Logo, ŒK 0 W K� D 1 e
portanto K 0 D K:
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Um importante fato das observações acima é a simplificação do calculo do
gênero

g0
D 1C n .g � 1/C

1

2

0@ X
P 2PF

.n � rP /Deg.P /

1A : (2.21)

Exemplo 2.4.1. Seja K D C. Considere F D K.x; y/ com y2 D .x C 1/.x C

2/.xC3/.xC13/.xC11/. Então o gênero deF é 2:De fato, temos queF D F0.y/

onde F0 WD K.x/. Vamos denotar p1 D .x C 1/ p2 D .x C 2/; p3 D .x C 3/;

p4 D .x C 13/; p5 D .x C 11/, os zeros de pi por Pi 2 PF e o polo de x
por P1. Então temos que vPi

..x C 1/.x C 2/.x C 3/.x C 13/.x C 11// D 1 e
vP1

..xC 1/.xC 2/.xC 3/.xC 13/.xC 11// D �5 Segue do comentário acima
que K é o corpo constante de F e ŒF W F0� D 2. Vemos que os números aP para
P 2 PF são:

aP D 1 se P D Pi ; i D 1; : : : ; 5

aP D 2 se P ¤ Pi ; i D 1; : : : ; 5

aP1
D 1 pois 5 � 1mod2:

Portanto, utilizando a igualdade 2.21 temos que g D 2:

Exemplo 2.4.2. Seja K D C. Considere F D K.x; y/ com y2 D .x C 21/.x C

32/.x C 53/.x C 71/.x C 99/.x C 86/. Então o gênero de F é 2: De fato, temos
que F D F0.y/ onde F0 WD K.x/. Vamos denotar p1 D .xC21/ p2 D .xC32/;

p3 D .x C 53/; p4 D .x C 71/; p5 D .x C 99/, p6 D .x C 86/ os zeros de pi

por Pi 2 PF e o polo de x por P1. Então temos que vPi
..xC 21/.xC 32/.xC

53/.xC71/.xC99/.xC86// D 1 e vP1
..xC21/.xC32/.xC53/.xC71/.xC

99/.x C 86// D �6 Segue do comentário acima que K é o corpo constante de F
e ŒF W F0� D 2. Vemos que os números aP para P 2 PF são:

aP D 1 se P D Pi ; i D 1; : : : ; 6

aP D 2 se P ¤ Pi ; i D 1; : : : ; 6

aP1
D 2 pois 6 � 0mod2:

Portanto, utilizando a igualdade 2.21 temos que g D 3:
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Generalizando esses exemplos temos a seguinte proposição.

Proposição 2.4.1. Considere K um corpo com Char.K/ ¤ 2. Seja F D K.x; y/

onde

y2
D f .x/ D p1.x/p2.x/ � � � � � pr.x/;

onde p1.x/; p2.x/; : : : ; pr.x/ 2 KŒx� são polinômios mônicos, irredutíveis e dis-
tintos dois à dois. Se deg.f / D d então

g.F / D

(
d�2

2
; se 2jd

d�1
2
; se 2 − d:

Definição 2.4.3. Seja F=K um corpo de funções algébricas de característica p >
0. Se existe um elemento u 2 F satisfazendo

u ¤ zp
� z; 8z 2 F; (2.22)

então F 0=F com F 0 WD F.y/ onde yp � y D u é chamada de extensão Artin–
Schreier (ou para simplificar tipo A.S. ).

Com base na definição de extensões tipo AS, vamos estudar o sinal da valori-
zação da função u � .zp � z/.

Lema 2.4.2. Seja F=K um corpo de funções algébricas de característica p > 0.
Para um place P 2 PF e um elemento u 2 F , temos que existe um elemento
z 2 F tal que vP .u � .zp � z// > 0; ou para algum z 2 F vale

vP .u � .zp
� z// D �m < 0; com m 6� mod p:

Neste ultimo caso, temos que

�m D max fvP .u � .zp
� z//j z 2 F g :

Para um corpo de funções algébricas F=K de característica p > 0 e um place
P 2 PF , definimos

mP WD

8̂<̂
:

�m; se existe um elemento z 2 F tal que

vP .u � .zp � z/ D �m < 0 e m 6� mod p;

�1; se vP .u � .zp � z/ > 0 para algum z 2 F:
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Observe que o lema anterior garante que mP está bem definido. A seguir temos
um resultado sobre extensões Tipo A.S., como os passos da demonstração são
análogos ao do Teorema 2.4.1 deixamos como exercício.

O próximo resultado não será demonstrado aqui, o leitor interessado pode
consultá-lo em (Stichtenoth 1993), (Childress 2009).

Teorema 2.4.2. Sejam Char.K/ D p > 0 e F=K um corpo de funções. Então
F 0=F é uma extensão cíclica de grau p se, e somente se, existe um elemento z em
F 0 tal que F 0 D F.z/ com polinômio minimal  .t/ D tp � t � a 2 F Œt �:

Corolário 2.4.2. SejamF 0=F uma extensão Artin–Schreier de característica p >
0 e u 2 F o elemento satisfazendo a Definição 2.4.3. Denote g0 o gênero de F 0 e
g o gênero de F . Se existe pelo menos um place P 0 2 PF com mP 0 > 0 então

g0
D gp �

p � 1

2

0@2 �
X

P 2PF

.mP C 1/Deg.P /

1A :
Proposição 2.4.2. Sejam F=K uma extensão de corpos com Char.K/ D p > 0 e
a.t/ 2 KŒt� um polinômio aditivo e separável com grau pn e todas as raízes em
K. Dado u 2 F o elemento suponha que para cada P 2 PF existe um elemento
z 2 F satisfazendo

vP .u � a.z// > 0

ouvP .u � a.z// D �m; com m > 0 e p − m:

então se F 0=F com F 0 WD F.y/ onde a.y/ D u possui um place P 2 PF com
mP > 0 as afirmação abaixo são verdadeiras:

a) A extensão F 0=F é uma extensão Galois de grau pn:

b) K é algebricamente fechado em F 0:

c) P 2 PF não ramifica em F 0=F , mP D �1.

d) P 2 PF é totalmente ramificado , mP > 0. Neste caso, seQ 2 PF 0 é a
única extensão de P em F 0=F temos que

d.QjP / D .pn
� 1/.mp C 1/:
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d) Denote g0 o gênero de F 0 e g o gênero de F . Se existe pelo menos um place
P 0 2 PF com mP 0 > 0 então

g0
D gpn

�
pn � 1

2

0@2 �
X

P 2PF

.mP C 1/Deg.P /

1A :
Exemplo 2.4.3. Considere a extensão de Kummer F=Fq.x/ dada por

ym
D

rY
iD1

.x � ai /
s;

com mdc fm; srg D 1 e ai 2 Fq então podemos exibir divisores importantes:

1. div.x � ai / D m.Pi � P1/:

2. div.y/ D

rX
iD1

sPi � rsP1:

3. div.
Qr

iD1.x � ai // D

rX
iD1

mPi � rmP1:

4. div.z/ D

rX
iD1

Pi � rP1, onde z D ya.
Qr

iD1.x � ai //
b com asC bm D 1.

Sobre este tipo de extensão temos que o semigrupo de Weierstrass no ponto no
infinito P1(se este é racional) é H.P1/ D< m; r > : Ainda, se considerarmos
que P1 também é racional temos que

H.P1/ D N n

�
mk C j j 1 6 j 6 m � 1 � b

m

r
c; 0 6 k 6 r � 2 � b

rj

m
c

�
:

Para mais detalhes, ver (Shudi e Hu 2016).



3 Códigos
Algébricos

Neste capítulo veremos a definição de códigos algébricos bem como seus princi-
pais elementos. Uma família de códigos interessante que iremos abordar é dada
por códigos que possuem uma estrutura de subespaço vetorial. Veremos algumas
propriedades destes códigos e ainda uma ideia inicial de codificar e decodificar
uma informação recebida.

Este capitulo além de abordar conceitos gerais de códigos algébricos, serve
como base aos estudos do próximo capitulo, onde estudaremos outra família de
códigos, a saber, códigos geométricos.

3.1 Códigos
Ao longo da história da humanidade, os seres humanos se comunicaram através
da transmissão de códigos (ou mensagens), sejam eles por meio de sinais, sons
ou caracteres. Na atualidade, vivemos num universo onde a transmissão é feita
por meio digital e, onde requer que esta transmissão seja cada vez mais rápida e
assertiva. Nós deparamos que essa transmissão de códigos cotidianamente, por
exemplo, ao trocar mensagens pelo celular, ou a simples leitura de um código de
barras.

Portanto, obter um processo de codificação e decodificação que seja preciso
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e ”rápido” se torna necessário para que todas estas coisas fluam de maneira
eficiente.

Inicialmente consideramos um conjunto finito de objetosA, este conjunto cha-
maremos de alfabeto e sua cardinalidade de q D #.A/ > 1. Dado um natural n
definimos An WD A � � � � � A, os elementos de An são chamados de palavras.

Exemplo 3.1.1. Considere o alfabeto A WD fA;B; F;R;E; I;G; T g. Então

C0 WD fAAAA;BABA;ARAR; TATAg

C1 WD fAAAA;GGGG;RRRR; IIII;RRRRg

são códigos e C1 é chamado de código de repetição.

Exemplo 3.1.2. Considere o Alfabeto A D Z2 D f0; 1g. Se n D 2 então
f.0; 0/; .1; 1/; .1; 0/; .0; 1/g são todas as palavras de A2

Dada duas palavras a D .a1; : : : ; an/ e b D .b1; : : : bn/ em An definimos sua
distância d.a; b/ como

d.a; b/ D # fi j bi ¤ aig :

d.a; b/ é chamado de distância de Hamming (ou métrica de Hamming).

Exemplo 3.1.3. Considere o alfabeto A D F2 D f0; 1g. Em A4 tomemos os
elementos u1 D .1; 1; 1; 1/ , u2 D .1; 0; 1; 0/, u3 D .0; 0; 0; 1/ e u4 D .0; 0; 0; 0/.
Então

d.u1; u2/ D 2

d.u3; u2/ D 3

d.u3; u0/ D 1

d.u1; u4/ D 4

Observação 3.1.1. O leitor familiarizado com as noções de métricas pode confe-
rir que de fato d.�;�/ é uma métrica, isto é, d.�;�/ satisfaz para cada a; b; c 2

An:

• d.a; b/ > 0 e d.a; b/ D 0 , a D b:

• d.a; b/ D d.b; a/:
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• d.a; b/ > d.a; c/C d.c; b/:

Este fatos permitem portanto definir uma topologia em An, isto é,podemos definir
as noções de bolas e esferas.

Definição 3.1.1. Qualquer conjunto C com ; ¤ C � An é chamado de q�ário
código de comprimento n. Os elementos de C são chamados de palavras código
(ou vetores código).

Como A é um conjunto finito, temos que C também será. Denotando c WD

#.C / 2 N definimos a cardinalidade logarítmica por k WD logq.c/ 2 R.
Utilizando a distância de Hamming podemos definir uma nova distância. Con-

sidere um q�código de comprimento n então

d D d.C / WD min fd.a; b/j a; b 2 C e a ¤ bg

é chamada de distância mínima do código C , ou simplesmente distância mínima.
Um código com esses parâmetros é chamado de Œn; k; d ��código.

Exemplo 3.1.4. Considere o código

C D fx D .0; 0; 1/; y D .0; 1; 0/; z D .0; 1; 1/; o D .0; 0; 0/g ;

sobre F2: Então vamos calcular todas as distância entre os elementos de C:

d.x; y/ D 2

d.x; z/ D 1

d.x; o/ D 1

d.z; y/ D 1

d.o; y/ D 1

d.o; z/ D 2

Portanto d.C / D 1: Em outras palavras C é um Œ3; 2; 1��código.

Com os parâmetros q; k e d podemos definir novos parâmetros: R WD
k
n
e

ı WD
d
n

Abaixo apresentamos um diagrama simples que exemplifica o sistema de co-
dificação ( este sistema foi descrito por Shannon)
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FONTE CODIFICAÇÃO

CANAL DEFEITO

DECODIFICAÇÃO

DESTINATÁRIO

O sistema de codificação de uma mensagem entre um emissor e um destinatário
pode apresentar erros entre o processo de codificação e decodificação. A ideia
central de códigos corretores de erros é deixar a mensagem final o mais próximo
possível da mensagem inicial.

Para exemplificar, podemos tomar como exemplo a língua portuguesa. Se
olharmos o palavra amtemática recebida por algum tipo de mensagem, logo per-
ceberemos que esta palavra não existe em nosso vocabulário. Concluímos rapi-
damente que houve algum erro de digitação, basicamente é este processo que os
corretores de textos fazem, eles comparam cada palavra que está sendo digitada
com as palavras pré-gravadas em seu sistema e exibem aquelas que estão mais
”próximas” da palavra desejada. Portanto, voltando à amtemática percebemos que
a palavra mais próxima é matemática. Porém nem sempre é possível exibir uma
única palavra: considere a palavra qola as palavras bola; cola emola estão igual-
mente próximas.

A luz do comentário acima podemos nos perguntar o que seria um código
”ótimo”? Um código é ótimo quando n é ”grande” eR; ı são os maiores possíveis.
Este termo vem da Teoria da Informação.

Agora vamos tratar da relação de detecção e correção de um dado código C .
Considere que recebemos uma mensagem (ou um elemento) z. Podemos detectar
se esta esta mensagem possui algum tipo de erro, ou não, se um método para ve-
rificar se z 2 C: Se o erro não existir o processo de correção não se aplicará, mas
caso seja detectado um erro o processo de correção irá substituir a elemento z por
um elemento w 2 C que esteja o mais próximo possível de z: Então fica claro,
pelo comentário acima, que é necessário que exista nenhum tipo de ambiguidade
para determinar w: O processo em que a mensagem (ou palavra) recebida, eventu-
almente com erros, e retorna uma mensagem (ou palavra) corrigida é chamado de
decodificação.
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Seja t um número inteiro positivo. Um código C detecta � t � erro se,
sempre que uma palavra código v contém pelo menos um e no máximo t erros, a
palavra v portanto não é uma palavra código. Um código C é detecta�u�erro

se detecta t erros, porém não detecta erros acima de t C 1.
A prova dos dois próximos resultados são deixados como exercícios para o

leitor.

Teorema 3.1.1. Seja C um código com distância mínima d D d.C / e seja

k WD b
d � 1

2
c:

Então podemos detectar até d � 1 erros e corrigir até k erros.

Corolário 3.1.1. Seja código C com distância mínima d D d.C /. Então C pode
corrigir até k erros se e somente se d > 2k C 1.

O valor k D b
d�1

2
c é chamado de capacidade de correção de C

3.2 Códigos Lineares
Nesta seção iremos sempre considerar o alfabeto sendo um corpo finito F D Fq

onde q D pn ep um número primo. Nesta seção vamos definir a noção de códigos
lineares e algumas de suas propriedades.

Definição 3.2.1. Seja Fq o alfabeto com q D pn. Um código C de compri-
mento n é dito código Fq�linear (ou simplesmente código linear) se C � Fn

q

é um Fq�subespaço linear.

Ao longo desta seção um código C sempre denotará um código linear.
Dados dois códigos C e C 0 de mesmo comprimento sobre Fq . Então é imedi-

ato mostrar que os conjuntos C [ C 0 e C \ C 0 também são códigos sobre Fq .
Dado um código F�linear C seus elementos podem ser vistos como vetores

e v e portanto contém a origem 0. Este fato torna uma vantagem a utilização
de códigos lineares uma vez que podemos calcular a distância mínima de uma
segunda forma. Para isso, introduzimos um novo objeto.

Definição 3.2.2. Sejam C um código F�linear e z 2 C . O peso de z é definido
como

wt.z/ WD d.z; 0/:
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O número

wt.C / WD min fwt.z/j z 2 C; z ¤ 0g :

é chamado de peso do código C:

A seguir destacamos uma propriedade interessante do peso de palavras sobre
um corpo de dois elementos.

Exemplo 3.2.1. Sejam u; v 2 Fn
2 . Se o peso de u e v tem mesma paridade, então

u C v deve ter o mesmo peso.

Para códigos lineares concluímos que a distância mínima é dada por d.C / D

wt.C /: De fato, para x; y 2 C temos que d.x; y/ D wt.x � y/: Sejam u; v;w 2

C tais que d.u; v/ D d.C / e wt.C / D wt.w/. Então por um lado temos que
d.C / D d.u; v/ D wt.u � v/ > wt.C /: Por outro lado, wt.C / D wt.w/ D

d.w; 0/ > d.C /. Portanto, d.C / D wt.C /:

A distância de Haminng pode ser obtida através da definição de peso de um
vetor.

Lema 3.2.1. Para cada x; y 2 Fq temos que d. x; y/ D wt. x � y/.

Demonstração. Sabemos que d. x; y/ D 0 , x D y; que é equivalente à
w. x� y/ D 0: Vamos supor que x ¤ y: wt. x� y/ D d. x� y; 0/ D d. x; y/

Destacamos que Fq tem característica 2, então d. x; y/ D wt. x C y/:
Dados dois códigosC eC 0 sobre Fq de mesmo comprimento, podemos definir

o conjunto

C C C 0
WD f u C vj u 2 C; v 2 C 0

g:

O próximo resultado segue diretamente de propriedades de álgebra linear e deixa-
mos a demonstração como exercício ao leitor.

Lema 3.2.2. Sejam C e C 0 códigos sobre Fq . Então C C C 0 é um código linear
sobre Fq

Observamos que emFn
q podemos definir um produto interno da seguinte forma

< z;w >WD

nX
iD1

ziwi ;

para cada z;w 2 Fn
q
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Definição 3.2.3. Seja C � Fn
q um código linear. Então

C?
WD
˚
w 2 Fn

q j < w; z >D 0; 8z 2 C
	

é um código linear e é chamado de código dual de C . Dizemos que C é auto dual
se C D C?:

Destacamos que se C e C 0 são dois códigos sobre Fq de mesmo comprimento,
onde C � C 0 então o dual inverte as inclusões, isto é, .C 0/? � C?: Com efeito,
seja u 2 .C 0/?, então< u; x >D 0 para cada x 2 C 0, em particular para x 2 C .
Portanto, < u; x >D 0 para todo x 2 C , com isso concluirmos a demonstração.

Lema 3.2.3. Sejam C e C 0 códigos sobre Fq . Então o dual de C C C 0 é C? \

.C 0/?:

Demonstração. Exercício.

Considere C um código com distância mínima d , dimensão k e comprimento
n, como anteriormente dizemos queC é um Œn; k; d ��código. Tomando uma base
qualquer de C podemos construir uma aplicação injetiva e linear � W Fk

q ! Fn
q

enviando os elementos da base de Fk
q em elementos da base de C . A matriz

G associada a este mergulho é chamada de matriz geradora e satisfaz a seguinte
sequencia exata

0 Fn
q Fn

q Fn�k
q 0

emoutras palavras� W Fn
q ! Fn�k

q é uma aplicação sobrejetora onde Im.�/ D

Ker.�/. A matrizH associada à aplicação� é chamada de matriz de verificação.
Como � é injetiva temos a seguinte relação C D Im.�/ D Ker.�/ e �.z/ D 0

para cada z 2 C:

Para encontrar a matriz G procedemos da seguinte forma: tomamos a base
canônica feig

n
iD1 de Fn

q e uma base fvig
k
iD1 de C então a solução do sistema

vi D

nX
j D1

aij ej define a matriz G; isto é, G D Œaij �:

Observação 3.2.1. Observamos que a matriz geradora associada a um código
C com base fvig

k
iD1 é formada por pela base de C , onde cada linha é represen-

tada por vi . Desta forma, a matriz geradora não é única, pois depende da base
escolhida.
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Exemplo 3.2.2. Considere o código

C D f.0; 0; 0; 0/; .1; 0; 0; 0/; .0; 1; 0; 0/;

.1; 1; 0; 0/g

sobre F2. Então .1; 0; 0; 0/; .0; 1; 0; 0/ é uma base para C e portanto a matriz
geradora de C com essa base é dada por:

G D

�
1 0 0 0

0 1 0 0

�
A seguir apresentamos dois resultados que relacionam o código dual com a

matriz geradora e matriz de verificação de um código.

Lema 3.2.4. Seja C � Fn
q um código de dimensão k e matriz geradoraG. Então

a) C? é um código.

b) C? D
˚
z 2 Fn

q j Gzt D 0
	
.

c) C? tem dimensão n � k.

Demonstração. a) Segue imediatamente das propriedades de produto vetorial.

b) Sejamu1; : : : ; uk as linhas damatrizG:Então para cada x temos queG xt D

.< v1; x >; : : : ; < vk; x >/. Portanto, x 2 C? , .< v1; x >; : : : ; <
vk; x >/ D 0:

c) Considere a aplicação tal que �.x/ D Gxt : Note que C? D ker.�/ tem
dimensão k: Usando o Teorema do Núcleo e Imagem o resultado segue.

Do lema anterior se C � Fn
q então

dim.C /C dim.C?/ D n (3.1)

Exemplo 3.2.3. Considere o código C WD f.0; 0; 0/; .1; 0; 0/; .0; 1; 0/; .1; 1; 0/g

sobre F2 então C? D f.0; 0; 0/; .0; 0; 1/g :

A demonstração do próximo resultado é deixado como exercício.

Lema 3.2.5. As seguintes afirmações são verdadeiras:
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a) toda palavra-código em um código sobre F2 auto-dual tem peso par.

b) Sejam u; v palavras-código em um código binário auto-dual. Suponha que
os pesos de v e u sejam divisíveis por 4. Então o peso de u C v também é
um múltiplo de 4.

Segue de .3:1/ que todo código auto-dual de comprimento n tem dimensão n
2
.

Corolário 3.2.1. Sejam C � Fn
q um código de dimensão k eM matriz geradora

de C?. Então

a) C D .C?/?.

b) C? D
˚
z 2 Fn

q j M zt D 0
	
.

Demonstração. a) Claramente C � .C?/? e pelo resultado anterior ambos
tem mesma dimensão, portanto são iguais.

b) Segue de maneira análoga aprova do item b/ do resultado anterior.

A seguir veremos como a matriz de verificação H de um código C carrega
informações sobre o peso wt.C /: Enunciamos dois próximos resultados, sem de-
monstração.

Lema 3.2.6. SejaH a matriz de verificação do código C . Se existe z 2 C tal que
wt.v/ D r então existem r colunas deH que são linearmente dependentes.

Corolário 3.2.2. O peso de um código C é igual à s se, e somente se, quaisquer
s � 1 colunas da matrizH de verificação de C são l:i: e existem s colunas l:d:.

No próximo resultado vamos utilizar a matriz geradora de um código C dado
para obter sua matriz de verificação. Vamos denotar a matriz identidade m � m

por Im.

Teorema 3.2.1. Seja C um Œn; k��código com matriz geradora G D .IkjX/ no
formato padrão. Então a matriz de verificação é dada porH D .�Gt jIn�k/

Demonstração. Sabemos que HGt D 0 é satisfeita. Considerando as n � k ulti-
mas linhas deH , podemos mostrar facilmente que são linearmente independentes.
Do Corolário 3.2.1 concluímos o resultado.
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Pela definição de distância mínima e pelo corolário anterior podemos escrever
d.C / como

d.C / D min
˚
s 2 ZC

j9 s colunas linearmente independentes emH
	

onde H é a matriz de verificação de C: Com esta informação podemos provar o
próximo resultado, conhecido como Cota de Singleton.

Lema 3.2.7. Para qualquer código Fn
q �linear de comprimento n; dimensão k e

distância mínima d vale

d � 1 6 n � k (3.2)

Demonstração. SejaH a matriz de verificação do um código C . Comowt.C / D

d.C / D d então qualquer d � 1 colunas deH são l:i:, sendo n� k o posto deH
o resultado segue.

Definição 3.2.4. Um códigoFn
q �linear de comprimento n; dimensão k e distância

mínima d é ditoMDS ( em inglês: maximum distance separable) se d D n�kC1:

Questão: Existem códigosMDS?
A resposta é verdadeira. No exemplo a seguir vamos construir um código

MDS e isto irá motivar nossos estudos na próxima seção.

Exemplo 3.2.4. Considere n; k; q; d números inteiros onde 1 6 k 6 n 6 q e q é
potência de primo. Sejam F D Fq e F Œx� o anel de polinômios de uma variável
sobre F : Definimos o conjunto

L WD fp.x/ 2 F Œx� j deg.p.x// 6 k � 1g [ f0g :

Tomando n pontos distintos a1; : : : ; an 2 F definimos a aplicação � W L ! Fn por
�.p.x// D .p.a1/; : : : ; p.an// ( um mapa definido como � é chamado aplicação!
de avaliação). É imediato a verificação de � é uma aplicação linear bem definida
e injetora. Definindo C D Im.�/ vemos que C é um código linear. Se x 2 C

com x D .p.a1/; : : : ; p.an// temos que p.x/ possui n � wt.x/ zeros e portanto
n � w 6 k � 1, isto é, n � d.C / 6 k � 1: Segue da cota de Singleton que
n � d.C / D k � 1: Portanto, C é MDS.

Definição 3.2.5. Um código C 0 � Fn
q é equivalente à outro código C � Fn

q se
C 0 pode ser obtido de C por uma combinação de operações dos seguintes tipos:
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1. multiplicação dos símbolos que aparecem em uma posição fixa por um es-
calar diferente de zero

2. permutação dos n posições de palavras-código.

Do primeiro item da definição acima podemos escrever

C 0
D f.�1c1; : : : ; �ncn/j.c1; : : : ; cn 2 C g

e � D .�1; : : : ; �n/ 2 Fn:

Uma propriedade interessante sobre códigos equivalentes é que estes possuem
mesma dimensão e distância mínima. Portanto, da perspectiva de calcular estes pa-
râmetros basta conhecer tais informações de um código equivalente que seja mais
simples o calculo ou que já seja conhecido. Vamos destacar estes fatos enunciando
o próximo resultado.

Proposição 3.2.1. Sejam C e C 0 dois códigos sobre Fq . Se C e C 0 são equivalen-
tes então dim.C / D dim.C 0/ e d.C / D d.C 0/:

Exemplo 3.2.5. Tomando q D 2 e n D 3, o código

C 0
WD f.0; 0; 0/I .1; 0; 1/I .1; 0; 0/g

é equivalente a C WD f.0; 0; 0/I .0; 0; 1/I .0; 1; 0/g por uma permutação dos ele-
mentos de C:

3.3 Codificando e Decodificando

Nesta seção vamos considerar um Œn; k; d ��código linear C sobre um corpo F D

Fq . Como C possui dimensão k, então cada um de seus elementos podem ser
representados através desta base e os valores de F , logoC contem qk informações
distintas, ie,C possui qk palavras código. Escolhendo uma base fv1; : : : ; vkg para
C sobre F temos que u 2 C então existem �1; : : : ; �k 2 F tais que

u D �1v1 C � � � C �kvk :

Vimos ainda queC está associado a umamatriz geradoraM . Dado v0 D .a1; : : : ; ak/ 2

Fk temos que v0M D a1v1 C� � �Cakvk 2 C . Em outras palavras, cada elemento
deC é da forma uM , para algum u 2 Fk e para cada v0 2 Fk temos que v0M 2 C
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Definição 3.3.1. SejaC um Œn; k; d ��código com matriz geradoraM . Para cada
v 2 Fk o processo M vt é chamado de codificação de v em C, ou simplesmente
codificação.

Exemplo 3.3.1. Seja C um código sobre F3 cuja matriz geradora é dada por

H WD

0BB@
1 1 1 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 1 2 1

1CCA
Agora considere a mensagem u D .1; 0; 2; 0/, então codificando obtemos0BB@

1 1 1 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 1 2 1

1CCA .1; 0; 2; 0/t D .0; 1; 2; 2/:

Sobre o processo de codificar uma palavra vimos que depende da escolha da
base do código C . Portanto, a escolha da base incorre na dificuldade de recuperar
a palavra codificada. No caso em que a matriz geradora está no formato padrão,
teremos que é trivial recuperar a palavra (ou mensagem) que foi codificada.

Exemplo 3.3.2. Seja C um código sobre F2 cuja matriz geradora é dada por

H WD

0@ 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1A
Agora considere a mensagem u D .1011/C .1001/, então codificando obtemos0@ 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

1A Œ.1; 0; 1; 1/C .1; 0; 0; 1/�t D0@ 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

1A .1; 0; 1; 1/t C

0@ 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

1A .1; 0; 0; 1/t D

.1; 1; 0/C .0; 1; 1/:
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Uma vez que a mensagem foi codificada temos que ser capazes de recuperar
a mensagem que foi envida, este processo é chamado de Decodificação. Portanto,
um sistema de codificação tem uso pratico se podemos recuperar a mensagem de
forma eficiente. Vamos ver um processo bem simples de decodificação.

Dado um Œn; k; d ��código C sobre Fq . Para cada u 2 Fn
q podemos definir o

conjunto

C C u D fx C uj x 2 C g :

O conjunto C C u é chamado coset. Observamos que C C u D u C C:

Exemplo 3.3.3. Seja F2 e C D f.0; 0/I .0; 1/g então podemos calcular alguns
cosets:

1. C C .0; 0/ D f.0; 0/I .0; 1/g

2. C C .0; 1/ D f.0; 1/I .0; 0/g

3. C C .1; 1/ D f.1; 1/I .1; 0/g

Dentro de um coset, o vetor com o menor peso é chamado de vetor líder. É
importante notar que nem sempre um coset terá um único vetor líder.

Exemplo 3.3.4. Seja F3 e

C D f.0; 0; 0/I .0; 1; 0/I .1; 2; 0/I .0; 2; 0/I .1; 0; 0/I .2; 0; 0/I .1; 1; 0/I .2; 2; 0/I .2; 1; 0/g

vamos calcular alguns cosets e vetores lideres.

1. CC.0; 0; 0/ D f.0; 0; 0/I .0; 1; 0/I .1; 2; 0/I .0; 2; 0/I .1; 0; 0/I .2; 0; 0/I .1; 1; 0/I

.2; 2; 0/I .2; 1; 0/g:

2. CC.1; 0; 0/ D f.1; 0; 0/I .1; 1; 0/I .2; 2; 0/I .1; 2; 0/I .2; 0; 0/I .0; 0; 0/I .2; 1; 0/I

.0; 2; 0/I .0; 1; 0/g.

3. CC.1; 1; 0/ D f.1; 1; 0/I .1; 2; 0/I .2; 0; 0/I .1; 0; 0/I .1; 0; 0/I .0; 1; 0/I .2; 2; 0/I

.0; 0; 0/I .0; 2; 0/g.

4. CC.0; 0; 2/ D f.0; 0; 2/I .0; 1; 2/I .1; 2; 2/I .0; 2; 2/I .1; 0; 2/I .2; 0; 2/I .1; 1; 2/I

.2; 2; 2/I .2; 1; 2/g:

Então em cada caso temos os vetores lideres:

1. .0; 0; 0/,
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2. .0; 0; 0/,

3. .0; 0; 0/,

4. .0; 0; 2/:

Nos exemplos anteriores vemos características interessantes sobre cosets. O
Exemplo sugere que um coset C C u tem mesma cardinalidade que C .

Sobre os cosets temos o seguinte resultado.

Proposição 3.3.1. Seja C Œn; k; d ��código sobre Fq .

a) Todo v 2 Fn
q então contido em algum coset de C:

b) #.C / D #.C C v/, para v 2 Fn
q :

c) Para u; v 2 Fn
q , temos que C C u D C C v sempre que v 2 C C u:

d) Para u; v 2 Fn
q , temos que C C u D C C v ou C C u \ C C v D ;

e) Para u; v; w 2 Fn
q , u � v 2 C , u; v 2 C C w:

Demonstração. a) Segue do fato de que C é subespaço.

b) Para verificar este item, basta notar que x C u D y C u em C C u, então
x D y:

c) Se v 2 C Cu então C Cv � C Cu, como ambos tem mesma cardinalidade
(item anterior) o item segue.

d) Se C C u \ C C v D ; então não há o que fazer. Se C C u \ C C v ¤ ;

então existe x 2 C C u \ C C v. Pelo item anterior segue a igualdade.

e) Se u � v 2 C então u D v C x 2 C C v, com x 2 C . Segue do item c/ a
igualdade. Por outro lado, se u; v 2 C Cw então temos que v�u 2 C pelo
fato de ser espaço vetorial.

Observamos dos itens a/; b/ e d/ que existem exatamente qn�k cosets dife-
rentes de C .

Pelo item d/ da proposição anterior vemos que se um coset for um subespaço
ele necessariamente será igual à C:
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Lema 3.3.1. Sejam C Œn; k; d ��código sobre Fq e x 2 Fn
q um vetor. Se wt.x/ 6

b
d�1

2
c então x é o único vetor líder de C C x

Em sequencia, imaginemos que v seja uma palavra enviada e u a palavra rece-
bida. O vetor

e D u � v

é chamado de vetor erro. Notamos que e D u � v 2 C C u, logo u � e D v 2 C .
Como o vetor erro é definido como a diferença entre a palavra enviada e a

recebida, temos que seu peso é justamente a quantidades de erros que ocorreram.
Uma forma de verificar com eficiência se algum erro ocorreu é utilizando a matriz
de verificação de C:

Exemplo 3.3.5. Seja F3 e

C D f.0; 0; 0/I .0; 1; 0/I .1; 2; 0/I .0; 2; 0/I .1; 0; 0/I .2; 0; 0/I .1; 1; 0/I .2; 2; 0/I .2; 1; 0/g:

Vamos decodificar as seguintes palavra recebida w D .2; 1; 2/ Notamos que w
pertence ao coset C C .0; 0; 2/. Vimos que neste coset o vetor líder é .0; 0; 2/:
Logo a palavra-código transmitida mais provável é.2; 1; 2/� .0; 0; 2/ D .2; 1; 0/.

Definição 3.3.2. Considere C um Œn; k��código. Seja H a matriz de verificação
de C , então para qualquer vetor v 2 Fn

q o vetor

SH .v/ D Hvt

é chamado de síndrome de v: Quando não houver risco de ambiguidade, denota-
remos SH por S .

O próximo resultado segue diretamente da definição de síndrome.

Teorema 3.3.1. Seja C um Œn; k��código com matriz de verificaçãoH . Então

a) S.u C v/ D S.u/C S.u/, para cada u; v 2 Fn

b) S.u/ D 0 , u 2 C .

Demonstração.
a) Pela definição de síndrome, temos que S.v/ D Hvt , logo pela linearidade de
H t temos que S.v C u/ D H.v C u/t D H.v/t CH.u/t D S.v/C S.u/.
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b) S.v/ D 0 entãoHvt D 0 e, do fato deH ser a matriz de verificação de C segue
o resultado.

Do Teorema anterior podemos concluir que dois vetores possuem mesma sín-
drome se, e somente se, estão nummesmo coset. Logo em um coset, basta calcular
a síndrome de um único vetor, com isso notamos que cosets estão em correspon-
dência com síndromes.

Corolário 3.3.1. SejamC um Œn; k��código com matriz de verificaçãoH e u; v 2

Fn
q : Então S.u/ D S.v/ se, e somente se, u; v 2 C C w para algum w 2 Fn

q :

Sobre a decodificação de uma palavra: Supondo que wt.z/ 6 b
d�1

2
c, temos

o seguinte organograma:

palavra recebida z

S.z/ D 0 S.z/ ¤ 0

não há erro achar classe lateral de z z 2 C C u

achar vetor líder de C+u e

palavra enviada w D z � e

Exemplo 3.3.6. Seja C um código sobre F2 com matriz de verificação

H D

�
1 0 1 1

0 0 1 0

�
Então a síndrome de .1; 1; 1; 1/ e .0; 1; 0; 0/ são dadas por

S.1; 1; 1; 1/ D H.1; 1; 1; 1/t D .1; 1/ e

S.0; 1; 0; 0/ D H.0; 1; 0; 0/t D .0; 0/:

Portanto, .0; 1; 0; 0/ 2 C não contém erros e .1; 1; 1; 1/ 62 C contém erros.
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Nesta parte final apresentaremos vários exemplos de códigos. Cada exemplo
é na verdade um método para construir alguma família de códigos, que (de uma
forma ou de outra) têm bastante parâmetros. Já que emmuitos casos essas famílias
são predecessores dos códigos algébrico-geométricos, tentamos escolher constru-
ções que são fáceis de generalizar nessa direção. Iremos enunciar resultados sem
demonstrá-los, mas indicamos onde o leitor pode consultar tais demonstrações.

Exemplo 3.3.7 (Códigos Triviais). Seja n um inteiro qualquer. Os seguintes có-
digos são considerados ”triviais”:

1. O Œn; n; 1��código C D Fn
q é chamado de código trivial.

2. O Œn; n � 1; 2��código C 0 WD

(
.a1; : : : ; an/ 2 Fn

q j

nX
iD1

ai D 0

)
.

3. O Œn; 1; n��código C 00 WD f.b; : : : ; b/gb2Fq
é, como já vimos, chamado de

código de repetição.

Exemplo 3.3.8 (Códigos cíclicos). Um código C � Fn
q é dito cíclico se é invari-

ante por mudanças cíclicas em suas coordenadas, ou seja, se .a1; a2; : : : ; an/ 2 C

então .a2; a3; : : : ; an; a1/ 2 C .

A seguir vamos apresentar alguns códigos conhecidos como códigos de avali-
ação.

Exemplo 3.3.9 (códigos de Reed–Solomon). O código C D Im.�/ construído no
Exemplo 3.2.4 é chamado de Códigos de Reed–Solomon de grau k e como vimos
sãoMDS códigos. Este código é um Œn; k; n � k��código.

Como vimos a partir de um código C , nos podemos construir um novo código
calculando o dual. Com essa ideia emmente vamos agora calcular o dual de código
de Reed–Solomon.

onde Respa.g/ é o resíduo de g em a:

Proposição 3.3.2. Seja C D �.p.x// D .p.a1/; : : : ; p.an// um Códigos de
Reed–Solomon de grau k. Considere Dk o espaço vetorial gerado pelos polinô-
mios g0.x/ WD .x � a1/

�1 � � � .an/
�1 e gi D xig0.x/ com 0 6 i 6 n � k � 2:

Então C? D Im.r/ onde

r.g.x//.Respa1
g; : : : ; Respan

g/

é um código.
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Seja g0.x/ como na proposição acima, considere a função T .x/ D p.x/g0.x/

onde p.x/ é um polinômio. Então

Resp.p/ai
D p.ai / �

Y
j j i¤j

.ai � aj /
�1:

O próximo exemplo temos a definição de condigo BCH. Como veremos no pró-
ximo capítulo, este código se relaciona com códigos do Exemplo 4.1.4 em um caso
particular.

Exemplo 3.3.10 (Códigos BCH). Sejam nj.qm � 1/ e ˛ 2 Fqm tal que F�
qm D<

˛ > : Dados r; s 2 N com s > 2 considere a matriz

H WD

0BBB@
1 ˛r ˛2r � � � ˛r.n�1/

1 ˛rC1 ˛2.rC1/ � � � ˛.rC1/.n�1/

:::
:::

:::
:::

1 ˛rCs�2 ˛2.rCs�2/ � � � ˛.rCs�2/.n�1/

1CCCA
Então C D

˚
x 2 Fn

q jHxt D 0
	
é chamado de códigos BCH com distância desig-

nada s:

Existem vários outros exemplos de códigos como: códigos de grupos, códigos
perfeitos, códigos de Golay e outros códigos através de ferramentas que não vere-
mos neste curso como: códigos por soma direta, produto tensorial de códigos entre
outras. Deixamos como referência o texto (Golay 1948) para eventuais consultas.



4 Códigos
Geométricos

4.1 Códigos Geométricos e Resultados

Neste capítulo vamos apresentar três exemplos de códigos de avaliação bem co-
nhecidos. Dentre eles, vamos nos aprofundar no Exemplo 4.1.4. Este foco se deve
ao fato de estes tipos de códigos serem construídos a partir de curvas e portanto
podemos estabelecer relações entre propriedades geométricas e algébricas.

No Capítulo 1 vimos a definição de semigrupos de Weierstrass em um ponto.
Aproveitamos a definição de códigos geométricos para apresentar a definição de
semigrupos de Weierstrass em m pontos distintos P1; : : : ; Pm. Além disso, vere-
mos algumas caracterizações destes conjuntos bem como o conjunto de geradores
minimais � .P1; : : : ; Pm/: Ainda veremos uma generalização semigrupos de Wei-
erstrass em m pontos.

Durante todo o capítulo Fq sempre denotará um corpo finito com q elementos
e X uma curva projetiva, geometricamente irredutível, não singular.

Exemplo 4.1.1 (Códigos Reed–Muller de primeira ordem). Considere um linear
espaço Lm de polinômios de grau 0 e 1 em m variáveis, então dimLm D mC 1.
Dado A D fP1; : : : ; Png � Fm

q tal que nenhum polinômio linear não nulo se
anula em todos os pontos P1; : : : ; Pn (é portanto então, se n > mq � l , pois o



4.1. Códigos Geométricos e Resultados 75

número de zeros de um polinomial em m variáveis é no máximo qm�l ). Conside-
rando a aplicação ˇ W Lm ! Fm

q por ˇ.f / D .f .P1/; : : : ; f .Pn// definimos o
Códigos Reed–Muller de primeira ordem como

C D Im.ˇ/:

Então C é um Œn;mC 1; n � qm�1��código

Exemplo 4.1.2 (Códigos de Hamming). O código de Hamming é obtido tomando
o dual do código de Reed–Muller acima e é denotado por

CH D C?:

Nosso próximo exemplo é o Código de Reed–Muller de ordem r , que genera-
liza o exemplo anterior.

Exemplo 4.1.3 (Códigos Reed–Muller de ordem r). SejamF D Fq um corpo finito
e r;m inteiros tais que r < m.q�1/. SejaLr

m o espaço vetorial dos polinômios de
m variáveis de grau nomáximo r . Tomando um conjuntoU D fv1; : : : ; vng � Fm

q

consideramos a aplicação

evU W Lr
m ! Fn

q

p.x/ 7! .p.v1/; : : : ; p.vn//

Então C D Im.evU / é chamado de códigos Reed–Muller de ordem r

A seguir apresentamos o exemplo que motiva toda o estudo desta seção.

Exemplo 4.1.4 (Códigos de Goppa). Sejam n e q inteiros tais que n D q � 1

e ˛ 2 Fq um elemento satisfazendo < ˛ >D
˚
1; ˛; : : : ; ˛q�1

	
D F�

q : Para
qualquer inteiro k onde 1 6 k 6 n definimos o Fq�espaço vetorial

Lk D
˚
f .x/ 2 FqŒx� j deg.f / 6 k � 1

	
e consideramos a aplicação

ev WLk ! Fn
q

f 7! .f .˛/; f .˛2/; : : : ; f .˛n//

Vamos utilizar a seguinte notação:
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1. F=Fq um corpos de funções algébricas de gênero g;

2. Um divisor D D P1 C � � � C Pn, onde Pi são places distintos de grau um
em F=Fq;

3. G um divisor de F=Fq tal que Supp.G/ \ Supp.D/ D ;:

O conjunto

CL.D;G/ WD f.z.P1/; : : : ; z.Pn//j z 2 L.G/g � Fn
q (4.1)

é chamado de código de Goppa associado ao divisor D (ou Código Geométrico).

Seja X uma curva sobre Fq contendo pelo menos um ponto racional, ie, o
conjunto dos pontos racionais de X , denotado por X.Fq/, é não vazio. SejaD D

P1 C � � � C Pn 2 Div.X / com Pi 2 X.Fq/. Considere G 2 Div.X / tal que
Supp.G/ \ Supp.D/ D ;. Considerando o mapa de avaliação

evD WL.G/ ! Fn
q

f 7! .f .P1/; : : : ; f .Pn//

onde L.G/ D f0 ¤ f 2 X j .f / > �Gg [ f0g é o espaço de Riemann–Roch as-
sociado ao divisor G:

Definição 4.1.1. Dado X uma curva sobre Fq , com X .Fq/ ¤ ;. Seja D D

P1 C � � � C Pn 2 Div.X/ com Pi 2 X .Fq/. Considere G 2 Div.X / tal que
Supp.G/\Supp.D/ D ;. O código CX .L;D;G/ D Im.evD/ é chamado código
Geométrico

Observamos que esta definição é equivalente a definição do Exemplo 4.1.4. De
fato, dada uma curvaX uma curva sobre Fq , vimos que a esta curva está associado
um corpo de funções X=Fq (continuar). Quando não for necessário evidenciar a
curva denotaremos o código CX .L;D;G/ simplesmente por C.L;D;G/

Lema 4.1.1. Sejam k a dimensão e d a distância mínima do código CX .L;D;G/.
Então

a) k D `.G/ � `.G �D/

b) d > n �Deg.G/:
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Demonstração. a) Observamos que aplicação evD é sobrejetora entre L.G/ e
C.L;D;G/. Note ainda que f 2 ker.evD/ se, e somente se, vP .f / > 0

para cada P 2 Supp.D/: Portanto, ker.evD/ D L.G � D/: Estes fatos
juntamente com propriedades de Álgebra linear, obtemos que k D `.G/ �

`.G �D/:

b) Seja z 2 L.G/ tal que d D d.C / D wt.C / D wt.z/, então existem
exatamente n�d places, digamos P1; : : : ; Pn�d emD, tais que z.Pi / D 0,
i.e., vPi

.z/ > 0: Assim, `.L.G � P1 � � � � � Pn�d // > 1 e Deg.L.G �

P1 � � � � � Pn�d // > 0. Portanto, d > n �Deg.G/:

Teorema 4.1.1. SejaCX .L;D;G/ Œn; k; d ��código e suponha que n�Deg.G/ >

0 e g seja o gênero da curva X . Então

a) A aplicação evD é injetiva.

b) k D `.G/. Em particular, k > Deg.G/C 1 � g e k C d > nC 1 � g

c) SeDeg.G/ > 2g � 2, então k D Deg.G/C 1 � g:

d) A matriz geradora de CX .L;D;G/ é dada por

G WD

0BBB@
x1.P1/ x1.P2/ � � � x1.Pn/

x2.P1/ x2.P2/ � � � x2.Pn/
:::

:::
:::

:::

xk.P1/ xk.P2/ � � � xk.Pn/

1CCCA
onde ˇ D fx1; : : : ; xkg é uma base de L.G/.

Demonstração. a) Se n �Deg.G/ < 0, então Deg.G �D/ < 0 e portanto
ker.evD/ D L.G �D/ D 0.

b) Segue do item a/ e do Lema 4.1.1 que k D `.G/: Além disso, do Teorema
de Riemann–Roch concluímos que k > Deg.G/C1�g e kCd > nC1�g:

c) SeDeg.G/ > 2g�2 então pela Proposição 2.1.3 temos que k D Deg.G/C

1 � g:
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d) Sejaˇ D fx1; : : : ; xkg é uma base deG. Bastamostrar que vj D .xj .P1/; : : : ;

xj .Pn// forma uma base de CX .L;D;G/. Escrevendo
P
aivi com ai 2

Fq temos que
P
aixi .Pj / D 0. Assim,

P
aixi 2 L.G � D/ e portanto

ai D 0 para todo i:

Definição 4.1.2. SejaCX .L;D;G/ Œn; k; d �� código. O inteiro % WD n�Deg.G/

é chamado de distância! designada.

O lema anterior mostra que a distância mínima de um código é sempre maior
que a distância designada. Logo uma questão interessante que surge é saber quando
d D % ou d ¤ %:

Notamos que se o divisorG é tal que l.G/ > 0 e % > 0 então d D % , existir
um divisor positivo A tal que A 6 D, l.G � A/ > 0 e Deg.A/ D Deg.G/:

Deixamos a prova deste fato ao leitor.
Afim de descrever o dual de um AG código, vamos definir um novo código.

Definição 4.1.3. Sejam dois divisores G e D D

mX
iD1

Pi em um corpo de função

F=F tais que Supp.G/ \ Supp.D/ D ; e Pi ¤ Pj para i ¤ j . O conjunto
C˝.G;D/ WD

˚
.!P1

.1/; : : : ; !Pm
.1//j ! 2 ˝F .G �D/

	
� Fm é um código

geométrico.

Seja P um place de F=Fq de grau um e ! um diferencial de Weil satisfazendo
vP .!/ > �1. Se !P .1/ D 0, seja x 2 F tal que vP .x/ > 0. Sendo P um place
de grau um, podemos escrever x D uC z com a 2 Fq e vP .y/ > 1: Então

!P .x/ D !P .u/C !P .y/ D u!P .1/ D 0

e vP .!/ > 0:

Proposição 4.1.1. O código C˝.G;D/ satisfaz as seguintes propriedades:

a) A dimensão de C˝.G;D/ é i.G �D/ � i.G/:

b) A distância mínima d de C˝.G;D/ é tal que d > Deg.G/C 2 � 2g.

Demonstração. a) Consideramos a aplicação

evD W ˝X .G �D/ ! C.D;G/
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dada por eD.w/ D .wP1
.1/; : : : ; wPn

.1//. É imediato verificar que

Im.eD.!/ D C˝.D;G/ e ker.eD.!// D ˝X .G/

Portanto, k D i.G �D/ � i.G/.

b) Por outro lado, seja eD.!/ 2 C.D;G/ tal que wt.eD.!// D m > 0, então
!Pi

.1/ D 0 para i D i1; : : : ; in�m: Logo

! 2 ˝X .G � .D �
X

Pij
//

Como ˝X .A/ ¤ 0, onde A WD G � .D �
P
Pij

/, temos que Deg.A/ >
2g � 2. Assim,

2g � 2 > Deg.G/deg.G/ � .n � .n �m// D deg.G/ �m;

mas como m é arbitrário segue que d > deg.G/ � .2g2/.

Se nas condições da proposição anterior impormos que Deg.G/ > 2g � 2,
onde g é o gênero de F , temos que k0 D dim.C˝.D;G// satisfaz

k0
D i.G �D/ � i.G/ > n �Deg.G/C g � 1:

Teorema 4.1.2. O código dual de CL.G;D/ é o código C˝.G;D/.

Proposição 4.1.2. Considere em F=Fq dois divisores equivalentesG eU tais que

Supp.G/ \ Supp.D/ D ; e Supp.U / \ Supp.D/ D ; com D D

nX
iD1

Pi . Então

C.L;D;G/ e C.L;D;U / são equivalentes.

Demonstração. ComoG é equivalente àU , então existew 2 F tal queG D U C

.w/ com vPi
.w/ D 0, para cada i D 1; : : : ; n:Definindou WD .w.P1/; : : : ; w.Pn//

temos a aplicação y 7! yw que é uma bijeção entre L.G/ e L.U /. Portanto,
C.L;D;G/ D uC.L;D;U /.

Uma consequência imediata do resultado anterior é.

Corolário 4.1.1. C˝.D;G/ é equivalente à C˝.D;U /

Como veremos no próximo resultado, qualquer código linear equivalente a um
código geométrico, ele necessariamente será um código geométrico.
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Proposição 4.1.3. Seja D um divisor em F=Fq . Todo código equivalente à
C.L;D;U / é da forma C.L;D;G/ comG eU equivalentes eSupp.G/\Supp.D/ D

; e Supp.U / \ Supp.D/ D ;.

Demonstração. Seja C tal que C D aC.L;D;U /, onde a D .a1; : : : ; an/. Es-
colhendo z 2 F , com z.Pi / D ai temos que o divisor G WD U � .z/ satisfaz a
condições desejadas.

Exemplo 4.1.5. Considere a o corpo de funçõesF=Fq2r dado pela curva yqCy D

xqr C1 com gênero g. Considere P1 o place no infinito de F e P0 o zero em
comum das funções x e y: Em (Castellanos e Tizziotti 2014), foram calculadas
algumas propriedades do código C˝.D;G/ ondeD D

Pn
iD1 Pi eG D .aC b�

1/P1 C .c C d � 1/P0 com Pi ¤ P0; P1. Suponha que

1. a > 1 e Àf 2 F tal que div.f /1 D aP1 C bP0 e `.L.aP1 C bP0// D

`.L..a � 1/P1 C bP0//.

2. .b; d � u � 1/; .b C 1; d � u � 1/; .b C qr C 1; d � u � 1/; .b; d � u/

não existem funções com divisor de polos sendo estes pontos, para cada
0 6 u 6 min fb � 1; 2g � 1 � .aC b/g

Então d.C˝.D;G// > Deg.G/ � 2g C 4:

4.2 Códigos Racionais e Hermitianos
Nesta seção vamos estudar códigos racionais e códigos Hermitianos. Estas duas
famílias de códigos são exemplos importantes como veremos dentro da família
de códigos geométricos. Por exemplo, códigos racionais possuem uma relação
com códigos de Reed–Solomon generalizados. Ao longo deste estudo, veremos
algumas propriedades interessantes que estes códigos apresentam.

SejaX uma curva sobre Fq . Nesta seção vamos considerarG eD D

mX
iD1

Pi di-

visores comPi 2 FX places racionais distintos dois à dois e Supp.G/\Supp.D/ D

;:

Definição 4.2.1. Um código geométrico CF .L;D;G/ é dito ser um código racio-
nal se é obtido do corpo de funções racionais F D Fq.z/.

Teorema 4.2.1. Se CF .L;D;G/ é um Œn; k; d ��código racional sobre Fq ,então
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a) n 6 q C 1.

b) k D n , Deg.G/ > n � 2. E k D 0 se e somente se o grau de G é
negativo.

c) Quando 0 6 Deg.G/ 6 n � 2 temos que k D Deg.G/C 1.

d) Quando 0 6 Deg.G/ 6 n � 2 a distância mínima é exatamente n �

Deg.G/:

Demonstração. a/ Como Fq.x/ tem exatamente q C 1 places de grau um, sendo
eles o place no infinito e os places associados as funções x � a, com a 2 Fq o
resultado segue. Os itens b/; c/ e d/ seguem do Teorema 4.1.1.

Para este tipo de código, quando G D sP1 temos que o espaço de Riemann–
Roch é facilmente calculado, i.e.,L.sP1/ D< 1; x; : : : ; xs >, ondeP1 é o ponto
no infinito da curva racional e 0 6 s 6 n�2. Como os parâmetros destes códigos
satisfazem k C d D nC 1 temos que os mesmos sãoMDS:

Proposição 4.2.1. Seja CF .L;D;G/ é um código racional sobre Fq . Então

a) Se n D q C 1, então CF .L;D;G/ é dada por

CF .L;D;G/ D
˚
.u1p.a1/; : : : ; unp.an//j p.z/ 2 FqŒz� e deg.p.z// 6 k � 1

	
;

onde u1; : : : ; un 2 F�
q e a1; : : : ; an 2 Fq com ai ¤ aj para i ¤ j:

b) Se n 6 q então a matriz geradora de CF .L;D;G/ é dada por

Demonstração. a) Seja n D q C 1, escolhendo P1 como o polo de x. Assu-
mindo que Deg.G/ D k � 1 temos que .k � 1/P1 � G possui grau zero,
logo existe uma função w ¤ 0 tal que .k � 1/P1 � G D div.w/:. Como
`.G/ D k e w;wx; : : : ; wxk�1 2 L.G/ são linearmente independentes o
resultado segue.

b) Segue de forma similar a demonstração do item anterior.

Na demonstração da Proposição anterior obtemos que

L.G/ D
˚
wp.x/jFqŒz� e deg.p.z// 6 k � 1

	
:
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Quando n 6 q podemos exibir a matriz geradora M de C . Fazendo ai WD

x.Pi / e vi WD w.Pi / obtemos que .wp.x/.Pi / D vip.ai /. Então os vetores
.v1a

i
1; : : : ; vma

i
m/ corresponde as linha da matrizM:

De forma análoga, quando n D qC1, obtemos que as linhas damatriz geradora
são dadas por .v1a

i
1; : : : ; vm�1a

i
m�1; 0/ e .v1a

i
1; : : : ; vm�1a

i
m�1; 1/

Segue dos resultados anteriores que o dual de um código racional também é
racional.

O estudo sobre Códigos Hermitianos são interessantes pois são códigos que
retornam “boa” distância mínima e dimensão. Como veremos tais códigos são
construídos a partir da curva Hermitiana sobre Fq2 .

Considere Hq2 o corpo de funções dado pela equação Hermitiana yq C y D

xqC1. Vimos que esta curva possui gênero g D
q.q�1/

2
. Hq2 D Fq2.y; x/ é

chamado de corpo de funções Hermitianas. Esta curva possui propriedade inte-
ressantes como: x e y possui um único polo em comum P1 e para cada ponto
da forma .a; b/ 2 Hq2 existe um único place da P.a;b/ tal que x.P.a;b// D a e
y.P.a;b// D b:

Exercício 4.2.1. Mostre que para cada a 2 Fq2 existe exatamente q elementos
distintos b 2 Fq2 satisfazendo a equação da curva yq C y D xqC1. Conclua que
o número de places emHq2 da forma P.a;b/ é q3:

Seja H D K.x; y/ com yq C y D xqC1 o corpo de funções Hermitiano,
onde K D Fq: Sabemos que H possui exatamente q3 C 1 places de grau um.
Vamos denotar P1 2 PK.x/ o place no infinito. Vimos que existe um único place
Q1 2 PH que sobre P1:

Definição 4.2.2. O código Hermitiano é definido como Hr WD C.L;D; rQ1/,

ondeD D

q3X
iD1

Pi com Pi racional e Pi ¤ Q1.

Proposição 4.2.2. O semigrupo de WeiertrassH.Q1/ D< q; q C 1 > :

Demonstração. De fato, pelo exercício 4 temos que .x/1 D qQ1 e .y/1 D

.q C 1/Q1. Logo, q; q C 1 2 H.Q1/ e assim < q; q C 1 >� H.Q1/. Como
H.Q1/ e < q; q C 1 > tem mesmo gênero g D

q.q�1/
2

segue que H.Q1/ D<

q; q C 1 > : Portanto, m.< q; q C 1 >/ D q e c.< q; q C 1 >/ D q2 � q:

Note que podemos calcular l.rQ1/ para r 2 H.Q1/: observamos que se
r > q.q � 1/ então l.rQ1/ D r � g C 1: Sabemos que H.Q1/ D f0 D h0 <
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h1 < � � � < hg D 2g; : : :g e que r é uma não lacuna se, e somente se, l.rQ1/ D

l..r � 1/Q1/ C 1. Como l.0/ D 1 segue por indução que l.hiQ1/ D i C 1,
para cada i D 0; : : : ; g � 1:

Como comentamos anteriormente, alguns trabalhos científicos buscam descre-
ver uma base para o espaço de Riemann–Roch de uma curva, pois tal informação
auxilia na obtenção de informações sobre outros objetos,como por exemplos, se-
migrupos deWeierstrass, códigos, isomorfismo, etc.. A seguir vamos calcular uma
base de um caso particular da curva Hermitiana.

Vamos achar uma base para L.2qQ1/ D
˚
1; x; y; x2

	
.

Com efeito, temos pelo item b/ que `.qQ1/ D 2; `..q C 1/Q1/ D 3 e
`.2qQ1/ D 4: Segue do item a/ que x 2 L.qQ1/ e assim f1; xg é uma base
para L.2qQ1/: Como

L.qQ1/ � L..q C 1/Q1/ � L.2qQ1/:

Pelo item a/ y 2 L..qC 1/Q1/ e `..qC 1/Q1/ D 3 temos que f1; x; yg é uma
base para L..q C 1/Q1/: Observando que x2 2 L.2qQ1/ e que `.2qQ1/ D 4

concluímos que
˚
1; x; y; x2

	
é uma base para L.2qQ1/.

Sobre a dimensão deste código temos o seguinte teorema.
Definindo I.s/ WD fn 2 H.Q1/j n 6 sg, vamos calcular a dimensão do có-

digo Cr :

Teorema 4.2.2. Sejam k a dimensão e d a distância mínima de Hr . Se 0 6 r 6
q3 C q2 � q � 2, então vale:

a) k D #.I.r// se 0 6 r 6 q3.

b) k D q3�#.I.s//, se q3 6 r 6 q3Cq2�q�2, onde s WD q3Cq2�q�2�r .

c) k D r C 1 �
q.q�1/

2
, se q2 � q � 2 6 r 6 q3:

Demonstração. a) Se 0 6 r 6 q3 segue imediatamente que dim.Cr/ D

`.rQ1/ D #.I.r/.

b) Se q3 6 r 6 q3 C q2 � q � 2, onde s WD q3 C q2 � q � 2 � r , então
dim.Cr/ D q3 � dim.Cs/ D q3 � #.I.r/:

c) Segue do Lema 4.1.1.
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4.3 AG Códigos, Semigrupos Numéricos e Curvas
No Capítulo 2 vimos que o conjunto de pontos de uma curva definida sobre um
corpo finita é um conjunto finito. Em 1981 o matemático Ihara em (Ihara 1981)
mostrou que dada uma curva X de gênero g definida sobre Fq tinha como cota
para a cardinalidade de seus pontos racionais, X .Fq/ , 2g

p
qC 1C q. Em outras

palavras,

#.X .Fq// 6 2g
p
q C 1C q: (4.2)

A cota acima recebe o nome de cota de Hasse–Weil (ou cota HW) em home-
nagem aos matemáticos Hasse e Weil.

Uma curva X de gênero g definida sobre Fq é dita ser uma curva maximal se
a cota HW é atingida. É claro que tal cota somente pode ser atingida se q for da
forma p2t para algum número primo p:

Curvas maximais possuem propriedades interessantes, principalmente pelo
fato que sabemos exatamente a quantidade de pontos racionais. Portanto, cons-
truir AG códigos.

Nesta e na próxima seção veremos exemplos de códigos construídos a partir
de curvas maximais.

A curva Hermitiana Hq2 W yq C y D xqC1 definida sobre Fq2 é uma curva
maximal veja a demonstração em (Hirschfeld, Korchmáros e Torres 2008). Lem-
bramos do Exemplo 2.2.5 que esta curva possui gênero g D

.q�1/q
2

e portanto
Fq2.Hq2/ D 1C q2 C q2.q � 1/ D 1C q3:

Exemplo 4.3.1. Considere H16 W y4 C y D x5, definida sobre F42 . Então
H.P1/ D< 4; 5 >D f0; 4; 5; 8; 9; 10; 12; : : :g

Um importante resultado sobre curvas maximais é enunciado no próximo re-
sultado.

Teorema 4.3.1. Seja X uma curva maximal sobre Fq2 com gênero g > 0: As
seguintes afirmações são equivalentes:

a) X é a curva Hermitiana,

b) g > .q�1/2

4
.

Em outras palavras, o resulta afirma que qualquer curva maximal com gênero
g .q�1/2

4
deve ser a própria curva Hermitiana. Este fato, sugere uma serie de per-

guntas acerca de curvas maximais, abaixo listamos algumas delas:
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• É possível determinar todos os gêneros de curvas maximais sobre Fq2 tais
que g 6 .q�1/2

4
?

• Se existem tais curvas, elas são “únicas”?

Na Teoria de Curvas Maximais, vários resultados sobre estas perguntas foram
obtidos, por exemplo, em (ibid.). Assim, já possuímos respostas parciais para
algumas perguntas.

Resumimos estes resultadas no seguinte teorema.

Teorema 4.3.2. Seja X uma curva maximal sobre Fq2 com gênero g > 0: Então
g satisfaz:

a) g D
q.q�1/

2
,

b) g D b
.q�1/2

4
c.

c) g 6 b
q2�qC4

6
c.

Os dois Teoremas anteriores podem ser encontrados em (ibid.), (Fuhrmann,
Garcia e Torres 1996).

A seguir vamos apresentar algumas famílias de curvas maximais sobre Fq2 .
Para mais exemplos e detalhes o leitor pode obter em (Hirschfeld, Korchmáros e
Torres 2008).

Dr W xr
C yr

C 1

E1
m W yq

C y � xm

Cn W xny C yn
C x

F0 W x
qC1

3 C x
2.qC1/

3 C yqC1
W

No Capítulo 2 definimos semigrupos Weierstrass para um ponto, aqui discuti-
remos o caso particular de códigos geométricos no caso em que o divisorD é um
único ponto racional. Motivamos pelo fato de que tal divisor possa ser soma dem
pontos racionais, definiremos o semigrupo de Weierstrass em m pontos.
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Definição 4.3.1. Sejam X uma curva definida sobre Fq e Fq.X / o corpo de fun-
ções associado à X . Dados P1; : : : ; Pm 2 X .Fq/ pontos racionais. O conjunto

H.P1; : : : ; Pm/ WD

(
.a1; : : : ; am/ 2 Nm

0 j 9h 2 Fq.X /�; div.h/1 D

mX
iD1

aiPi

)
é chamado semigrupo de Weierstrass na m�upla .P1; : : : ; Pm/.

Por questões históricas, muitas vezes o conjunto H.P1; : : : ; Pm/ é chamado
de semigrupo de Weierstrass clássico na m�upla .P1; : : : ; Pm/

Lema 4.3.1. Sejam X uma curva definida sobre Fq e Fq.X/ o corpo de funções
associado à X . Então

H.P1; : : : ; Pm/ WD

(
.a1; : : : ; am/ 2 Nm

0 j 9h 2 Fq.X /�; div.h/1 D

mX
iD1

aiPi

)
é um subsemigrupo de Nm

0

O conjunto de lacunas de H.P1; : : : ; Pm/ é definido por G.P1; : : : ; Pm/ WD

Nm
0 nH.P1; : : : ; Pm/ e o gênero é dado porg.H.P1; : : : ; Pm// D #.G.P1; : : : ; Pm//:

Vale ressaltar que diferente do caso em que m D 1, quando m > 2 o valor
g.H.P1; : : : ; Pm// depende da escolha dos pontos P1; : : : ; Pm:Neste sentido, va-
mos supor que m > 2:

Notamos quandom D 1 recuperamos a definição de semigrupo deWeierstrass
dada no Capítulo 2.

A seguir vamos sempre supor que P1; : : : ; Pm são pontos racionais de uma
curva X e denotaremos Hr WD H.P1; : : : ; Pr/ e Gr WD G.P1; : : : ; Pr/ com
1 6 r 6 m: EmHr vamos definir a seguinte relação de ordem parcial: dados u D

.u1; : : : ; ur/; v D .v1; : : : ; vr/ 2 Hr dizemos que u é menos que v, denotamos
por u � v, quando ui 6 vi para todo i D 1; : : : ; r:

Dado v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 definimos o conjunto

5i .v/ WD
˚
u D .u1; : : : ; ur/ 2 Hr j ui D vi e uj 6 vj ;8j ¤ i

	
:

Ainda definimos o vetor v.i/ WD v � uiei , onde ei é o vetor com 1 na i�ésima
posição e zero nas demais.

Para v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 vamos denotar por L.v/ D L.v1P1 C � � � C

vmPm/ e `.v/ D dim .L.v// :
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Lema 4.3.2. Suponha que #.Fq/ > m: Dado v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 temos que

`.v/ D l.v � ei /C 1 , 5i .v/ ¤ ;:

Demonstração. Provaremos somente a ida, pois a reciproca é imediata. Com
efeito, seja w 2 L.v/nL.v � ei /. Como #.Fq/ > m, existe u 2 Fq tal que
.�vP1

.w C u/; : : : ;�vPm
.w C u// 2 5i .v/:

A prova do próximo lema pode ser encontrado em (Carvalho e Torres 2005).

Lema 4.3.3. Suponha que #.Fq/ > m: As seguintes afirmações são equivalentes

a) u D .u1; : : : ; um/ 2 Hm.

b) `.u / D l.u � ei /C 1, 8i D 1; : : : ; m:

Opróximo resultado é uma consequência imediata do lama anterior. Deixamos
a demonstração como exercício ao leitor.

Corolário 4.3.1. Suponha que #.Fq/ > m: As seguintes afirmações são equiva-
lentes

a) n D .n1; : : : ; nm/ 2 Gm.

b) `.n/ D l.n � ei /, para algum i D 1; : : : ; m:

c) 5i .n/ D ;, para algum i D 1; : : : ; m:

Dizemos que n D .n1; : : : ; nm/ 2 Gm é uma lacuna de Weierstrass pura se

`

 
L
 

mX
iD1

niPi

!!
D `

 
L
 

mX
iD1

niPi � Pj

!!
:

Lema 4.3.4. Dados u D .u1; : : : ; um/; v D .v1; : : : ; vm/ 2 Hm. Se wi WD

max fui ; vig para cada i D 1; : : : ; r então w D .w1; : : : ; wm/ 2 Hm.

Demonstração. Sejam f; g 2 F.X / tais que div.f /1 D

mX
iD1

uiPi e div.g/1 D

mX
iD1

viPi . Considere ti um parâmetro local de Pi , para cada i D 1; : : : ; m: Então

escrevendo h WD af C bg, com a; b 2 Fq temos que vPi
.h/ D �wi :
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Corolário 4.3.2. Seja u D .u1; : : : ; um/ 2 Nm
0 tal que 5i .u/ ¤ ; para algum i .

Dado s 2 N com s < ui se w WD u.i/C sei 2 Hm então u 2 Hm:

Demonstração. Segue do Lema 4.3.2 que existe v D .v1; : : : ; vm/ 2 Hm tal que
vi D ui e vj 6 uj , para j ¤ i: Então aplicando o lema anterior para w e v o
resultado segue.

Lema 4.3.5. Sejam u D .u1; : : : ; ur/; v D .v1; : : : ; vr/ 2 Hr . Se ui D vi para
algum i D 1; : : : ; r então existe t D .t1; : : : ; tr/ 2 Hr satisfazendo as seguintes
propriedades:

a) tj D max
˚
uj ; vj

	
para i ¤ j e uj ¤ vj :

b) tj 6 uj para i ¤ j e uj D vj :

c) tj < uj ou tj D uj D 0:

Demonstração. Basta tomar h como no Lema 4.3.4 e usar propriedades de valori-
zação.

Proposição 4.3.1. Seja v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 tal que v.i/ 2 Gm. Denote b WD

min fs 2 Njn.i/C sei 2 Hmg. Então qualquer u D .u1; : : : ; um/ 2 Nm
0 com

ui D b e uj D vj D 0 ou uj < vj pertence à Gm: Em particular, b 2 H.Pi /:

Demonstração. Suponha por absurdo que u 2 Hm: Aplicando o Lema 4.3.5 para
u e v.i/ C bei obtemos que v.i/ C rei 2 Hmpara algum s 2 N com r < b, o
que é uma contradição.

Exemplo 4.3.2. Considere a extensão de Kummer F=Fq.x/ dada por

ym
D

rY
iD1

.x � ai /
s;

Vimos alguns exemplos de divisores deste tipo no Exemplo 2.4.3. Se tomarmos
r D 7; s D 1 e m D 5 então y5 D

Q7
iD1.x � ai /. Se P1 é totalmente ramificado.

Então

� .P1; P1/ D f.1; 21/; .2; 17/; .3; 8/; .4; 4/; .6; 16/; .7; 12/; .8; 3/; .11; 11/;

.12; 7/; .16; 6/; .17; 2/; .21; 1/g:

Em (Shudi e Hu 2016) é possível consultar a demonstração do próximo resul-
tado.
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Teorema 4.3.3. Considere a extensão de Kummer F=Fq.x/ dada por ym DQr
iD1.x � ai /

s com mdc fm; srg D 1 e ai 2 Fq . Se os zeros Pi associados
à .x � ai / são totalmente ramificados, então

� .P1; P1; : : : ; Pt / D f.mc0 � rj;mc1 C j; : : : ; mct C j /j 1 6 j 6 m � 1 � b
m

r
c;

ci > 0; c0 > d
rj

m
e;
X

ci D r � tg

Sobre a relação de ordem �, vamos definir um lub. Considere u1; : : : ; us 2

Nm
0 com ui D .ui1

; : : : ; uim
/ definimos o lub de u1; : : : ; us (em ingles “least

upper bound”) como

lub.u1; : : : ; us/ D .max fu11
; : : : ; us1

g ; : : : ; max fu1m
; : : : ; usm

g/

Para v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 definimos o conjunto

ri .v/ WD f.u1; : : : ; um/ 2 Hmj vi D uig :

Vemos imediatamente que 5i .v/ � ri .v/:

Proposição 4.3.2. Seja v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 . Estão v D minri .v/ para

algum i com respeito à � se, e somente se, v D minri .v/ para todo i

Demonstração. Seja u minimal em f.u1; : : : ; um/ 2 Hmj vi D uig com relação
à� para algum i: Semperca de generalidade podemos assumir que i D 1: Suponha
que existe j , com j > 2, tal queu não éminimal em

˚
.u1; : : : ; um/ 2 Hmj vj D uj

	
.

então existe v 2 Hm tal que v � u, v ¤ u e vj D uj . Logo, existe w 2 Hm

satisfazendo w1 D u1, wj < uj e ws 6 us para j ¤ s > 2, mas isto contradiz a
minimalidade de u: Portanto, u é minimal para todo j D 1; : : : ; m: A reciproca é
imediata.

Proposição 4.3.3. Se u1; : : : ; us 2 Hm, então lub.u1; : : : ; us/ 2 Hm:

Demonstração. Podemos provar o resultado repetindo o argumento realizado no
Lema 4.3.4 da seguinte forma: definaw 2 D lub fu1;u2g. Pelo Lema 4.3.4 temos
que w2 2 Hm. Definido w i D lub fw i�1;uig temos pelo Lema 4.3.4 que w i 2

Hm:

Definição 4.3.2. Seja X uma curva sobre Fq e P1; : : : ; Pm pontos racionais de
X distintos entre si. Denote � .P1/ D H.P1/ se m D 1 e para m

� .P1; : : : ; Pm/ WD fv D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 jv D mimri .v/; para algum ig :
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Considere a condição: .A/

.ui1
; : : : ; uik

/ 2 � .Pi1
; : : : ; Pik

/ para algum; fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; mg

satisfazendo i1 < � � � < ik e ikC1 D � � � D i` D 0; onde

fikC1; : : : ; img � f1; : : : ; `g n fi1; : : : ; ikg

Teorema 4.3.4. H.P1; : : : ; Pm/ é completamente determinado por� .P1; : : : ; Pm/.
Em outras palavras,

H.P1; : : : ; Pm/ D flub.u1; : : : ; um/j ui 2 � .P1; : : : ; Pm/ ou satisfaz .A/g :

Demonstração. Segue da Proposição 4.3.3 a inclusão� : Para mostrar a contraria,
suponha u 2 Hm n flub.u1; : : : ; um/j ui 2 � .P1; : : : ; Pm/ ou satisfaz .A/g :

Sem perca de generalidade podemos supor que u D .u1; : : : ; um/ 2 Nm
0 . Então u

não é minimal em fv 2 Hmj ui D vig para todo i: Logo, existemw1; : : : ; wm tais
queu D lub fw 1; : : : ;w mg ew1; : : : ; wm 2 flub.u1; : : : ; um/j ui 2 � .P1; : : : ; Pm/g

ou satisfazem .A/.

Definição 4.3.3. O Conjunto � .P1; : : : ; Pm/ é chamado de conjunto minimal de
geradores deH.P1; : : : ; Pm/

Seja X um curva sobre F . Um divisorD 2 Div.X / é chamado de discrepân-
cia para dois pontos racionais P;Q 2 X se

L.D/ ¤ L.D � P / D L.D � P �Q/ e

L.D/ ¤ L.D �Q/ D L.D � P �Q/

Teorema 4.3.5. Sejau D .u1; : : : ; um/ 2 H.P1; : : : ; Pm/. Então u 2 � .P1; : : : ; Pm/

se, e somente se, D D u1P1 C � � � C umPm é uma discrepância para qualquer
dois pontos de fP1; : : : ; Pmg.

Demonstração. Seja u D .u1; : : : ; um/ 2 � .P1; : : : ; Pm/, então existe f 2

Fq.X / tal que div.f /1 D u1P1 C � � � C umPm. Considere Pi ; Pj 2 K WD

fP1; : : : ; uPmgcom i ¤ j: Se L.D/ D L.D � Pi /, então f 2 L.D � Pi /, i.e.,
div.f /CD � Pi > 0, o que é uma contradição. Portanto, L.D � Pi / ¤ L.D/.
Agora suponha que L.D�Pi �Pj / ¤ L.D�Pi /, então existe g 2 L.D�Pi /n

L.D � Pi � Pj / satisfazendo div.g/CD � Pi > 0: Desta forma

div.g/1 D s1P1 C � � � C sj �1Pj �1 C ujPj C sj C1Pj C1 C � � � C smPm;
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com si 6 ui � 1 e sk 6 uk para k 2 f1; : : : ; mg n fi; j g.
Portanto, .s1; � � � ; sj �1; uj ; sj C1; sm/ 2 ri .u/ o que contradiz o fato de que

u é minimal em 2 ri .u/.
Reciprocamente, seD D u1P1C� � �CumPm é uma discrepância com respeito

Pi ; Pj 2 K com i ¤ j: Seja h 2 Fq.X / tal que div.h/1 D u1P1 C � � � C umPm.
Se u D .u1; : : : ; um/ não é minimal em ri .u/ para algum i; então existe fi 2

Fq.X / com div.fi /1 D n1P1 C � � � C nmPm. Se n D .n1; : : : ; nm/, então
s 2 ri .u/ com n ¤ u e n � u. Portanto, fi 2 L.D � Pj / e fi 62 L.D � Pi /,
absurdo.

Definição 4.3.4. Seja u D .u1; : : : ; um/ 2 G.P1; : : : ; Pm/. Dizemos que u é uma

lacuna pura deG.P1; : : : ; Pm/ se `

 
L
 

mX
iD1

uiPi

!!
D `

 
L
 

mX
iD1

uiPi � Pj

!!
para cada j D 1; : : : ; m:

Vamos relembrar alguns fatos sobre CurvaGK: Considere q D n3, para n > 2:

A curva GK é definida pela equações

zn2�nC1
Dy

nX
iD0

.�1/iC1xi.n�1/

xn
C x DynC1;

definida sobre Fq2 . O gênero de GK é dado por g D
.n3C1/.n2�2/

2
C 1 e possui

um único ponto no infinito P1 D .1 W 0 W 0 W 0/. Outra propriedade interessante
desta curva é que ela é uma curva maximal.

Vamos denotar por Pj WD .aj ; 0; 0/ 2 GK.Fq2/ tais que an
j C aj D 0, para

j D 1; : : : ; n: Qj WD .aj ; bj ; 0/ 2 GK.Fq2/ tais que an
j C aj D bnC1

j e bj ¤ 0,
para j D 1; : : : ; n3 �n:Usando as equações da curva GK podemos exibir funções
satisfazendo

.z/ D

n3�nX
j D1

Qj C

nX
j D1

Pj � n3P1

.y/ D

nX
j D1

.n2
� nC 1/Pj � .n3

� n2
C n/P1

.x � aj / D.n3
C 1/.Pj � P1/:
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Usando essas funções podemos provar que

H.P1/ D H.Qi / D H.Pj / D< n3
� n2

C n; n3
C 1; n3 >;

para cada i D 1; : : : ; n3 � n e j D 1; : : : ; n:

Usando a notação acima, enunciamos o seguinte lema.

Lema 4.3.6. Considere a curva GK sobre Fq2 . Sejam a; b; c inteiros então

� .P1; P1; : : : ; Pm/ D �mC1;

onde

�mC1 WD f.n2
�m �

mX
sD1

js/c � ina � kb; j1c C iaC k; : : : ; jmc C iaC k/j

1 6 k 6 a; 0 6 i 6 n; js > 0 e .n2
�m �

mX
sD1

js/c � ian � kb > 0g;

para 1 6 m 6 n:

Exemplo 4.3.3. Usando amesma notação do Exemplo 4.3.3 vamos calcular�mC1:

Seja n D 2 e considere a D 3, b D 8 e c D 9: Então a curva GK possui gênero
10 eH.P1/ D< 6; 8; 9 >. Usando o lema anterior para m D 1 temos que

�2 D f9.3 � j1/ � 6i � 8k; 9j1 C 3i C k/ji D 1; 2; k D 1; 2; 3; j1 > 0

e 9.3 � j1/ � 6i � 8k > 0g D

f.1; 19/; .2; 11/; .3; 3/; .4; 13/; .5; 5/; .7; 7/; .10; 10/; .11; 2/; .13; 4/; .19; 1/g:

Ainda sobre a curva enunciamos o resultado a seguir onde é possível calcular
lacunas puras.

Proposição 4.3.4. Para 2 6 k 6 a, o vetor ..n2 �m/c � kb; k; : : : ; k; k � 1/ é
uma lacuna pura de GKP1; P1; : : : ; Pm:

Exemplo 4.3.4. Considere a curva Hermitiana y8 C y D x9 definida sobre
F64. Sejam P1 e P0 o polo e zero em comum das funções x e y: Sabemos que
H8.P1/ D< 8; 9 > : Então
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� .P1; P0/ D A [ f.u; 0/; .0; u/ju 2 H8.P1/g ;

onde

A WD f.1; 55/; .2; 47/; .3; 39/; .4; 31/; .5; 23/; .6; 15/; .7; 7/; .10; 46/; .11; 38/;

.12; 30/; .13; 22/; .14; 14/; .15; 6/; .19; 37/; .20; 29/; .21; 21/; .22; 13/; .23; 5/;

.28; 28/; .29; 20/; .30; 12/; .31; 4/; .37; 19/; .38; 11/; .39; 3/; .46; 10/; .47; 2/;

.55; 1/g:

No caso geral enunciamos o seguinte Teorema.

Teorema 4.3.6. Seja yq C y D xqC1 a curva HermitianaHq definida sobre Fq2 .
Considere os pontos racionais P1 e Pi D Pabi

de Hq onde a; bi 2 Fq2 com
a fixado e bq

i C bi D aqC1 (note que Pi denota o zero em comum das funções
x � a e y � bi ) i D 2; : : : ; q C 1 . Então Hq.P1; P2; : : : ; PqC1/ é gerado pelo
conjunto

� D fu D .u1; : : : ; um/ 2 Nm
0 ju D .ui1

; : : : ; uil
/ 2 Sm com uir

D 0; para

r D l C 1; : : : ; m para algum l 2 f1; : : : ; mg;

onde

Sm WD f..q C 1/.u1 � j /C j; : : : ; .q C 1/.um � j /C j / 2 Nm
0 j

X
ui D qC

.m � 1/.j � 1/; 1 6 j 6 ui 6 q � 1; 8i D 1; : : : ; mg:

Sobre H.P1; : : : ; Pm/ podemos obter através dos resultados anteriores infor-
mações sobre AG códigos. Para isso vamos fixar uma notação. Seja X uma curva
definida sobre Fq . Considere m 2 N tal que q > m: Suponha que Q1; : : : ;Qn;

P1; : : : ; Pm pontos racionais deX dois à dois distintos. Sejam u D .u1; : : : ; um/;

v D .v1; : : : ; vm/ 2 Nm
0 , defina o divisor D WD Q1 C � � � C Qn e G WD

.u1 Cv1 �1/P1 C� � �C.um Cvm �1/Pm. Consideramos o AG código C˝.D;G/:

Lema 4.3.7. Sejam B;E;L eM divisores em X com B;E divisores efetivos. Se
as condições:

a) E C LCM é um divisor canônico,

b) `.L/ D `.LC B/;
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c) `.M � B/ D `.M/

são satisfeitas, entãoDeg.B/ 6 Deg.E/:

Teorema 4.3.7. Considere uma curvaX de gênerog e o Œn; k; d ��código C˝.D;G/:

Se u D .u1; : : : ; um/; v D .v1; : : : ; vm/ são lacunas de Weierstrass puras em
P1; : : : ; Pm então d > Deg.G/ � 2g CmC 2:

Demonstração. Considere os divisores

E D div.�/ �G C

mX
iD1

Pi

L D

mX
iD1

.ui � 1/Qi

M D

mX
iD1

viQi �

wX
iD1

Pi ;

onde � 2 ˝.G � D/�, com res.�/ ¤ 0, para i D 1; : : : ; w: Defina o divisor

B WD

mX
iD1

Qi . Como `.L/ D `.LCB/, `.B/ D `.M�B/ eECLCM D div.�/

é um divisor canônico, portantoDeg.B/ 6 deg.E/ e o resultado segue.

Se impormos condições adicionais, podemos melhorar a cota anterior.

Teorema 4.3.8. Sejamw D .w1; : : : ; wm/;u D .u1; : : : ; um/; v D .v1; : : : ; vm/ 2

Nm
0 tais que ui 6 wi 6 vi para cada i D 1; : : : ; m são lacunas de Weierstrass

puras em P1; : : : ; Pm então

d > Deg.G/ � 2g CmC 2C

mX
iD1

.vi � ui /:

Demonstração. Os passos da demonstração são análogos ao do teorema anterior,

basta considerar aqui o divisor B WD

mX
iD1

.vi � ui � C1/Qi .

Exemplo 4.3.5 ((Matthews e Peachey 2010)). Seja F27 D F3.w/, ondew3 �wC

1 D 0: A curva norma-traço sobre F27 é dada pela equação y9 C y3 C y D x13:
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Esta curva possui exatamente 9 places da forma Pi D P0ai
, onde a0 D 0; a1 D

1; a2 D 2, a3 D w, a4 D w3, a5 D w9, a6 D w14, a7 D w16, a8 D w22. Após
alguns cálculos obtemos

G.P1/ D f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 10; 11; 12; 14; 15; 16; 17; 19; 20; 21; 23; 24; 25; 28;

29; 30; 32; 33; 34; 37; 38; 41; 42; 43; 46; 47; 50; 51; 55; 56; 59; 60;

64; 68; 69; 73; 77; 82; 86; 95g;

onde P1 é o ponto no infinito da curva norma-traço. Ainda

G.Pi / D f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 27;

28; 29; 30; 31; 32; 33; 34; 40; 41; 42; 43; 44; 45; 46; 53; 54; 55; 56;

57; 66; 67; 68; 69; 79; 80; 92g:

E portanto

� .P1; P2/ D f.1; 23/; .2; 46/; .3; 69/; .4; 92/; .5; 11/; .6; 34/; .7; 57/;

.8; 80/; .10; 22/; .11; 45/; .12; 68/; .14; 10/; .15; 33/; .16; 56/; .17; 79/;

.19; 21/; .20; 44/; .21; 67/; .23; 9/; .24; 32/; .25; 55/; .28; 20/; .29; 43/;

.30; 66/; .32; 8/; .33; 31/; .34; 54/; .37; 19/; .38; 42/; .41; 7/; .42; 30/;

.43; 53/; .46; 18/; .47; 41/; .50; 6/; .51; 29/; .55; 17/; .56; 40/; .59; 5/;

.60; 28/; .64; 16/; .68; 4/; .69; 27/; .73; 15/; .77; 3/; .82; 14/; .86; 2/;

.95; 1/g:

A ideia de semigrupos de Weierstrass em uma m�upla .P1; : : : ; Pm/ possui
uma generalização. Tal generalização é definida da seguinte forma: Sejam X
uma curva definida sobre Fq e Fq.X/ o corpo de funções associado à X , con-
sidere P1; : : : ; Pm 2 X pontos racionais dois à dois distintos. Denotaremos por
R.P1; : : : ; Pm/ o anel de funções deX que só possuem polos emP1; : : : ; Pm: En-
tão o semigrupos de Weierstrass generalizado na m�upla P1; : : : ; Pm é definido
por

H.P1; : : : ; Pm/ WD
˚
.�vP1

.h/; : : : ;�vPm
.h// 2 Zm

j h 2 R.P1; : : : ; Pm/
	
;

onde vPi
é a valorização associada à Pi :

Teorema 4.3.9. H.P1; : : : ; Pm/ é um subsemigrupo aditivo de Zm.
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Demonstração. Exercício.

Os semigrupos H.P1; : : : ; Pm/ e H.P1; : : : ; Pm/ se relacionam da seguinte
forma:

H.P1; : : : ; Pm/ D H.P1; : : : ; Pm/ \ Nm
0 :

Onde esta relação justifica o termo generalizado, uma vez que podemos obter o
clássico através doH.P1; : : : ; Pm/:

Sejam u D .u1; : : : ; um/ 2 Zm e i D 1; : : : ; m: Definimos o conjunto

r
m
i .u/ WD

˚
v D .v1; : : : ; vr/ 2 H.P1; : : : ; Pm/j ui D vi e uj 6 vj ;8j ¤ i

	
:

Proposição 4.3.5. Sejam u D .u1; : : : ; um/ 2 Zm e D D u1P1 C � � � C umPm

(q > m/. Então

a) u 2 H.P1; : : : ; Pm/ , `.u/ D `.u � ei /C 1 para cada i D 1; : : : ; m:

b) rm
i .u/ D ; , `.u/ D `.u � ei /:

Demonstração. a) Seu 2 H.P1; : : : ; Pm/, então então existef 2 R.P1; : : : ; Pm/

tal que vPi
.f / D �ui para cada i 2 I D f1; : : : ; mg : Então, f 2

L.u/ n L.u � ei / e, portanto `.u/ � 1 D `.u � ei /, para cada i 2 I .
Reciprocamente, se `.u/ � 1 D `.u � ei /, para cada i 2 I , existe hi 2

L.u/nL.u�ei /, para cada i 2 I . Assim, vPi
.hi / D �ui e vPj

.hi / D �uj

para i ¤ j: Dado v D .v1; : : : ; vm/ 2 Fm
q definimos h D

mX
iD1

vihi . Como

q > m segue que vPi
.h/ D �vi :

b) Basta notar que hi 2 L.u/ n L.u � ei / , .�vP1
.f /; : : : ;�vPm

.f // 2

rm
i .u/:

Como consequência do resultado anterior temos que u 2 H.P1; : : : ; Pm/,
sempre que sua norma é maior que o dobro do gênero da curva, i.e., juj > 2g.

Sejam u D .u1; : : : ; um/ 2 Zm e ; ¤ J ¨ f1; : : : ; mg. Definindo o conjunto

rJ .u/ WD
˚
v D .v1; : : : ; vr/ 2 H.P1; : : : ; Pm/j ui D vi e uj < vj ;8i 62 J

	



4.3. AG Códigos, Semigrupos Numéricos e Curvas 97

dizemos que v D .v1; : : : ; vr/ 2 H.P1; : : : ; Pm/ é absolutamente maximal se
rJ .v/ D ; para todo ; ¤ J ¨ f1; : : : ; mg. Denotaremos o conjunto de todos os
elementos absolutamente maximais deH.P1; : : : ; Pm/ por �.P1; : : : ; Pm/.

Proposição 4.3.6. Sejam u D .u1; : : : ; um/ 2 Zm e D D u1P1 C � � � C umPm

(q > m/. As seguintes afirmações são equivalentes:

a) u 2 �.P1; : : : ; Pm/:

b) rm
i .u/ D fug para todo i 2 f1; : : : ; mg

c) rm
i .u/ D fug para algum i 2 f1; : : : ; mg

d) `.D/ D `.D �
Pm

iD1 Pi /C 1:

Demonstração. a/ ) b/ W como u 2 H.P1; : : : ; Pm/, então fug � rm
i .u/, para

todo i 2 I D f1; : : : ; mg. Se w 2 rm
i .u/ com w ¤ u, então existe J ¨ I o que

contradiz a/:
b/ ) c/ W é imediato.
c/ ) d/ W é suficiente mostrar que rm

i .u � 1 � 1J / D ; (onde 1 denota o
vetor .1; : : : ; 1/ e 1J c denota a m�upla tendo 1�ésima coordenada se j 2 J e 0
caso contrário, e ei D 1f1g). Uma vez que

r
m
i .u � 1 � 1J / � r

m
i .u/ D fug

e u 62 rm
i .u � 1 � 1J / concluímos que rm

i .u � 1 � 1J / D ; .
d/ ) a/ W Note que `.u � ei / D `.u � 1/ para todo i 2 I . Se rm

J .u/, para
algum ; ¤ J � I , então

`.u � ei / > `.u � 1/C 1;

o que é uma contradição.

Para o próximo resultado vamos fixar a seguinte notação: vP1;:::;Pm
.h/ D

.�vP1
.h/; : : : ;�vPm

.h//.

Teorema 4.3.10. H.P1; : : : ; Pm/ D flub.u1; : : : ; um/j u1; : : : ; um 2 �.P1; : : : ; Pm/g.

Demonstração. Começamos observando que lub.u1; u2/ 2 H.P1; : : : ; Pm/ para
u1; u2 2 �.P1; : : : ; Pm/. Logo existem f; g 2 R.P1; : : : ; Pm/ funções tais que
div.f /1 D

Pm
iD1 u1i

Pi e div.g/1 D
Pm

iD1 u2i
Pi . Como #.Fq/ > m temos

que vP1;:::;Pm
.h/ D lub.u1; u2/, onde h D af C bg com a; b 2 Fq: Finalmente,

basta repetir o processo de forma indutiva.
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Exemplo 4.3.6. Considere a curva X dada pela equação y3 C y D x28 definida
sobre F36 . Escrevendo os pontos racionais da curva como Pbj

D .0 W bj W 1/

com bj 2 F36 tais que bj Cb3
j D 0 (j D 1; 2; 3) e P1 o ponto no infinito. Temos

que

f.0; 0; 0/; .25; 1; 1/; .22; 2; 2/; .19; 3; 3/; .16; 4; 4/; .13; 5; 5/;

.10; 6; 6/; .7; 7; 7/; .4; 8; 8/; .1; 9; 9/;

.�2; 10; 10/; .�5; 11; 11/; .�8; 12; 12/; .�11; 13; 13/; .�14; 14; 14/;

.�17; 15; 15/; .�20; 16; 16/; .�23; 17; 17/; .�26; 18; 18/;

.�29; 19; 19/; .�32; 20; 20/; .�35; 21; 21/; .�38; 22; 22/; .�41; 23; 23/; .�44; 24; 24/;

.�47; 25; 25/; .�50; 26; 26/; .�53; 27; 27/; .�28; 28; 0/; .0;�28; 28/g

geraH.P1; P0; Pw546/, onde w546 é uma raiz primitiva de F36 :

Para o caso particular em que m D 1; 2 obtemos H.P / ou H.P;Q/. Vamos
estudar estes dois casos particulares.

Se m D 1, podemos obter um cota para a distância mínima do código C D

C.L;D; aP /.
Sobre códigos racionais, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.11. Sejam nj.qm � 1/ e ˛ uma raiz n�ésima da unidade de Fm
q

e F D Fqm.x/. Vamos denotar P0 o zero de z e P1 o polo de x, Pi o zero de

.x�˛i�1/ para i D 1; : : : ; n:Definindo o divisorD D

nX
iD1

Pi e tomando inteiros

a e b tais que 0 6 aC b < n � 1 temos que

a) C.L;D; aP0 C bP1/ D C.n; l; ı/.

b) o dual de C.L;D; aP0 CbP1/ é o código C.L;D;�.aC1/P0 C .n�b�

1/P1/.

Demonstração. a) Basta notar que xaai forma uma base para L.aP0 CbP1/

e escrever l D �a, ı D aC b C 2.

b) Considere as funções

z D x�n e

f .x/ D .x � 1/ � � � .x � ˛n�1/:
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Então,D� .aP0 C bP1/C div.z/C Œdiv.h0.x/�h.x//�� 2P1 D .�a�

1/P0 C .n � b � 1/P1. Fazendo, l D �a e ı D a C b C 2 o resultado
segue.

A demonstração dos próximos resultados será omitida. O leitor que desejar
pode consultá-los em (Martínez-Moro, Munuera e Ruano 2008).

Teorema 4.3.12. Seja G D ..q C 1/.q � 2/C a.q C 1/ � b/P Então

d.C.L;D;G// D

(
a.q C 1/ � b; se b 6 a

a.q C 1/ � a; se b > a:

Seja X uma curva definida sobre Fq com P;Q 2 X dois pontos racionais
distintos. Param D 2 temos o semigrupoH.P;Q/. Notamos que para um função
x 2 X.Fq/ onde P é único polo e Q seu o único zero, teremos que o espaço de
Riemann–Roch L.aP C bQ/ D< x�b; : : : ; xa > : Desta forma, vamos denotar
P1 WD P , P0 WD Q e G WD aP1 C bP0 o divisor dado pelo polo e zero de X .

Sobre os pontos P1 e P0 podemos definir o seguinte conjunto:

� .P1; P0/ W
˚
.a; b/ 2 H.P1; P0/j.a; b/ é minimal emH.P1; P0/

	
:

Vamos calcular � .P1; P0/ para a curva Hermitiana yq C y D xqC1 sobre
Fq2 . Considere a0; a1 D 0; 1; : : : ; q:

Teorema 4.3.13. SejaG D KCaP1 CbP0 > KCP1 CP0, comK um divisor
canônico. Considere a D a0.qC1/�a1, para 0 6 a1 6 q e b D b0.qC1/�b1,
para 0 6 b1 6 q. Denotando d D d.C˝.G;D// temos:

a) se a1; b1 6 a0 C b0 então d D aC b

b) se b1 6 a0 C b0 6 a1 então d D aC b C a1 � .a0 C b0/

c) se a1 6 a0 C b0 6 b1 então d D aC b C b1 � .a0 C b0/

d) se a0 C b0 6 a1 6 b1 e a1 < q então d D aC b C a1 C b1 � 2.a0 C b0/

e) se a0 C b0 6 b1 6 a1 e b1 < q então d D aC b C a1 C b1 � 2.a0 C b0/

f) se a0 C b0 6 b1 D a1 D q então d D aC b C q � .a0 C b0/



Corpos
Algébricos

Sabemos que, um corpo, como o corpo real R ou o corpo dos complexos C, tem
duas operações básicas, são elas: a adição e a multiplicação. Nessa parte nosso ob-
jetivos é definir essas propriedades de maneira geral e exibir algumas propriedades
sobre corpos finitos.

Definição .0.5. Um corpo algébrico (ou simplesmente um corpo) é um conjunto
não vazio F com duas operações ” � ” e ” C ” chamadas: multiplicação e adi-
ção respectivamente. Tais operações devem satisfazer as seguintes propriedades:
para quaisquer a; b; c; d 2 F

1. aC b 2 F;

2. a � b 2 F;

3. aC b D b C a e c � d D d � c (comutatividade);

4. .aC b/C c D aC .b C c/ e .a � b/ � c D a � .b � c/ (associatividade);

5. .aC b/ � c D a � c C b � c (distributividade).

Lema .0.8. Seja F um corpo. Então para quaisquer a; b 2 F

a) aC 0 D a;

b) a � 1 D a;
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c) 8a 2 F existe �a 2 F tal que aC .�a/ D 0;

d) 80 ¤ a 2 F existe �1a 2 F tal que a � .a�1/ D 1;

e) a � b D 0 então a D 0 ou b D 0.

f) .�1/ � a D �a:

Dados dois inteiros x;m com m > 1 temos pelo algoritmo da divisão que
x D mq C r com 0 6 r 6 m � 1.

Definição .0.6. Sejam x; y em inteiros comm > 1. Dizemos que x; y são congru-
entes modulo m se x � y D mq para algum inteiro q e, denotamos por x �m y.

Lema .0.9. Se x �m y e z �m w, então

a) x C z �m y C w

b) x � z �m y � w

c) x � z �m y � w

Com essas operações Zm WD
Z

mZ é um anel.

Teorema .0.14. Zm é um corpo , m é primo.

A característica de um corpo é definida como sendop omenor inteiro positivo
tal que 1 � p D 0: Denotamos a característica de um corpo F por Char.F/

Proposição .0.7. Se p é a característica de um corpo, então p é zero ou um primo.

Teorema .0.15. Seja F um corpo finito, com Char.F/ D p. Então ].F/ D pn,
para algum número natural n > 1:

Proposição .0.8. Se ].F/ D q então para todo a 2 F temos que aq D a:

Note que se p.x/ 2 FŒx� é um polinômio de grau m e irredutível. Se a é uma
raiz de p.x/ então o conjunto

FŒa� WD
FŒx�
p.x/

D fb0 C b1aC :::C bm�1a
m�1

j bi 2 Fg

é um corpo finito.
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Definição .0.7. Seja ˛ 2 Fqn . Um polinômio minimal com relação à Fq é um
polinômio mônico de menor grau p.x/ 2 FqŒx� tal que ˛ é uma raiz de p.x/

Teorema .0.16. As seguintes afirmações são verdadeiras:

a) O polinômio minimal (de um elemento de ˛ 2 Fqn) com relação à Fq existe
e é único.

b) Todo polinômio minimal é irredutível.

Lema .0.10. Para cada a; b 2 F com Char.F/ D p > 0 e n 2 N temos que

.aC b/p
n

D apn

C bpn

:

Para mais detalhes e propriedades veja (San Ling 2004) , (Gonçalves 2017).



Álgebra Linear

Os objetos fundamentais de estudo em álgebra linear são espaços vetoriais e trans-
formações lineares. Aqui vamos definir o que é um espaço vetorial e transforma-
ções lineares, além de enunciar algumas propriedades.

Definição .0.8. Seja F um corpo. Um conjunto não vazio V é um espaço vetorial
sobre F (F-espaço vetorial) se possui duas aplicações, soma C W V � V ! V e
multiplicação por escalar � W F � V ! V satisfazendo: para cada v;u;w 2 V e
a; b 2 F

1. v C u D u C v;

2. .u C v/C w D u C .v C w/;

3. Existe 0 2 V tal que u C 0 D u (vetor nulo);

4. Existe �u 2 V tal que u C .�u/ D 0 (vetor inverso aditivo);

5. a.u C v/ D au C av;

6. .aC b/u D au C bu;

7. a.bu/ D .ab/u;

8. 1 � u D u:

Lema .0.11. Sejam F um corpo e V F-espaço vetorial. As seguintes afirmações
são verdadeiras:
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a) O vetor nulo é único.

b) O vetor inverso é único.

c) 0 � u D 0 , para todo u 2 V .

d ) .�1/ � u D �u, para todo u 2 V .

Definição .0.9. Um subconjunto não vazioW deV é dito umF-subespaço vetorial
de V se:

1. u C v 2 W ,

2. a � u 2 V , para cada u; v 2 V e a 2 F:

Definição .0.10. Sejam F um corpo e V F-espaço vetorial. Considere v1; :::; vn 2

V , uma combinação linear é um vetor da seguinte forma:

w D a1v1 C � � � C anvn;

onde a1; :::; an 2 F.

Vamos denotar por Œv1; :::; vn� o conjunto de todas combinações lineares dos
vetores v1; :::; vn:

Teorema .0.17. Sejam F um corpo, V F-espaço vetorial e v1; :::; vn 2 V . Então
Œv1; :::; vn� é um F-subespaço vetorial de V:

Dizemos que v1; :::; vn gera o espaço Œv1; :::; vn�:

Definição .0.11. Sejam F um corpo, V F-espaço vetorial e v1; :::; vn 2 V . Dize-
mos que v1; :::; vn é linearmente independente sobre F (ou simplesmente l.i.) se
sempre que tivermos uma combinação linear sendo o vetor nulo, então todos os
escalares são nulos. Em outras palavras, se

a1v1 C :::C anvn D 0 (3)

então a1 D ::: D an D 0.

Caso em 3 tenhamos algum escalar não nulo, dizemos que v1; :::; vn é linear-
mente dependente (ou simplesmente l.d.).

Definição .0.12. Sejam F um corpo, V F-espaço vetorial e v1; :::; vn 2 V . Dize-
mos que v1; :::; vn é uma base de V se V D Œv1; :::; vn� e v1; :::; vn são linearmente
independente.
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A quantidade de vetores que formam uma base para um espaço vetorial é cha-
mado dimensão de V e, é denotada por dim.V /:

Uma F-espaço vetorial V é dito ser de dimensão finita sobre F, se a quantidade
de vetores na sua base é finita. Caso contrário é chamado de dimensão infinita.

Teorema .0.18. Sejam F um corpo, V F-espaço vetorial e v1; :::; vn uma base de
V . Se w1; :::;wm é outra base de V , então m D n:

Proposição .0.9. Todo subespaço de um espaço vetorial de dimensão finita possui
dimensão finita.

Seja V um F-espaço vetorial com base v1; :::; vn. Sabemos que todo elemento
u de V pode ser escrito de maneira única como combinação linear dos elementos
da base de V da forma u D a1v1 C ::: C anvn, com ai 2 F. Com esta escrita
podemos denotar u D .a1; :::; an/:

Definição .0.13. Seja V um F-espaço vetorial de dimensão m. Sejam
u D .u1; :::; um/; v D .v1; :::; vm/ 2 V . O produto interno de u por v é defi-
nido como:

< u; v >WD

mX
iD1

uivi :

Dois vetores u; v 2 V são ditos ortogonais se < u; v >D 0. Seja W � V

um subespaço vetorial. Então o conjunto de todos os vetores ortogonais à W é
denotado por

W ?
WD fv 2 V j < v;w >D 0;8w 2 W g:

O conjunto W ? é um subespaço vetorial de V:

Definição .0.14. Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre F. Uma aplicação
T W V ! U é chamada de transformação linear se:

1. T .u C v/ D T .u/C T .v/I

2. T .av/ D aT .v/; para cada v;u 2 V e a 2 F

Seja T W V ! U transformação linear entre espaços vetoriais. Definimos os
seguintes conjuntos associados à T W

1. Ker.T / D fv 2 V j T .v/ D 0g (o Núcleo de T ),
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2. Im.T / D fw 2 U j w D T .v/; v 2 V g ( a Imagem de T /:

Teorema .0.19. Seja T W V ! U transformação linear entre espaços vetoriais.
Então

a) Ker.T / é um subespaço de V .

b) Im.T / é um subespaço de U:

Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre F. U é dito ser isomorfo à V se
existe uma transformação linear bijetiva T W V ! U .

Teorema .0.20. Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre F isomorfos. Então
dim.U / D dim.V /:

Teorema .0.21. Seja T W V ! U transformação linear entre espaços vetoriais
de dimensão finita. Então

dim.V / D dim.Ker.T //C dim.Im.T //:

Definição .0.15. Sejam F e K dois corpos. Se K � F, dizemos que F é uma
extensão do corpo de K e denotamos por F=K. Se ainda considerarmos que F
como um espaço vetorial sobreK, denotamos a dimensão deF sobreK por ŒF W K�.

Dizemos que uma extensão F=K é finita se ŒF W K� < 1:

Teorema .0.22. Sejam F’=F e F=K duas extensões. Então ŒF’ W K� D ŒF’ W F�ŒF W

K�:

Seja F=K uma extensão. Um elemento ˛ 2 F é dito ser algébrico sobre K se
existe um polinômio p.x/ 2 KŒx� tal que p.˛/ D 0: Caso contrário, dizemos que
˛ é transcendente sobre K.

Definição .0.16. Uma extensão F=K é dita ser algébrica se todo elemento de F é
algébrico sobre K.

Para mais detalhes e propriedades veja (Stichtenoth 1993), (Lima 2020), (J.
Kirkwood e B. Kirkwood 2017).
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