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Introdução

AGeometria Lipschitz das singularidades é uma teoria relativamente nova, em
comparação com outras partes da teoria das singularidades. O primeiro resultado
nesta direção foi obtido por Frédéric Pham e Bernard Teissier em 1969. Eles in-
vestigaram a estrutura de germe de uma curva plana complexa no ponto de vista
métrico. O descobrimento deles pode ser formulado na seguinte forma:

Teorema Dois germes das curvas planas X e Y são equivalentes bi-Lipschitz
respeito à métrica outer se e somente se eles são ambientalmente topologicamente
equivalentes.

Este resultado, sendo isolado na época, não era tão impressionante como me-
receria. Na época era difícil de descobrir, que o resultado é bem frutífero por que
os espertos não sabiam, que existe uma diferença muito grande entre Geometria
Lipschitz e Topologia. Por outro lado, as demonstrações dos resultados eram mais
algébricas e bastante complicadas. Neste ponto começaremos. De fato, trabalha-
remos com conjuntos semialgébricos, subanaliticos (ou conjuntos definíveis nas
estruturas o-minimais) com singularidades. Vamos dedicar-se para estudos locais,
i.e., estudos dos germes destes conjuntos em pontos singulares.

Na visão moderna da Geometria Lipschitz das singularidades temos três dire-
ções: 1) Geometria Lipschitz intrínseca; 2) Geometria Lipschitz outer ou extrín-
seca; 3) Geometria Lipschitz ambiental. Toda geometria está baseada na relação
de equivalência correspondente. Métrica intrínseca ou métrica do comprimento
está definida como o comprimento mínimo do arco semialgébrico, ligando dois
pontos.

A equivalência Lipschitz intrínseca de par dos conjuntos X e Y é existência
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de uma aplicação bi-Lipschitz, com respeito à métrica intrínseca entre eles. Equi-
valência extrínseca está definida como existência de uma aplicação bi-Lipschitz,
com respeito à métrica outer – a métrica de espaço ambiente. E finalmente equiva-
lência ambiental, que é a existência da uma aplicação bi-Lipschitz outer, que pode
ser estendida para aplicação bi-Lipschitz, definida no espaço ambiente.

O livro recente de Walter Neumann e Anne Pichon (ver Neumann e Pichon
2020) está cobrando vários aspectos de geometria Lipschitz das singularidades.
A maior parte do livro está dedicada a teoria complexa. Nosso curso está mais
dedicado a parte do Geometria Real.

Neste trabalho, queremos explicar para os leitores, alguns resultados que acha-
mos importantes sobre todos as três Geometrias Lipschitz de dimensão baixa –
geometria das curvas e superfícies. De fato, a equivalência ambiental implica
equivalência outer e equivalência outer implica equivalência intrínseca.

No Capítulo 1, estamos descrevendo a Geometria Lipschitz outer das curvas
semialgébricas. O caso das curvas é “trivial” no sentido da Geometria intrínseca.
Mas no ponto de vista de métrica outer este caso é primeiro caso interessante. Os
resultados do Capítulo 1 são baseados no trabalho conjunto de Birbrair e A. C.
Fernandes (2000). Definimos ordem de contato ou ordem de tangência de par dos
arcos. O resultado principal deste capítulo é seguinte: O tabelo das ordens do
contato (semicomplexo) dos ramos das curvas é um invariante completo.

No Capítulo 2, consideramos o caso das superfícies no ponto de vista de Ge-
ometria intrínseca. Aqui definimos o objeto principal complexo de Hölder. O
teorema principal desse capítulo é o teorema de existência do complexo de Höl-
der. Provamos que a superfície pode ser localmente triangulada de tal jeito que
todo triângulo é equivalente de bi-Lipschitz a um triângulo de Hölder padrão. Esta
triangulação bi-Lipschitz não é única, mas pode ser modificada para ser única e
canônica. Complexo de Hölder é um objeto combinatória, descrevendo esta tri-
angulação canônica. No final do capítulo provamos que o Complexo de Hölder
canônico apresenta um invariante completo de bi-Lipschitz, respeito a métrica de
comprimento (intrínseca).

No Capítulo 3, apresentaremos uma diferença entre a Geometria Lipschitz in-
trínseca e Geometria Lipschitz extrínseca. Mas, realmente, existe uma série es-
pecial dos conjuntos semialgébricos, para as quais a métrica de comprimento e a
métrica ambiental são equivalentes. Este tipo de conjuntos é chamado conjuntos
normalmente mergulhados. O resultado principal do capítulo é o teorema de exis-
tência do mergulho normal de Birbrair e Mostowski (ver Birbrair e Mostowski
2000a), que todo conjunto semialgébrico será equivalente bi-Lipschitz intrínseco
a um conjunto semialgébrico normalmente mergulhado.
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No Capítulo 4, apresentamos um tema bastante recente, relacionada à Geome-
tria Ambiental das Superfícies Semialgébricas, chamada “Metric Knot Theory”.
Alexandre Fernandes estudou os germes das curvas complexas como germes das
superfícies reais e concluiu que a teoria dos nós topológicos das curvas comple-
xas está bem ligada com a teoria métrica destas curvas, veja A. Fernandes (2003).
Seria interessante estudar a equivalência Lipschitz ambiental de conjuntos X e Y
no caso que os conjuntos são topologicamente equivalentes. Além disso, eles são
outer bi-Lipschitz equivalentes. Provaremos um resultado, chamado Teorema de
Universalidade, dizendo basicamente que toda Knot Theory está mergulhada em
problema de classificação bi-Lipschitz ambiental somente no caso que o link de
superfície está desnodado em S3.

O texto é baseado nos trabalhos com Alexandre Fernandes, Tadeusz Mos-
towski, Andrei Gabrielov e Michael Brandeanbursky.



1 Curvas

1.1 Semicomplexo de Hölder
Definição 1.1.1. Um grafo finito completo � com uma função de valor racional
˛ W E� ! Q \ Œ1;1/ definida no conjunto das arestas E� de � é chamada de
semicomplexo de Hölder se ˛ satisfaz a seguinte propriedade:

Propriedade Não-Arquimediana. Para cada três vértices a1; a2; a3 2 � , nos
temos: se ˛.a1; a2/ ⩽ ˛.a2; a3/ ⩽ ˛.a1; a3/, então ˛.a1; a2/ D ˛.a2; a3/.
Note que, como � é um grafo completo, qualquer aresta é determinado por dois
vértices.

Observação 1.1.2. O semicomplexo de Hölder pode ser definido de uma maneira
equivalente. Seja A um conjunto finito com uma função simétrica ˛ W A � A �

diag.A � A/ ! Q \ Œ1;1/. Se ˛ satisfaz a propriedade isósceles, então o par
.A; ˛/ é identificado como o semicomplexo de Hölder.

Observação 1.1.3. Considere a função d W A � A ! Q tal que:

d.a1; a2/ D

8<: 0; se a1 D a2

1

˛.a1; a2/
; se a1 ¤ a2
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Então .A; d/ é um espaço ultramétrico se, e somente se, .A; ˛/ é um semicom-
plexo de Hölder.

Definição 1.1.4. Dois semicomplexos de Hölder .�1; ˛1/ e .�2; ˛2/ são chama-
dos isomorfos (ou combinatorialmente equivalentes) se existir um isomorfismo de
grafo h W �1 ! �2 tal que, para cada par de vértices a1; a2 2 �1, tivermos:

˛2.h.a1/; h.a2// D ˛1.a1; a2/:

Definição 1.1.5. Um morfismo de .A1; ˛1/ em .A2; ˛2/ é uma aplicação m W

A1 ! A2 tal que, para todo a1; a2 2 A1,

˛1.a1; a2/ ⩽ ˛2.m.a1/;m.a2// se m.a1/ ¤ m.a2/:

Assim, obtemos que o conjunto de todos os semicomplexos de Hölder é uma
categoria, o isomorfismo definido na Definição 1.1.4 é um isomorfismo nessa ca-
tegoria e a Observação 1.1.3 define um functor dessa categoria para a categoria de
espaços métricos.

1.2 Curvas semialgébricas e semicomplexos de Hölder
Consideramos primeiramente dois arcos semialgébricos X1 e X2 . Suponhamos,
que os arcos são parametrizados pelo distância até origem, isto é, jXi .t/j D t . Seja
f .t/ D jX1.t/ �X2.t/j. Pelo teorema de Newton–Puiseux, temos o seguinte:

f .t/ D br˛
C o.r˛/; ˛ 2 Q; b 2 R

O número ˛ vamos chamar ordem de tangência deX1 eX2. Usamos a notação
tord.X1; X1/.

Seja X � R4 uma curva semialgébrica e x0 2 X . Pelo teorema da estrutura
cônica padrão, temos a seguinte declaração: Existe uma vizinhança Ux0

de x0 em

Rn tal queX\Ux0
D

k[
iD1

Xi onde os conjuntosXi têm as seguintes propriedades:

1. Xi é subconjunto semialgébrico de Rn e homeomorfo ao segmento Œ1; 0/
pelo homeomorfismo hi W Œ1; 0/ ! Xi tal que hi .0/ D x0;

2. Para todo i ¤ j , temos Xi \Xj D fx0g;
3. Existe um número r0 tal que, para todo i e 0 ⩽ r < r0; #.Xi \Sr.x0// D

1, para todo i . Sr.x0/ representa a esfera centrada em x0 de raio r .
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Figura 1.1: Definição de Tord

Observação 1.2.1. A coleção fXig
k
iD1 é uma versão 1-dimensional da chamada

decomposição em panqueca de .X; x0/, ver Birbrair eMostowski (2000b), Kurdyka
(1992a) e Parusiński (1988). Os elementos dessa decomposição chamaremos de
ramos (da mesma forma que a geometria algébrica complexa) ou panquecas (da
mesma forma que a geometria algébrica real).

Figura 1.2: Germes de curva com K ramos

Seja A um conjunto de k-elementos A D fa1; :::; akg. Iremos definir o semi-
complexo de Hölder em A da seguinte maneira. Considere a aplicação Xi .r/ D

Xi \Sr.x0/ (para r suficientemente pequeno essa função está bem definida, sendo
semialgébrica). Seja fij .r/ Dk Xi .r/ � Xj .r/ k. Pelo teorema de Newton–
Puiseux, obtemos, para r suficientemente pequeno,
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fij .r/ D bij r
˛ij C o.r˛ij /; ˛ij 2 Q; bij 2 R:

Definimos ˛.ai ; aj / D tord.Xi ; XJ /:

Proposição 1.2.2. .A; ˛/ é um semicomplexo de Hölder.

Demonstração. Como Xi .r/ e Xj .r/ pertencem a Sr.x0/, obtemos
fij .r/ ⩽ 2r: Por isso, 1 ⩽ ˛.ai ; aj /. Iremos provar a propriedade isósceles. Seja
X1,X2 eX3 três ramos diferentes deX . Seja ˛.a1; a2/ ⩽ ˛.a2; a3/ ⩽ ˛.a1; a3/.
Considere três pontos X1.r/, X2.r/ e X3.r/. Temos:

C1r
˛.a1;a2/

C o.r˛.a1;a2// Dk X1.r/ � X2.r/ k

⩽ k X1.r/ � X3.r/ k C k X2.r/ � X3.r/ k

D C2r
˛.a2;a3/

C o.r˛.a2;a3//

para algumas constantes positivas C1; C2. Por isso, ˛.a1; a2/ D ˛.a2; a3/.

O semicomplexo de Hölder .A; ˛/ construído acima é chamado de semicom-
plexo de Hölder associado a .X; x0/. Denotaremos por sh.X; x0/. Vamos definir
outra estrutura associada aX no ponto x0. SejaXi eXj dois ramos deX . Coloque

gij .r/ D dist.Xi � Br.X0/; Xj � Br.x0//

(Br.x0/ é a bola centrada em x0 de raio r .) Pela definição de gij .r/ e a versão de
eliminação do quantificador do Teorema de Tarski–Seidenberg, obtemos que gij

é uma função semialgébrica. Por isso, pelo Teorema de Newton–Puiseux,

gij .r/ D cij r
ˇij C o.rˇij /:

Coloque ˇ.ai ; aj / D ˇij .

Observação 1.2.3. Note que gij .r/ não é necessariamente igual a fij .r/. Consi-
dere o conjunto X � R2 definido como união dos gráficos das funções y D x2 e
y D x3 no ponto x0 D .0; 0/.

Lema 1.2.4 (Lema de Comparação de Ordem). Para todo i; j , temos ˇij D ˛ij .

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor que x0 D 0: Seja
v 2 Rn um vetor tal que k v kD 1. Defina o cone

C".v/ D fu 2 Rn j ∠.u; v/ < "g
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Suponha que dois ramos Xi e Xj tenham diferentes vetores tangentes em 0.
Seja vi o vetor tangente unitário deXi em 0 e vj o vetor tangente unitário deXj em
0. Então existe r0 > 0 e " > 0 tais que, para r ⩽ r0,Xi \Br.0/ � C".vi /\Br.0/;
Xi \ Br.0/ � C".vi / \ Br.0/; C".vi / \ C".vj / D f0g.

Assim, gij ⩾ dist.C".vi /�Br.0/; C".vj /�Br.0// ⩾ cr , para algum c > 0.
Significa que ˇij D ˛ij D 1:

Agora suponha que Xi e Xj tenham o mesmo vetor tangente unitário v0 em
0. Claramente, ˛ij ⩾ ˇij . Suponha que ˛ij < ˇij . Observe que, para r sufi-
cientemente pequeno, podemos escolher pontos yi .r/ 2 Xi e yj .r/ 2 Xj tais
que gij Dk yi .r/ � yj .r/ k dependa semialgebricamente e continuamente de r .
Observe que ou yi .r/ D xi .r/ ou yj .r/ D xj .r/, para r suficientemente pequeno
(caso contrário, a função gij .r/ tem que ser localmente constante, o que contradiz
a semialgebricidade). Suponha que yi .r/ D xi .r/. Considere o triângulo com os
vértices xi .r/; yi .r/ e xj .r/. Como ˇij > ˛ij , temos

k xi .r/ � yj .r/ k � k xi .r/ � xj .r/ k,
para r pequeno. Assim, o ângulo entre xi .r/� xj .r/ e yj .r/� xj .r/ tende a

zero quando r tende a 0. Mas,
yj .r/ � xj .r/

k yj .r/ � xj .r/ k
! v0, quando r ! v0,

obtemos que ∠.xi .r/� xj .r/; v0/ ! 0 quando r ! 0. Por outro lado, Xi e
Xj tem o mesmo vetor tangente v0 em 0. Assim, para cada " > 0 suficientemente
pequeno, existe r0 > 0 tal que, para cada r < r0, teremos xi .r/ 2 C".v0/\Sr.v0/

e xj .r/ 2 C".v0/ \ Sr.v0/. Significa que,

∠.xi .r/ � xj .r/; v0/ ⩾ �

2
� ı."/

onde ı."/ ! 0, quando " ! 0. Isto é uma contradição.

1.3 Semicomplexo deHölder como invariante bi-Lipschitz

Definição 1.3.1. Dois conjuntos X; Y � Rn são ditos equivalentes em x0 2 Rn,
quando existir uma vizinhança aberta Z � Rn onde x0 2 Z e X \ Z D Y \

Z. Iremos denotar germe de X em x0 .X; x0/ como a classe de equivalência do
conjunto X nessa relação.

Definição 1.3.2. Sejam X e Y dois conjuntos semialgébricos. A aplicação � W

X ! Y é dita bi-lipschitz se:
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1. � é um homeomorfismo.
2. Existem constantes C1; C2 > 0, tais que, para todo x; y 2 X ,

C1d.x; y/ ⩽ d.�.x/; �.y// ⩽ C2d.x; y/

onde d é alguma métrica escolhida.

Diremos que o germe e� W .X; x0/ ! .Y; y0/ é um germe de aplicação bi-
lipschitz se, para todo � 2 e�, existir vizinhanças Vx0

� X e Vy0
� Y dos pontos

x0 e y0 respectivamente, tal que �jVx0
W Vx0

! Vy0
é uma aplicação bi-lipschitz.

Teorema 1.3.3. Germes de curvas semialgébricas .X1; x1/ e .X2; x2/ são bi-
Lipschitz equivalentes se, e somente se, os semicomplexos de Hölder .A1; ˛1/ D

sh.X1; x1/ e .A2; ˛2/ D sh.X2; x2/ são combinatorialmente equivalentes.

Demonstração. )c Seja ˚ W .X1; x1/ ! .X2; x2/ uma aplicação bi-Lipschitz
dada. Sejam fX1

i g
k1

iD1
e fX2

j g
k2

j D1
decomposições em panquecas de .X1; x1/ e

.X2; x2/ respectivamente. Como ˚ é um homeomorfismo, temos k1 D k2 D k

e ˚.X1
i / D X2

i para cada i (podemos escolher outra renumeração se necessário).
Sejam .A; ˛1/ e .A2; ˛2/ os semicomplexos de Hölder correspondentes a .X1; x1/

e .X2; x2/. Sejam A1 D fa1
i g

k

iD1
, A2 D fa2

i g
k

iD1
, e coloque h.ai

1/ D a2
i . Pro-

varemos que ˛1.a
1
i ; a

1
j / D ˛2.a

2
i ; a

2
j / para cada i; j . Como ˚ é uma aplicação

bi-Lipschitz, existe K > 0 tal que, para r suficientemente pequeno, temos:

˚.X1
i � Br.x1// � X2

i � BKr
.x2/ (1.1)

˚.X1
i � Br.x1// � X2

j � BKr
.x2/ (1.2)

Sejam y1
i .r/ 2 X1

i � Br.x1/ e y1
j .r/ 2 X1

j � Br.x1/ pontos tais que

k y1
i .r/ � y1

j .r/ k D dist.X1
i � Br.x1/; X

1
j � Br.x1//,

Assim, por (1.1) e (1.2) obtemos:

k ˚.y1
i .r// � ˚.y1

j .r// k ⩾ g2
ij .Kr/

(onde g1
ij ; g

2
ij significa a função gij definida para X1 e X2 respectivamente, ver

Seção 1.2). Como ˚ é uma aplicação bi-Lipschitz, existe uma constante L > 0

tal que

g1
ij .r/ D k y1

i .r/ � y1
j .r/ k ⩾ L k ˚.y1

i .r// � ˚.y1
j .r// k.
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Assim,
g1

ij .r/ ⩾ Lg2
ij .Kr/.

Usando o Teorema de Newton–Puiseux e o Lema de Comparação de Ordem,
obtemos que ˛1.a

1
i ; a

1
j / ⩽ ˛2.a

2
i ; a

2
j /. Usando o fato que ˚�1 é também uma

aplicação bi-Lipschitz, temos também que ˛1.a
1
i ; a

1
j / ⩽ ˛2.a

2
i ; a

2
j /. A, primeira,

parte do teorema foi provada!
b( Sejam .A1; ˛1/ e .A2; ˛2/ combinatorialmente equivalentes. Suponha-

mos que o isomorfismo preserve a enumeração. Sejam fX1
i g

k1

iD1
e fX2

i g
k2

iD1
de-

composição de panquecas de .X1; x1/ e .X2; x2/. Seja r0 > 0 um número tal que
x1

i .r/ e x
2
i .r/ são funções semialgébricas bem definidas, para todo r < r0 e todo

i . Considere a função semialgébrica r W X1 [X2 ! R definida por:

r.x/ D

�
k x � x1 k; se x 2 X1

k x � x2 k; se x 2 X2

Defina ˚ W X1 \ Br0
.x1/ ! X2 \ Br0

.x2/ por ˚.x/ D x2
i .r.x//, para

x 2 X1
i .

Afirmação 1.3.4. Existe ı > 0 tal que˚ jX1\Bı.x1/ é uma aplicação bi-Lipschitz.

Demonstração da Afirmação 1.3.4. Cada X1
i e X2

i tem vetor tangente em x1 e
x2, respectivamente. Para algum ı > 0, temos: ˚ jX1\Bı.x1/ é uma aplicação
bi-Lipschitz, para todo i . É suficiente provarmos que, para cada para .X1

i ; X
1
j /, a

aplicação ˚ j.X1
i

[X1
j

/\Bı1
.x1/ é bi-Lipschitz, para algum ı1 > 0.

Sejam x 2 X1
i e y 2 X1

j dois pontos suficientemente próximos de x1. Su-
ponhamos que r.x/ ⩽ r.y/. Seja z 2 X1

j tal que r.z/ D r.x/. Considere os
triângulos .x; y; z/ e .˚.x/; ˚.y/; ˚.z//. Como as curvas X1

i ; X
1
j ; X

2
i ; X

2
j são

conjuntos semialgébricas, para r suficientemente pequeno, eles estão próximos o
suficiente de seus vetores tangentes. Assim, o ângulo no vértice z do triângulo
.x; y; z/ e o ângulo no vértice ˚.z/ do triângulo .˚.x/; ˚.y/; ˚.z// são limita-
dos próximos de zero. Usando esse fato, obtemos que existem K1; K2 > 0 tais
que:

K1max
�
r.y/ � r.x/; f 1

ij .r.x//
�

⩽ k y � x k (1.3)

k y � x k ⩽ K2max
�
r.y/ � r.x/; f 1

ij .r.x//
�

(1.4)
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(onde f 1
ij ; f

2
ij significa funções fij definidas para X1 e X2 respectivamente,

ver Seção 1.2). Da mesma forma, obtemos que existem L1; L2 > 0 tais que

L1max
�
r.˚.y// � r.˚.x//; f 2

ij .r.˚.x///
�

⩽ k ˚.y/ � ˚.x/ k (1.5)

k ˚.y/ � ˚.x/ k ⩽ K2max
�
r.˚.y// � r.˚.x//; f 2

ij .r.x//
�

(1.6)

Como ˛1.a
1
i ; a

1
j / D ˛2.a

2
i ; a

2
j /, existem constantesM1;M2 > 0 tais que:

M1f
1

ij .r/ ⩽ f 2
ij .r/ ⩽ M2f

1
ij .r/ (1.7)

Usando as desigualdades (1.3), (1.4), (1.5), (1.7) e o fato que r.y/ D r.˚.y//

e r.x/ D r.˚.x//, obtemos que ˚ é uma aplicação bi-Lipschitz. Assim, a Afir-
mação 1.3.4 foi provada! Portanto, o Teorema 1.3.3 foi provado!

1.4 O Teorema da Realização

Teorema 1.4.1. Seja .A; ˛/ um semicomplexo de Hölder. Seja #A D k. Então
existe um subconjunto semialgébrico X � R2 com dimX D 1 satisfazendo as
seguintes condições:

1. .A; ˛/ é um semicomplexo de Hölder correspondente a .X; 0/.

2. .X; 0/ tem a decomposição em uma demposição fXig
k
iD1 tal que todo Xi é

o gráfico de função algébrica  i W Œ0; "� ! R com  i .0/ D 0.

Observação 1.4.2. Esse teorema significa que cada semiconplexo de Hölder pode
ser realizada como uma curva semialgébrica plana. X é chamada de realização
de .A; ˛/.

Demonstração do Teorema 1.4.1. Provaremos usando indução em k. Para k D 1,
a demonstração está provada. Suponhamos que esteja provado, para algum k. Seja
.A; ˛/ o semicomplexo de Hölder tal que #A D kC 1. Seja ˛0 D max

i;j
˛.ai ; aj /:

Podemos supor que ˛0 D ˛.ak; akC1/. Coloque eA D A � fakC1g e ę D

˛ j eA� eA. Seja eX a realização de .eA; ę/. Seja eXi a panqueca correspondente a ai
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.i D 1; : : : ; k/. Pela hipótese de indução, temos que eXi é o gráfico de alguma
função algébrica e i W Œ0; "0� ! R tal que e i .0/ D 0. Coloque

 kC1.x/ D sx˛0 C e k.x/:

Como eX contém um número finito de ramos, existem s e " < "0 tais que
 kC1.x/ ¤ e i .x/, para todo i D 1; : : : ; k se x ¤ 0. Coloque  i D e i jŒ0;"�.

SejamXi o gráfico de i eX D

kC1[
iD1

Xi . Por cálculos simples obtemos que .A; ˛/

é o semicomplexo de Hölder correspondente a .X; 0/.

Corolário 1.4.3. Todo subconjunto semianalítico X � Rn tal que dimX D 1 é
localmente bi-Lipschitz equivalente a algum subconjunto semialgébrico eX � R2.



2 Superfícies

2.1 Aplicação bi-Lipschitz

Seja X um subconjunto semialgébrico, conexo e fechado de Rn. Conhecemos
a dimensão do conjunto X , ver Bochnak e Risler (1975a), a dimensão da parte
suave de X (conjunto de todos os pontos suaves de X ). Definimos a métrica de
comprimento (métrica inner) dl em X por dl D inf

�2� .x1;x2/
l.�/, onde � .x1; x2/

é o conjunto de todas as curvas suaves por partes � W Œ0; 1� ! X , conectando os
pontos x1 e x2 (isto é, �.0/ D x1; �.2/ D x2); l.�/ significa o comprimento de
�.

Observação 2.1.1. Claramente dl cumpre todas as propriedades de métrica.

Observação 2.1.2. Às vezes, estaremos considerando a métrica induzida dind

definida como a métrica induzida pelo espaço ambiente.

Sejam X1, X2 dois conjuntos semialgébricos. Diremos que os conjuntos são
(semialgebricamente) bi-Lipschitz equivalente se existir uma aplicação (semialgé-
brica) bi-Lipschitz ˚ W X1 ! X2.

Dois germes de conjuntos semialgébricos .X1; x1/ e .X2; x2/ são chamados
bi-Lipschitz (semialgebricamente) equivalentes se existir um germe de aplicação
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bi-Lipschitz (semialgébrica) e̊ W .X1; x1/ ! .X2; x2/. Este trabalho é dedicado à
classificação Lipschitz (mais precisamente, bi-Lipschitz) de germes de conjuntos
semialgébricos bidimensionais.

2.2 Complexo de Hölder
Nesta seção, lidamos com a equivalência bi-Lipschitz com relação à métrica com-
primento. Quando dizemos que dois conjuntos são bi-Lipschitz equivalentes, isso
significa que são bi-Lipschitz equivalentes com relação à métrica de comprimento.

Seja � um grafo finito sem laço (um laço é quando uma aresta conecta um
vértice a ele mesmo). Seja E� o conjunto das arestas e seja V� o conjunto dos
vértices de � .

Definição 2.2.1. O complexo de Hölder é o par .�; ˇ/, onde ˇ W E� ! Q é uma
função de valor racional definida em E� tal que ˇ.g/ ⩾ 1, para todo g 2 E� .

Definição 2.2.2. Dois complexos de Hölder .�1; ˇ1/ e .�2; ˇ1/ são chamados
combinatoriamente equivalentes (ou isomorfos) se existir um isomorfismo de grafo
i W �1 ! �2 tal que, para todo g 2 E�1

, temos: ˇ2.i.g// D ˇ1.g/.

Definição 2.2.3. Um triângulo ˇ-Hölder padrão Tˇ ( ˇ 2 Œ1;1/ \ Q) é um
subconjunto semialgébrico de R2 definido por:

Tˇ D f.x; y/ 2 R2
j 0 ⩽ y ⩽ xˇ ; 0 ⩽ x ⩽ 1g

Definição 2.2.4. Um subconjunto (semialgébrico) X de Rn é chamado de triân-
gulo ˇ-Hölder com vértice principal a 2 X se o germe .X; a/ é bi-Lipschitz (se-
mialgebricamente) equivalente ao germe .Tˇ ; 0/ (triângulo ˇ-Hölder Tˇ padrão
pode ser considerado um espaço métrico com a métrica induzida de R2).

Definição 2.2.5. Seja .�; ˇ/ um complexo de Hölder. O conjunto X � Rn é cha-
mado de correspondente geométrico do complexo de Hölder .�; ˇ/ com respeito
ao vértice principal a 2 X se:

1. Existir um homeomorfismo 	 W C� ! X (onde C� é um cone topológico
sobre � ).

2. Seja A � C� o vértice de C� . Então 	.A/ D a:
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Figura 2.1: Triângulo de Hölder Padrão

3. Para cada g 2 E� , o conjunto 	.Cg/ é um triângulo ˇ.g/-Hölder (semial-
gébrico) com respeito ao vértice principal a (onde Cg � C� é um subcone
sobre g). Chamaremos 	 de aplicação representação.

Proposição 2.2.6. Seja ˇ1 ¤ ˇ2. Então os germes .Tˇ1
; 0/ e .Tˇ2

; 0/ não são bi-
Lipschitz equivalentes. Em outras palavras, Tˇ1

não é um triângulo ˇ2-Hölder.

Demonstração. Observe que o triângulo padrão de Hölder, com a métrica com-
primento, é bi-Lipschitz equivalente à métrica induzida ( Tˇ é normalmente mer-
gulhada, ver Birbrair e Mostowski (2000b)), logo é suficiente para provar que os
germes (Tˇ1

; 0) e (Tˇ2
; 0) não são bi-Lipschitz equivalentes com respeito àmétrica

induzida. Suponha ˇ1 > ˇ2 e considere e̊ W .Tˇ1
; 0/ ! .Tˇ2

; 0/ um germe de
aplicação bi-Lipschitz. Seja ˚ 2 e̊. Então, para uma vizinhança suficientemente
pequena U de 0, temos que ˚.@Tˇ1

\U/ � @Tˇ2
. Teremos duas possibilidades.

1. A linha f.x; y/ 2 R2 j y D 0; x ⩾ 0g\U é mapeada por˚ para o mesmo
lado do triângulo: f.x; y/ 2 R2 j y D 0; x ⩾ 0g.

2. A linha f.x; y/ 2 R2 j y D 0; x ⩾ 0g \ U é mapeada para a curva
f.x; y/ 2 R2 j y D xˇ2 ; x ⩾ 0g:

Consideremos o primeiro caso. O segundo caso é tratado da maneira análoga.
Como ˚ é uma aplicação bi-Lipschitz e leva 0 em 0, então existe K > 0 tal
que, para x suficientemente pequeno, obtemos ˚.x; 0/ D .ex; 0/ (ondeex > Kx) e
˚.x; xˇ1/ D .x�; c�ˇ2/, onde x� > Kx). Logo, temos que dind .˚.x; 0/; e̊.x; xˇ //.
Portanto, como ˚ é bi-Lipschitz, para x pequeno, existe um C > 0 tal que
Cxˇ1 ⩾ Kˇ2xˇ2 : Como ˇ1 > ˇ2, temos uma contradição.
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2.3 Triângulo de Hölder

Proposição 2.3.1. SejaX � R2 o seguinte conjunto semialgébricoX D f.x; y/ 2

R2 j 0 ⩽ y ⩽ f .x/; x ⩾ 0g, onde f é uma função semialgébrica com a seguinte
expansão de Newton–Puiseux em 0:

f .x/ D a1x
ˇ1 C

C1X
iD2

aix
ˇi onde ˇi > ˇ1 .i ⩾ 2/ e a1 > 0

Então X é um triângulo ˇ1-Hölder.

Demonstração. Claramente, X é bi-Lipschitz equivalente a eX D f.x; y/ 2 R2 j

0 ⩽ y ⩽ ef ; x ⩾ 0g, onde a expansão de Newton–Puiseux de ef em 0 é a seguinte:

ef .x/ D xˇ1 C

C1X
iD2

eaix
ˇi onde eai D

ai

a1

Seja ˚ W eX ! Tˇ1
uma aplicação definida por:

˚.x; y/ D .˚1.x; y/; ˚2.x; y// D

8̂<̂
:
 
x;
yxˇ1ef

!
; se .x; y/ ¤ .0; 0/;

.0; 0/; se .x; y/ D .0; 0/:

Calculando a derivada de ˚ , obtemos

D˚ D

0BBBBBBBBB@
1 �

y

xˇ1

C1X
iD2

eai .ˇi � ˇ1/x
ˇi �1

� ef .x/

xˇ1

�2

0
xˇ1ef .x/

1CCCCCCCCCA
:

Como .x; y/ 2 eX temos que existe a > 0 tal que y < axˇ1 . Por cálculos
diretos, temos que, para .x; y/ suficientemente próximos de 0, a norma de D˚

(norma usual da matriz) é limitada próximo do zero. Ou seja, temos lim
x 7!0

ef .x/
xˇ1

D

1. Assim, para .x; y/ 2 Int eX suficientemente próximos de .0; 0/,
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j
@˚2

@x
j < j

C1X
iD2

eai .ˇi � ˇ1/x
ˇi �1

j < j 2ea2.ˇ2 � ˇ1/x
ˇ2�1

j

Masea2.ˇ2 � ˇ1/x
ˇ2�1 tende a zero, quando x tende a zero. Portanto, existe

K > 0 tal que a aplicação

˚ jInt. eX\f.x;y/I jxj<Kg/ W Int.eX\f.x; y/I jxj < Kg/ ! Int.Tˇ \f.x; y/I jxj < Kg/

é bi-Lipschitz. Assim, o germe ˚ em 0 é um germe de aplicação bi-Lipschitz.

Seja X � Rn um triângulo ˇ-Hölder semialgébrico e e̊ W .X; a/ ! .Tˇ ; 0/

um germe de aplicação bi-Lipschitz. Considere os conjuntos @1Tˇ D f.x; y/ 2

Tˇ j y D 0g e @2Tˇ D f.x; y/ 2 Tˇ j y D xˇ g e sejam 1 D ˚�1.@1Tˇ /; 2 D

˚�1.@2Tˇ /, para algum ˚ 2 e̊. Chamaremos os germes de 1 e 2 no ponto a
de curvas limites de X . (Às vezes, identificaremos os conjuntos 1 e 2 com seus
germes em a).

Lema 2.3.2 ( Primeiro Lema Estrutural). Sejam X1 um triângulo ˇ1-Hölder
semialgébrico e X2 um triângulo ˇ2-Hölder semialgébrico. Sejam 1

1 , 
1
2 duas

curvas limites de X1 e sejam 2
1 , 

2
2 duas curvas limites de X2. Caso X1 e X2

satisfaçam as condições abaixo:

1. Se X1 e X2 tenham o mesmo vértice principal a.

2. Os germes .2
1 ; a/ e .

1
2 ; a/ forem iguais.

3. .X1; a/ \ .X2; a/ D .2
1 ; a/. (Isto é, a interseção dos germes de conjuntos

é o germe da curva limite).

EntãoX1[X2 é um triânguloˇ-Hölder semialgébrico, ondeˇ D minfˇ1; ˇ2g.

Demonstração. Sejam e̊
1 W .X1; a/ ! .Tˇ1

; 0/ e e̊2 W .X2; a/ ! .�Tˇ2
; 0/ dois

germes de aplicações bi-Lipschitz semialgébricos, tais que e̊1.
1
2 ; a/ e e̊2.

2
1 ; a/

são os germes do eixo x. (Note que �Tˇ2
D f.x; y/ 2 R2 j �xˇ2 ⩽ y ⩽

0; 0 ⩽ x ⩽ 1g - A imagem de Tˇ2
pela simetria do espelho). Defina r1.x/ D

dind .˚
�1
1 .x; 0/; a/ e r2.x/ D dind .˚

�1
2 .x; 0/; a/, onde ˚1 2 e̊

1 e ˚2 2 e̊
2.

Os germes de r1 e r2 em 0 são germes de funções bi-Lipschitz semialgébricas.
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Sejam R1; R2 W R2
C ! R2

C (onde R2
C é o semiplano x ⩾ 0) duas aplicações

definidas da seguinte maneira: R1.x; y/ D .r1.x/; y/; R2.x; y/ D .r2.x/; y/.
Defina 	 W X1 [X2 ! R2 por

	.z/ D

�
R1 ı ˚1.z/; se z 2 X1

R2 ı ˚2.z/; se z 2 X2

Afirmação 2.3.3. e	 (germe de 	 em a) é um germe incorporando bi-Lipschitz
semialgébrico.

Demonstração da Afirmação 2.3.3 Observe que 	 está bem definida e continua
em 2

1 D 1
2 . Pela definição, 	 é uma aplicação semialgébrica. Provaremos que

	 é bi-Lispchitz. Tome z1 2 X1 e z2 2 X2 dois pontos suficientemente próximos
de a. Então existe uma curva  conectando z1 e z2 tal que l.z/ D dl.z1; z2/. Seja
p D 1

2 \  . Então teremos:

dl.z1; z2/ D dl.z1; p/ C dl.z2; p/

Como 	 é bi-Lipschitz em X1 e X2, existe uma constante K > 0 tal que

dl.z1; p/ ⩾ K:dind ..	.z1/; 	.p//; dl.z2; p// ⩾ K:dind .	.z2/; 	.p//

(Escreveremos dind ao invés de dl para os conjuntos R1.Tˇ1
/ e R2.�Tˇ2

/

porque estão localmente normalmente mergulhados numa vizinhança de 0, ver
Birbrair e Mostowski (2000b)). Assim, obtemos

dl.z1; z2/ ⩾ K:dind ..	.z1/; 	.p//CK:dind ..	.z2/; 	.p// ⩾ K:dind .	.z2/; 	.p/

Consequentemente, 	 é uma aplicação Lipschitz. A prova que	�1 é também
uma aplicação Lipschitz é análoga. Portanto, 	 é uma aplicação bi-Lipschitz. □

Temos 	.X1 [ X2/ D R1.Tˇ1
/ [ R2.�Tˇ2

/. Pela Proposição 2.3.1 e Pro-
posição 2.2.6, obtemos que R1.Tˇ1

/ [ R2.�Tˇ2
/ é um conjunto semialgébrico

definido por: �g2.x/ ⩽ y ⩽ g1.x/, onde

g1.x/ D b1x
ˇ1 C

C1X
iD2

bix
ˇi e g2.x/ D c1x

ˇ2 C

C1X
j D2

cjx
ˇj

com ˇi > ˇ1; ˇj > ˇ2; b1; c1 > 0. Seja L W R2
C ! R2

C uma aplicação
definida por L.x; y/ D .x; y C g2.x//. Observe que o germe de L em 0 é uma
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aplicação bi-Lipschitz semialgébrica. Assim, L ı 	.X1 [ X2/ é um conjunto
definido pela seguinte desigualdade: 0 ⩽ y ⩽ g1.x/ C g2.x/; x ⩾ 0. Pela
Proposição 2.3.1, temos que é um triângulo ˇ-Hölder, onde ˇ D fˇ1; ˇ2g.

Lema 2.3.4 (Segundo Lema Estrutural). Seja fXi j Xi � Rngk
iD1 um conjunto

finito de subconjuntos de Rn satisfazendo as seguintes condições:

1. Todo Xi é um triângulo semialgébrico ˇi -Hölder com as curvas limites  i
1

e  i
2.

2. Todos os Xi têm o mesmo vértice principal a.

3. Xi \XiC1 D  i
2 D  iC1

1 .

4. Xi \Xj D a se j ¤ i C 1; j ¤ i; j ¤ i � 1.

Então,
k[

iD1

Xi é um triângulo semialgébrico ˇ-Hölder, onde ˇ D minfˇi j

i D 1; : : : ; kg:

Demonstração. Pode ser deduzido pelo Lema 2.3.2, usando indução em i .

O próximo lema é tipo um corolário do Lema 2.3.2.

Lema 2.3.5. SejaX um triângulo semialgébrico ˇ-Hölder com curvas limites 1,
2 e vértice principal a. Então:

1. Existe um germe de aplicação semialgébrica bi-Lipschitz 	 W .X; a/ !

.Tˇ ; 0/ tal que, para z 2 1 suficientemente próximo de a, temos 	.z/ D

.dind .z; a/; 0/.

2. Existe um germe de aplicação semialgébrica bi-Lipschitz ˚ W .X; a/ !

.Tˇ ; 0/ tal que, para z 2 1 suficientemente próximo de a, temos ˚.z/ D

.x; xˇ /, onde x D dind .z; a/.

Demonstração. 1) Está provado pelo Lema 2.3.2. 2) Seja A;B W R2 ! R2

aplicações definidas por A.x; y/ D .x;�y/I B.x; y/ D .x; y C xˇ /. Defina
˚ D B ı A ı 	 , onde 	 é a aplicação construída em 1).
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Lema 2.3.6. Seja X um triângulo semialgébrico ˇ-Hölder com vértice principal
a e curvas limites 1 e 2. Seja ˚ W X ! Tˇ uma aplicação satisfazendo a
condição 2) do Lema 2.3.5. Seja r.x/ D dind .˚

�1.x; 0/; a/. Então a expansão
de Newton–Puiseux de r.x/ é a seguinte

r.x/ D x C cxˇ C o.xˇ /, onde c 2 R.

Demonstração. Pela desigualdade triangular, obtemos

dind .˚
�1.x; 0/; ˚�1.x; xˇ // ⩾ j dind .˚

�1.x; 0/; a/� dind .˚
�1.x; xˇ /; a/ j

Como dind .˚
�1.x; xˇ /; a/ D x; dind .˚

�1.x; 0/; a/ D r.x/ e ˚ é uma
aplicação bi-Lipschitz, onde K > 0 e que Kxˇ ⩾ j r.x/ � x j.

Lema 2.3.7 (Lema d-parametrização). SejaX um triângulo semialgébricoˇ-Hölder
com vértice principal a e curvas limitadas 1 e 2. Então, existe um germe de apli-
cação semialgébrica bi-LipschitzQ W .X; a/ ! .Tˇ ; 0/ satisfazendo as seguintes
condições:

1. Para z 2 1 suficientemente próximo de a,Q.z/ D .x; xˇ /.

2. Para z 2 2 suficientemente próximo de a,Q.z/ D .x; 0/.

onde x D dind .z; a/.

Demonstração. Seja ˚ W .X; a/ ! .Tˇ ; 0/ uma aplicação satisfazendo a condi-
ção 2) do Lema 2.3.5. Seja � W .Tˇ ; 0/ ! .Tˇ ; 0/ uma aplicação definida por:

�.x; y/ D

�
.r.x/:.1 �

y

xˇ /C x. y

xˇ /; y/; se .x; y/ ¤ .0; 0/

.0; 0/; se .x; y/ D .0; 0/

r.x/ D dind .�
�1.x; 0/; a/ é do Lema 2.3.6. Pela definição, � é uma aplica-

ção semialgébrica. CalculandoD�, obtemos

D� D

0BBB@
@�1

@x
0

@�1

@y
1

1CCCA
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onde,

@�1

@x
D r 0.1 �

y

xˇ
/ C rˇyx�ˇ�1

C yx�ˇ
� yˇx�ˇ

@�1

@x
D
x � r.x/

xˇ

Obtemos, por cálculos simples, que existem constantes K1; K2 > 0 tais que,

para .x; y/ suficientemente próximos de .0; 0/, temos;K1 <
@�1

@x
< K2. Usando

o Lema 2.3.6, temos j
@�1

@y
j < K3 para algum K3 > 0. Por isso, k D� k é

limitado bem longe do 0 e do 1, portanto, � é uma aplicação bi-Lipschitz. Defina
Q D � ı ˚ . Como � D id , para y D xˇ ,Q satisfaz as condições exigidas.

Chamaremos a aplicaçãoQ construída acima como a aplicaçãod -parametrização.

2.4 Cones e Cornetas

Definição 2.4.1. O ˇ-Corneta padrão é um conjunto semialgébrico Hˇ � R3

definida por:

Hˇ D f.x1; x2; y/ 2 R3
j .x2

1 C x2
2/

p
D y2q; y ⩾ 0g

onde ˇ D
p

q
(p e q são números naturais).

Lema 2.4.2 (Lema da Corneta).

1. A ˇ-corneta padrão pode ser representado pela união de conjuntos T 1
ˇ
e T 2

ˇ

(Hˇ D T 1
ˇ

[ T 2
ˇ
), onde T 1

ˇ
e T 2

ˇ
são triângulos semialgébricos ˇ-Hölder

com o mesmo vértice principal e as curvas limitadas 1
1 , 

1
2 de T 1

ˇ
e 2

1 ,
2

2 de T 2
ˇ
tais que 1

1 D 2
2 , 

1
2 D 2

1 e X1 \X2 D 1
1 [ 1

2 .

2. Sejam X1; X2; : : : ; Xk conjuntos semialgébricos tais que:
2.1 TodoXi é um triângulo semialgébrico ˇi -Hölder com a curva limitada
 i

1; 
i
2.

2.2 Todos os Xi têm o mesmo vértice principal a 2 Rn.
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2.3 Se k D 2, então X1 \X2 D 1
1 [ 1

2 ; 
1
1 D 2

2 ; 
1
2 D 2

1 .

2.4 Se k > 2, então Xi \ XiC1 D  i
2 D  iC1

1 ; X1 \ Xk D 1
1 D k

2 e,
para i; j ¤ 1 ou k; j ¤ i; i � 1 ou i C 1; Xi \Xj D a.

Então o germe .X; a/, ondeX D [
k
iD1Xi , é semialgebricamente bi-Lipschitz

equivalente ao germe padrão ˇ-corneta em 0, onde ˇ D miniˇi .

Demonstração. 1) Vamos dividir o ˇ-corneta Hˇ padrão em quatro triângulos
curvilíneos pelas seguintes curvas

�1 D

(
.x1; x2; y/ j x1 D x2 D

yˇ

p
2

)
�2 D

(
.x1; x2; y/ j x1 D �

yˇ

p
2
; x2 D

yˇ

p
2

)
�3 D

(
.x1; x2; y/ j x1 D �

yˇ

p
2
; x2 D �

yˇ

p
2

)
�4 D

(
.x1; x2; y/ j x1 D

yˇ

p
2
; x2 D �

yˇ

p
2

)
Definimos triângulos curvilíneos T j

i � Hˇ .i; j D 1; 2/ da seguinte maneira:

f�1; �2g � @T 1
1 e �3;4 \ T 1

1 D .0; 0; 0/

f�1; �3g � @T 2
1 e �1;4 \ T 2

1 D .0; 0; 0/

f�3; �4g � @T 1
2 e �1;2 \ T 1

2 D .0; 0; 0/

f�4; �1g � @T 2
2 e �2;3 \ T 2

2 D .0; 0; 0/

Todos os triângulosT j
i são bi-Lipschitz equivalent (a equivalência bi-Lipschitz

é dada pela rotação do ângulo �=2). Considere o triângulo T 1
1 . Seja P1 W R3 !

R2 a projeção P1.x1; x2; y/ D .x1; y/. Em cada ponto interno x D .x1; x2; y/ 2

T 1
1 , o ângulo entre o plano tangente TxT

1
1 e o plano coordenada f.x1; x2; y/ j

x2 D 0g é limitado por �
2
. Então, a aplicaçãoP1jT 1

1
é bi-Lipschitz. Pela definição,

P1.T
1
1 / D f.x1; y/ 2 R2 j �

1p
2
yˇ ⩽ x1 ⩽ 1p

2
yˇ I 0 ⩽ y ⩽ 1g. O conjunto

P1.T
1
1 / é bi-Lipschitz equivalente a Tˇ . Então, T 1

1 é bi-Lipschitz equivalente a
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Tˇ . Coloque T 1
ˇ

D T 1
1 [ T 2

1 ; T
2
ˇ

D T 2
1 [ T 2

2 . Pelo Primeiro Lema Estrutural,
T 1

ˇ
e T 2

ˇ
são bi-Lipschitz equivalentes ao triângulo ˇ-Hölder Tˇ padrão. T 1

ˇ
e T 2

ˇ

são chamados de semicornetas.
2) Podemos assumir que ˇ D ˇ1. Por isso, X1 é um triângulo ˇ-Hölder com

o vértice principal a. Observe queX1 pode ser representado pela união de conjun-
tos Y1 e Y2 (isto é, X1 D Y1 [ Y2) onde Y1 e Y2 são triângulos semialgébricos
ˇ-Hölder com vértice principal em a e Y1 \Y2 tem uma curva limite comum. Con-
sidere a aplicação semialgébrica bi-Lipschitz ˚ W .X1; a/ ! .Tˇ ; 0/. O triângulo
ˇ-Hölder padrão Tˇ pode ser dividido em dois triângulos ˇ-Hölder da seguinte
maneira:

T
0

ˇ D f.x; y/ 2 Tˇ j y ⩾ xˇ

2
g; T

00

ˇ D f.x; y/ 2 Tˇ j y ⩽ xˇ

2
g

Defina Y1 D ˚�1.T
0

ˇ
/; Y2 D ˚�1.T

00

ˇ
/. Agora fY1; X2; : : : ; Xkg é um con-

junto finito de triângulos semialgébricos de Hölder satisfazendo as condições do

Segundo Lema Estrutural (Lema 2.3.4). Por isso, Y 0
D Y1 [

0@ k[
iD2

Xi

1A é um

triângulo semialgébrico ˇ-Hölder com vértice principal a. SejamQj

ˇ
W T

j

ˇ
! Tˇ

(onde j D 1; 2 e T 1
ˇ
; T 2

ˇ
- semicornetas), Q1 W Y

0

1 ! Tˇ ; Q2 W Y2 ! Tˇ as
aplicações d -parametrização. DefinaQ W X ! Hˇ por:

Q.z/ D

(
.Q1

ˇ
/
�1
.Q1.z//; se z 2 Y

0

1

.Q2
ˇ
/
�1
.Q2.z//; se z 2 Y2

Pelas propriedades da aplicação d -parametrização, para z suficientemente pró-
ximo de a, Q está bem definida e é bi-Lipschitz. O Lemma da Corneta está pro-
vado!

Definição 2.4.3. O conjunto (semialgébrico) X � Rn é chamado de ˇ-corneta
geométrico (semialgébrico) com respeito ao vértice a se o germe .X; a/ é (semial-
gebricamente) bi-Lipschitz equivalente ao germe .Hˇ ; 0/. Seˇ D 1, o conjuntoX
será chamado de Cone Geométrico (semialgebricamente) com respeito ao vértice
a.
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2.5 Existência do Complexo de Hölder

Teorema 2.5.1. Seja X � Rn um conjunto 2-dimensional, fechado, semialgé-
brico e a 2 X . Então existe um número ı > 0 e um Complexo de Hölder .�; ˇ/
tal queBa;ı \X (ondeBa;ı é a bola fechada centrada em a, de raio ı) é um com-
plexo de Hölder geométrico, semialgébrico correspondente a .�; ˇ/ com vértice
principal a.

Observação 2.5.2. O teorema pode ser obtido pelo corolário de decomposição
de ‘‘L-conjuntos”, ver Parusiński (1994), ou a decomposição em ‘‘panquecas”,
ver Kurdyka (1992a, 2000). A versão 2-dimensional é relatada no resultado de
Bochnak e Risler (1975a).

Aqui apresentamos uma prova do teorema. Na verdade, o resultado é um
pouco diferente do resultado deKurdyka (1992a, 2000). Precisamos que as ‘‘panquecas”
(ou o triângulo de Hölder) sejam subconjuntos fechados de X , e a decomposição
tem que ser uma triangulação.

Demonstração. Seja fe1; e2; : : : ; eng uma base ortonormal emRn; R2
ij D spanfei ; ej g

e Pij W Rn ! R2
ij uma projeção ortogonal. Considere a aplicação de Gauss

G W X � SingX ! G.2; n/ (onde G.x/ D TxX 2 G.2; n/). Seja
U "

ij D

n
m 2 G.2; n/ j ângulo.m;R2

ij / <
�

2
� "

o
Lema 2.5.3. Existe "0 > 0 suficientemente pequeno tal que

[
1⩽i;j⩽n

U
"0

ij D

G.2; n/.

Demonstração. É claro que fU "
ij g

">0;1⩽i;j⩽n
é uma cobertura aberta de G.2; n/.

ComoG.2; n/ é um espaço compacto, existe uma subcobertura finita fU
"k

ij g
1⩽i;j⩽n;1⩽k⩽K

dele. Seja "0 D min
1⩽k⩽K

"k . Então
K[

kD1

[
ij

U
"k

ij D
[
ij

U
"0

ij (porque U "1

ij � U
"2

ij , se

"2 < "1). Por isso, G.2; n/ D
[

1⩽i;j⩽n

U
"0

ij . Lema provado!

Seja Xij D G�1.U
"0

ij /. Pelo Lema 2.5.3, fXij g1⩽i;j⩽n é uma cobertura de
X � SingX . Se a 2 SmoothX , então existe um par .i; j / tal que a 2 Xij .
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Seja ı um número tal que Pij jXij \Ba;2ı
é uma aplicação bi-Lipschitz. (Esse nú-

mero existe pelo Lema 2.5.3, ∠.TaX;R
2
ij / <

�

2
� "). Por isso, Pij .X \ Ba;2ı/

é um conjunto aberto contendo Pij .a/. Significa que Pij .X \ Ba;ı/ pode ser
dividido em quatro triângulos 1-Hölder (quadrantes). Finalmente, X \ Ba;ı é o
complexo de Hölder geométrico, semialgébrico correspondente a .�; ˇ/, onde � é
um ‘‘retângulo” (com vértices: a1; a2; a3; a4 e bordas: .a1; a2/, .a2; a3/, .a3; a4/,
.a4; a1/ e ˇ.g/ D 1, para cada g 2 E� .

Considere agora o caso: a 2 SingX . Seja .i0; j0/ o menor par lexicografi-
camente tal que a 2 X i0j0

. Seja Xk
i0j0

(onde k D 1; : : : ; K) um subconjunto de
X i0j0

satisfazendo as seguintes condições:

1. Todo Xk
i0j0

são conjuntos semialgébricos fechados.

2. Para cada k; a 2 Xk
i0j0

.

3. Existe um ı1 > 0 tal que Ba;ı1
\X i0j0

�
[
k

Xk
i0j0

4. Para cada k, existe um ı2 > 0 tal que, para todo ı < ı2, temos: Xk
ij \Ba;ı

é um triângulo curvilíneo. Um subconjunto A � Rn é chamado de triângulo
curvilíneo com os vértices a1; a2; a3 se: a). A é uma subvariedade topológica
2-dimensional com borda; b) A fronteira @A de A é a união dos pontos a1; a2; a3

e as curvas suaves conectando esses pontos, chamados de bordas do triângulo; c)
IntA é suave, ver Birbrair e Sobolevsky (1999a). O ponto a é um vértice desse
triângulo e outros vértices pertencem a Sa;ı (a esfera de centro a e raio ı).

5. Para k1 ¤ k2, existem as seguintes possibilidades para Xk1

i0j0
\ X

k2

i0j0
\

Ba;ı D Y ;
5.1 Y D a.
5.2 Y é a borda comum desses triângulos curvilíneos.
5.3 Y é a união de duas arestas comuns desses triângulos curvilíneos.
6. Para cada k, Pi0j0

jXk
i0j0

é um homeomorfismo para a imagem.

A existência de uma decomposição que satisfaça as propriedades acima é um
corolário do Teorema de Tarski–Seidenberg e do segundo Teorema Estrutural de
Benedetti e Risler (1990a) (ver também Kurdyka (2000)).
Afirmação 2.5.4. Para cada k, existe ˇ.k/ tal que Xk

i0j0
\ Ba;ı é um triângulo

ˇ.k/-Hölder semialgébrico.
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Demonstração da Afirmação 2.5.4. Podemos assumir que Pi0j0
.a/ D .0; 0/ e

Pi0j0
.Xk

i0j0
/ (numa vizinhança suficientemente próxima de .0; 0/) é delimitado

por dois gráficos de funções semialgébricas f1.x/ e f2.x/. Usando a mesma téc-
nica da Seção 2.3 (Proposição 2.3.1 e Lema 2.3.2) podemos obter a afirmação.

Considere o conjunto XN D Cl.X � Xi0j0
/ e repetindo a construção acima,

obtemos uma decomposição de X \Ba;ı (onde ı é suficientemente pequeno) em
uma união de triângulos de Hölder Xk

ij semialgébricos e (possivelmente) alguns
conjuntos ls 1-dimensional (onde s D 1; : : : ; S ) tais que a 2 ls , para cada s, e
ls é homeomórfico a um segmento fechado. Vamos construir um gráfico � da
seguinte maneira:

1. V� é o conjunto de todos os vértices do triângulo curvilíneo Xk \ Ba;ı .

2. E� é o conjunto de arestas de triângulos curvilíneos Xk
ij \ Ba;ı não co-

nectado com a.
Pela construção, X \ Ba;ı é um cone topológico sobre � . Iremos definir

uma função ˇ da seguinte maneira. Considere g 2 E� , assim, g é uma borda
de algum Xk

ij \ Ba;ı . Sabemos que Xk
ij \ Ba;ı , para algum ˇ, é um triângulo

ˇ-Hölder semialgébrico (ver Afirmação 2.5.4). Coloque ˇ.g/ D g. O teorema
está provado.

2.6 Simplificação de Complexos de Hölder

Sejam � um gráfico sem laço e b0 um vértice de � .

Definição 2.6.1. Dizemos que b0 é um vértice não crítico de � se for incidente
com exatamente duas arestas diferentes g1 e g2 e essas arestas conectam dois
vértices diferentes b1 e b2 com b0.

Se este vértice b0 é conectado com g1 e g2 com apenas um outro vértice eb0

dizemos que b0 é um vértice do laço.
Outros vértices de � (que não são críticos e nem laços) são chamados de vér-

tices críticos de � .
Se b0 é um vértice não crítico de � nos podemos definir uma cirurgia˝b0

da
seguinte maneira. Seja ˝b0

.� / o grafo sem vértice b0 e as arestas g1 e g2, mas
com uma nova aresta, g conectando b1 e b2.

Definição 2.6.2. Dizemos que� é um grafo simplificado se houver apenas vértices
críticos e de laço de � .
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Definição 2.6.3. Dizemos que � 0 é simplificação de � se:

1. � 0 é grafo simplificado.

2. � 0 é obtida de � usando uma família finita de cirurgias ˝b .

que pode ser obtido da AAA, usando uma família finita de cirurgias AAA.

Proposição 2.6.4. Cada grafo finito tem sua simplificação. A simplificação é
única a menos de um isomorfismo.

Demonstração. A prova é direta!

Teorema 2.6.5 (Teorema de Simplificação de Grafos). Sejam �1 e �2 dois grafos
homeomorfos a espaços topológicos na topologia de grafos naturais. Sejam � 0

1 a
simplificação de �1 e � 0

2 a simplificação de �2. Então �
0

1 é isomorfo a � 0

2 .

Demonstração. Pela definição de simplificação (a saber, da cirurgia ˝b), o grafo
é homeomorfo a sua simplificação:

�1
homeo∽ �

0

1 ; �2
homeo∽ �

0

2

Uma vez �1
homeo∽ �2, temos que �

0

1 é homeomorfo a � 0

2 . Seja h W �
0

1 ! �
0

2
o homeomorfismo. �1 e�2 são grafos simplificados, portanto, eles têm apenas vér-
tices críticos ou em laços. Sejam fa1

1; a
1
2; : : : ; a

1
k
g o conjunto dos vértices críticos

de � 0

1 e fa2
1; a

2
2; : : : ; a

2
mg o conjunto dos vértices críticos de � 0

2 . �
0

1 e � 0

2 não
são variedades topológicas 1-dimensional apenas nas vizinhanças desses pontos.
Portanto, k D m e h.fa1

1; a
1
2; : : : ; a

1
k
g/ D fa2

1; a
2
2; : : : ; a

2
k
g. Vamos definir a

aplicação l , no conjunto de vértices críticos, da seguinte maneira:

l j
fa1

1;a1
2;:::;a1

k
g

D h j
fa1

1;a1
2;:::;a1

k
g

Isto é, l.a1
i / D h.a1

i /. Vamos considerar uma aresta g
1 2 E

�
0

1

. Temos as
seguintes opções:

1. A aresta g1 conecta dois vértices críticos a1
i1 e a1

i2 de � 0

1 . Pelo fato de
h ser um homeomorfismo, existe uma aresta g2 2 E

�
0

2

conectando os vértices
h.a1

i1/ D l.a1
i1/ e h.a

1
i2/ D l.a1

i2/ do grafo �
0

2 . Por l.g
1/ D g2.

2. A aresta g1 2 E
�

0

1

conecta o vértice crítico a1
i e o vértice do laço b1

s de � 0

1 .
Pela definição do vértice do laço, existe outra aresta zg1 conectando b1

s e a1
i . Como
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h é homeomorfismo e não existe laço no grafo � 0

2 , temos um vértice de laço b2
t D

h.b1
s / conectado com h.a1

s / pelas arestas g2 e zg2. Note l.b1
s / D b2

t ; l.g
1/ D g2

e l.zg1/ D zg2.
3. A aresta g1 conecta dois vértices de laço b1

s e b1
r do grafo � 0

1 . Consequen-
temente, existe outra aresta zg1 conectando b1

s e b1
r . O homeomorfismo h leva o

círculo isolado de � 0

1 ao círculo isolado � 0

2 . Uma vez que � 0

2 é um grafo sem
laço, existem dois vértices b2

t e b2
u nesse círculo isolado. Esses vértices dividem

o círculo em duas partes. Chamaremos uma delas g2 e a segunda zg2. Coloque
l.b1

s / D b2
t ; l.b

1
r / D b2

u; l.g
1/ D g2; l.zg1/ D zg2. A aplicação construída g é

um isomorfismo de grafo. O teorema está provado!

Observação 2.6.6. Dizemos que o isomorfismo l é induzido pelo homeomorfismo
h.

Agora vamos construir uma simplificação do Complexo de Hölder.
Operação ˝b0

Considere o grafo� que não é simplificado. Seja .�; ˇ/ o complexo de Hölder.
Seja�1 umgrafo obtido de� por uma cirurgia˝b0

. Definaˇ1.g/ Dminfˇ.g1/; ˇ.g2/g.
Assim, definimos a função ˇ1 no conjunto de todas as arestas do grafo �1 (outras
arestas de � diferentes de g1 e g2 não mudam e ˇ1 D ˇ). Coloque .�1; ˇ1/ D

˝b0
.�; ˇ/.
Operação �b0

Suponha que b0 é um laço do vértice de � : é um incidente com exatamente
duas arestas diferentes g1 e g2, que conectam b0 com outro vértice zb0. Coloque
ž.g1/ D ž.g2/ D minfˇ.g1/; ˇ.g2/g e ž.g/ D ˇ.g/ se g ¤ g1 ou g2.

Definição 2.6.7. Dizemos que o complexo de Hölder .�; ˇ/ é simplificado se as
operações˝b0

e�b0
não podem ser aplicadas a .�; ˇ/. Isso significa que existem

apenas vértices críticos e de laços em � , b0 é o vértice de laço e g1; g2 são duas
arestas conectando b0 com zb0, então ˇ.g1/ D ˇ.g2//.

Definição 2.6.8. Dizemos que o complexo de Hölder .� 0; ˇ0/ é a simplificação de
.�; ˇ/ se

1. .� 0; ˇ0/ é simplificado.

2. .� 0; ˇ0/ pode ser obtido de .�; ˇ/, usando operações �b e �c várias vezes
(para diferentes b e c).
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Proposição 2.6.9. Cada Complexo de Hölder possui uma simplificação. Duas
simplificações do mesmo Complexo de Hölder são combinatorialmente equivalen-
tes.

Demonstração. A parte da existência é óbvia. Seja .� 0

1; ˇ
0

1/ e .�
0

2; ˇ
0

2/ duas sim-
plificações de .�; ˇ/. Pela Proposição 2.6.4, os grafos � 0

1 e � 0

2 são isomorfos.
Considere as arestas g1 2 E

�
0

1

e a aresta correspondente g2 2 E
�

0

2

. Pelas defini-
ções das operações ˝b e �b; ˇ

0

1.g1/ D ˇ
0

2.g2/: A proposição está provada!

2.7 Complexo de Hölder Canônico – Teorema de Classifi-
cação

Nesta seção, formularemos e demonstraremos o resultado mais importante deste
trabalho, o Teorema de Classificação.

Lema 2.7.1 (Lema de Simplificação). Seja X um subconjunto semialgébrico, 2-
dimensional de Rn e a 2 X . Seja .�; ˇ/ o Complexo de Hölder tal que, para
algum ı > 0; X \ Ba;ı é um Complexo de Hölder Geométrico semialgébrico
correspondendo a .�; ˇ/, com o vértice principal a. Seja . z� ; ž/ a simplificação
de .�; ˇ/. Então X \ Ba;ı é o Complexo de Hölder Geométrico semialgébrico
correspondente a . z� ; ž/ com o vértice principal a.

Demonstração. Observe que basta provar as afirmações abaixo para os seguintes
casos:

1. . z� ; ž/ D ˝b0
.�; ˇ/, para algum vértice não crítico b0.

2. . z� ; ž/ D �b0
.�; ˇ/, para algum laço do vértice b0.

Considere o caso 1). Seja b0 um vértice incidente não crítico com arestas
g1; g2 de� . Os conjuntos	.Cg1/ e	.Cg2/ (definidos na Seção 2.2) são triângu-
los de Hölder satisfazendo as condições do Primeiro Lema Estrutural (Seção 2.3).
Seja zg uma aresta de z� obtida pela operação ˝b0

. Por isso, 	.Cg1/ e 	.Cg2/

são triângulos ž.zg/-Hölder semialgébricos com vértice principal a. Significa que
X \Ba;ı é um Complexo de Hölder Geométrico semialgébrico correspondente a
. z� ; ž/.

Considere o caso 2). Seja b0 2 V� um vértice do laço e b1 2 V� um outro
vértice tal que b0 e b1 são conectadas pelas arestas g1 e g2. Então, pelo Lema
das Cornetas, 	.Cg1/ [ 	.Cg2/ é ž-corneta Geométrica semialgébrica (onde
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ž Dminfˇ1; ˇ2g). Sejam ž
0 D �b0

.b0/; zg1 D �b0
.g1/ e zg2 D �b0

.g2/. Pode-
mos definir z	.C zg1/ e z	.C zg2/ como é feito na prova do Lema das Cornetas. Por
isso, X \ Ba;ı é um Complexo de Hölder Geométrico semialgébrico correspon-
dente a . z� ; ž/.

Esse lema motiva a seguinte definição:

Definição 2.7.2. SejaX � Rn um conjunto semialgébrico 2-dimensional e a 2 X .
Seja .�; ˇ/ um Complexo de Hölder tal que, para algum ı > 0, X \ Ba;ı é um
Complexo de Hölder Geométrico semialgébrico correspondente a .�; ˇ/. Então
a simplificação . z� ; ž/ de .�; ˇ/ é chamada de Complexo de Hölder Canônico de
X em a.

Observação 2.7.3. Pelo Lema 2.7.1, X \ Ba;ı é um Complexo de Hölder Geo-
métrico semialgébrico correspondente a . z� ; ž/ com vértice principal a.

Teorema 2.7.4 (Teorema de Classificação). Sejam X1; X2 � Rn um conjunto
semialgébrico 2-dimensional, a1 2 X1 e a2 2 X2. Então os germes .X1; a1/

e .X2; a2/ são bi-Lipschitz equivalente se e somente se os Complexos de Hölder
Canônicos de X1 em a1 e de X2 em a2 são combinatorialmente equivalentes.

Observação 2.7.5. Uma vez que a identidade é um aplicação bi-Lipschitz, a sin-
gularidade de um Complexo de Hölder Canônicos é um corolário imediato do
Teorema 2.7.4. A estrutura de um Complexo de Hölder obtido na seção não é
canônica, mas, após o procedimento de simplificação, obtemos um objeto canô-
nico.

Demonstração do Teorema 2.7.4. )c Sejam .X1; a1/ e .X2; a2/ germes bi-Lipschitz
equivalentes. Sejam .�1; ˇ1/ e .�2; ˇ2/ dois Complexos de Hölder Canônicos de
X1 em a1 e X2 em a2 respectivamente. Então, pelo Teorema de Simplificação de
Grafos, �1 é isomorfo a �2. Seja z̊ W .X1; a1/ ! .X2; a2/ um germe de apli-
cação bi-Lispchitz ˚ 2 z̊ . Seja i o isomorfismo de grafos �1 e �2 induzido por
˚ (ver Seção 2.6). Seja g 2 E�1

uma aresta de �1 não conectada com vértice
do laço. Então z̊ W .	.Cg/; g1/ ! .	2.C.i.g///; a2/ (onde ˚1; ˚2 são aplica-
ções de apresentação (ver Seção 2.2)) e ˇ1.g/ D ˇ2.i.g// (pela Proposição 2.2.6).
Seja g uma aresta conectada com algum vértice de laço b0. Seja g0 outra aresta
conectada com b0. Então o germe do conjunto 	.Cg [ Cg0/ é aplicado por z̊

ao germe do conjunto 	2.C.i.g// [ C.i.g0///. Da mesma forma, obtemos que
ˇ1.g/ D ˇ2.i.g//. Por isso, .�1; ˇ1/ e .�2; ˇ2/ são combinatorialmente equiva-
lentes.
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b( Sejam .�1; ˇ1/ e .�2; ˇ2/ combinatorialmente equivalentes. Seja i W

�1 ! �2 um isomorfismo tal que, para cada g 2 E�1
; ˇ1.g/ D ˇ2.i.g//. Seja

g 2 E�1
e considere o conjunto 	1.Cg/. O triângulo ˇ1.g/-Hölder é semialgé-

brico. Sejam z̊1
g W .	1.Cg/; a1/ ! .Tˇ1.g/; 0/ e z̊2

i.g/
W .	2.C i.g//; a2/ !

.Tˇ1.g/; 0/ os germes das aplicações d -parametrização (ver Seção 2.3). Defina a
aplicação F W .X1; a1/ ! .X2; a2/ por

F.z/ D ˚2
i.g/ ı ˚1

g ; paraz 2 Cg.onde˚1
g 2 z̊1

g ; ˚
2
i.g/ 2 z̊2

i.g//

Usando o mesmo argumento da prova do Primeiro Lema Estrutural e o Lema
das Cornetas, podemos provar que o germe F em a1 é um germe de aplicação
bi-Lipschitz.

Observação 2.7.6. Observe que a aplicação construída é semialgébrica.

Corolário 2.7.7. Sejam .X1; a1/ e .X2; a2/ germes de conjuntos semialgébricos
2-dimensional. Se eles forem equivalentes bi-Lipschitz, então eles são semialge-
bricamente bi-Lipschitz equivalentes.

2.8 Semicomplexo de Hölder e Complexo de Hölder

Aqui vamos comparar os invariantes bi-Lipschitz de germes de curvas semialgé-
bricas definidos neste trabalho com invariantes bi-Lipschitz de germes de super-
fícies semialgébricas, ver Birbrair (1999). Um invariante bi-Lipschitz intrínseco
completo de conjuntos semialgébricos 2-dimensionais é chamado de Complexo
de Hölder.

O Complexo de Hölder é o par .�; ˇ/, onde � é um grafo finito e ˇ é uma
função de valor racional definida no conjunto de arestas de � . Todas as definições
e resultados relacionados a esse assunto podem ser encontrados emBirbrair (1999)
e Birbrair e Sobolevsky (1999b).

Seja .�; ˇ/ um Complexo de Hölder. Um vértice a 2 � é chamado essencial
se, para toda vizinhança Ua de a, temos: Ua não é uma variedade topológica 1-
dimensional (em outras palavras, a não é artificial nem umvértice de laço de� , ver
Birbrair (1999)). Iremos definir o Semicomplexo de Hölder .eA; ę/ correspondente
a .�; ˇ/ da seguinte maneira:

1. O conjunto V eA dos vértices de eA é o conjunto de todos os vértices essenciais
de � .
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2. Sejam a1; a2 vértices de eA. Seja P o conjunto de todos os caminhos finitos
 D fg1; : : : gsg ( onde g1; : : : gs 2 E� ) conectando g1 a g2. Definamos

ę.a1; a2/ D

(
1; se a1; a2 pertencem à componente conexas diferentes de � I

max
2P

min
gk2

ˇ.gk/:

Proposição 2.8.1. .eA; ę/ é um Semicomplexo de Hölder.

Demonstração. Iremos provar a propriedade isósceles. Sejam a1; a2; a3 três vérti-
ces de eA tais que ę.a1; a2/ ⩽ ę.a2; a3/ ⩽ ę.a1; a3/. Suponhamos que a1; a2; a3

pertençam a uma mesma componente conexa de � . (Caso contrário, a proposição
é trivial). Sejam fg1; : : : ; gkg um caminho em� conectando a1 e a2, fg0

1; : : : ; g
0
sg

um caminho em� conectando a2 e a3. Assim, ę.a2; a3/ ⩽ minfę.a1; a2/; ę.a1; a3/g.
Como ę.a1; a2/ ⩽ ę.a1; a3/, obtemos que ę.a2; a3/ D ę.a1; a2/.

Seja Y � Rn um conjunto semialgébrico 2-dimensional. Seja Y D Y 0 [

Y 1 [Y 2 uma estratificação de Y , obtida da seguinte maneira: Seja Y 2 o conjunto
de todos os pontos y 2 Y tais que exista uma vizinhança Uy � Rn, de modo que
Uy \Y é uma variedade topológica 2-dimensional. Seja Y 1 o conjunto dos pontos
de Y �Y 2 tais que, todoey 2 Y 1, existe uma vizinhança Uey onde Uey\ .Y �Y 2/

é uma variedade topológica 1-dimensional. Defina Y 0 D Y � Y 2 � Y 1. Por
Benedetti e Risler (1990a), Y 0; Y 1 e Y 2 são conjuntos semialgébricos e, assim,
Y 0 é finito, ver também King (1985).

Sejam y0 2 Y 0 e y0 2 Cl.Y 1/ (onde Cl.Y 1/ significa o fecho de Y 1). Então
o germe deCl.Y 1/ em y0 é o germe de um conjunto semialgébrico 1-dimensional.
Seja .A; ˛/ o Semicomplexo de Hölder associado a .C l.Y 1/; y0/ (isto é, .A; ˛/ D

sh.C l.Y 1/; y0//. Seja .�; ˇ/ um Complexo de Hölder canônico de Y em y0, ver
Birbrair (1999). Seja .eA; ę/ o Semicomplexo de Hölder correspondente a .�; ˇ/
definida acima.

Teorema 2.8.2. 1. Existe um morfismo m W .eA; ę/ ! .A; ˛/.

2. Se y está localmente normalmente mergulhado em y0, ver Birbrair e Mos-
towski (2000a), então .eA; ę/ e .A; ˛/ são isomorfos.

Demonstração. 2). Sejam Y 1
i e Y 1

j dois ramos (panquecas) de Cl.Y 1/. Sejam
ai e aj dois vértices em .�; ˇ/. Suponha que ai e aj pertençam a uma mesma
componente conexa de � . Seja  D fg1; : : : ; gsg um caminho ‘‘maximal” em
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� conectando ai e aj (significa que ę.ai ; aj / D min
gk2

ˇ.gk//. Pelos resultados
de Birbrair (1999), a união dos triângulos curvilíneos correspondentes às arestas
g1; : : : ; gs é bi-Lipschitz equivalente ao triângulo de ę.ai ; aj /-Hölder padrão. Se-
jam ai .r/ 2 Y 1

i e aj .r/ 2 Y 1
j pontos tais que

dind .ai .r/; y0/ D dind .aj .r/; y0/ D r:

Usando os resultados de Birbrair (ibid.) ou Kurdyka e Orro (1997), obtemos
que existem duas constantes K1 e K2 tais que

K1dl.ai .r/; y0/ ⩽ rę.ai ;aj / ⩽ K2dl.ai .r/; y0/

(onde dl é a métrica comprimento). Como Y é localmente normalmente mer-
gulhado emy0, obtemos (usando os resultados das Seções 1.1 a 1.3) que˛.ai ; aj / Dę.ai ; aj /. Se ai e aj pertencem a componentes conexas diferentes de � , então
˛.ai ; aj / D 1 (porque Y é localmente normalmente mergulhado).

1). Se Y não for localmente normalmente mergulhado em y0. Seja eY a
‘‘normalização” obtida em Birbrair e Mostowski (2000a). Seja eY 0 [ eY 1 [ eY 2

a estratificação topológica canônica de eY . Seja ˚ W eY ! Y uma aplicação semi-
algébrica satisfazendo as seguintes condições:

a) ˚ é uma aplicação bi-Lipschitz com respeito à métrica comprimento.
b) ˚ é uma aplicação Lipschitz com respeito à métrica induzida. A existência

desta aplicação é mostrada em Birbrair e Mostowski (ibid.). Claramente ˚.eY 1 [eY 0/ D Y 1 [ Y 0. Sejam eY 1
i e eY 1

j dois ramos de eY 1 e seja ey0 D ˚�1.y0/. Sejameai .r/ 2 eY 1
i eeaj .r/ 2 eY 1

j dois pontos tais que

dind .eai .r/;ey0/ D dind .eaj .r/;ey0/ D r:

Por Birbrair e Mostowski (ibid.), temos

dind .eai .r/;eaj .r// ⩾ dind .ai .r/; aj .r//;

para r suficientemente pequeno. Como eY é normalmente mergulhada, obtemos
que .eA; ę/ é um Semicomplexo de Hölder associado a .C l.eY 1/;ey0/. Como

dind .eai .r/;eaj .r// D rę.ai ;aj /
C o.rę.ai ;aj //;

dind .ai .r/; aj .r// D r˛.ai ;aj /
C o.r˛.ai ;aj //;
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temos que

ę.ai ; aj / ⩽ ˛.ai ; aj /: (2.1)

Defina m.ai / D ai , para todo i . Pela inequação (2.1), m é um morfismo de
Semicomplexo de Hölder.

Observação 2.8.3. Se Y não estiver normalmente mergulhado .A; ˛/ e .eA; ę/ não
são necessariamente isomorfismos.

Exemplo 2.8.4. Seja .�; ˇ/ o Complexo de Hölder tal que � tem mais de um
vértice essencial. Seja a1 e a2 dois vértices essenciais. Seja � 0 um novo grafo
obtido por � adicionando uma nova aresta h conectando a1 e a2. Defina ˇ0.h/ >

max
g2E�

ˇ.g/. Então .� 0; ˇ0/ é um Complexo de Hölder. Usando o algoritmo de Bir-

brair e Sobolevsky (1999b) construímos um conjunto Y e um ponto y0 de modo
que, .Y; y0/ é um Complexo de Hölder Geométrico correspondente a .�; ˇ/. Su-
ponhamos que Y é normalmente mergulhado (caso contrário, podemos obtê-lo
usando Birbrair e Mostowski (2000a)). Considere agora um conjunto semialgé-
brico Y 0 obtido por Y cortando o triângulo correspondente a aresta h. Para este
conjunto, os Semicomplexos de Hölder considerado acima não são isomórficos.

Proposição 2.8.5. Sejam .Y1; y1/ e .Y2; y2/ dois germes de conjuntos semialgé-
bricos 2-dimensionais tais que .Y1; y1/ e .Y2; y2/ são bi-Lipschitz equivalentes
com respeito a métrica induzida. Então o Semicomplexo de Hölder correspon-
dente .A1; ˛1/ e .A2; ˛2/ são isomórficos.

Demonstração. A prova é direta!

2.9 Teorema de Realização
Em Birbrair e Sobolevsky (1999a), provamos o seguinte Teorema.

Teorema 2.9.1 (Teorema de Realização). Seja .�; ˇ/ um Complexo de Hölder.
Então existe um conjunto fechado, 2-dimensional, semialgébrico X e a 2 X , tal
que, para algum ı > 0; X \ Ba;ı é um Complexo de Hölder Geométrico semial-
gébrico correspondente a .�; ˇ/ com o vértice principal a.

Observação 2.9.2. Todos os resultados das seções de 1 a 7 permanecem verdadei-
ros se substituirmos a palavra ‘‘semialgébrica” pela palavra ‘‘subanalítica” (e
o Teorema de Tarski–Seidenberg pelo Teorema de Gabrielov em todas as provas).
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Corolário 2.9.3. SejaX � Rn um conjunto fechado, subanalítico, 2-dimensional
e a 2 X . Então existe um conjunto fechado, semialgébrico, 2-dimensional Y �

Rn e b 2 Y tais que o germeX em a, é subanaliticamente bi-Lispchitz equivalente
ao germe Y em b, com respeito à métrica comprimento.



3 Mergulho
Normal

3.1 Mergulho normal de subconjuntos semialgébricos

Seja X um subconjunto semialgébrico conexo de Rn. Como todo conjunto semi-
algébrico conexo é conexo por caminhos, podemos definir as duas seguintes mé-
tricas em X . A primeira é a métrica induzida de Rn, que denotaremos por dind .
A segunda é a métrica do comprimento, definida como segue. Dados x1; x2 2 X ,
seja � o conjunto de todas as curvas suaves por partes  ligando x1 e x2 (i.e.,
 W Œ0; 1� ! X tal que .0/ D x1 e .1/ D x2); defina dl.x1; x2/ D inf2� l./,
onde l./ denota o comprimento de  .

Definição 3.1.1. O conjunto X diz-se normalmente mergulhado em Rn se as mé-
tricas dind e dl forem equivalentes. Isto significa que existe uma constanteC > 0

tal que, para quaisquer x1; x2 2 X , temos dl.x1; x2/ ⩽ Cdind .x1; x2/.

Observação 3.1.2. De modo análogo, podemos definir mergulho normal em qual-
quer subconjunto estratificado conexo por arcos Y � Rn. Observe que se X é
normalmente mergulhado em Y e Y é normalmente mergulhado em X , então X
é normalmente mergulhado em Z.
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Definição 3.1.3. O conjunto X diz-se localmente normalmente mergulhado no
ponto x0 2 X se existe uma bolaBx0;r centrada em x0 de raio r tal queBx0;r \X

é normalmente mergulhado. Em outras palavras, dizemos que o germe de X em
x0 é normalmente mergulhado ou que o par .X; x0/ é normalmente mergulhado.

Definição 3.1.4. Sejam X um conjunto semialgébrico e Y � X . Dizemos que Y
é relativamente normalmente mergulhado em X se existe uma constante C > 0

tal que, para quaisquer x 2 X e y 2 Y , temos dl.x; y/ ⩽ Cdind .x; y/.

Observação 3.1.5. SejaX D
Sk

iD1 Yi onde cada Yi é relativamente normalmente
mergulhado em X . Então X é normalmente mergulhado.

Proposição 3.1.6. Seja X um conjunto compacto localmente normalmente mer-
gulhado em cada ponto x 2 X . Então X é normalmente mergulhado.

Exemplo 3.1.7. Toda subvariedade suave compactaX de Rn é normalmente mer-
gulhada.

Exemplo 3.1.8. A cúspide usual X D f.x1; x2/ 2 R2 j x3
1 D x2

2g não é normal-
mente mergulhada em 0. Para ver isso, considere a sequência ti D

1
i
e os pontos

xi D .ti ; t
3
2

i / e y
i D .ti ;�t

3
2

i /. Tem-se que dl.x
i ; yi / D 2ti C o.ti /, enquanto

que dind .x
i ; yi / D 2t

3
2

i . Isto implica que dl.x
i ; yi / não pode ser superiormente

limitada por Cdind .x
i ; yi /.

Exemplo 3.1.9. A ˇ-corneta usual (ˇ ⩾ 1), vide Birbrair (1999).

Hˇ D f.x1; x2; y/ 2 R3
j .x2

1 C x2
2/

q
D y2p

Iy ⩾ 0Iˇ D
p

q
Ip; q 2 Ng

é normalmente mergulhada.

Exemplo 3.1.10. O ˇ-triângulo de Hölder (ˇ ⩾ 1), vide Birbrair (ibid.).

Tˇ D f.x; y/ 2 R2
j 0 ⩽ y ⩽ xˇ

I 0 ⩽ x ⩽ 1g

é normalmente mergulhado. (A demonstração deste fato é trivial.) O duplo ˇ-
triângulo de Hölder

DTˇ D f.x; y/ 2 R2
j jyj ⩽ xˇ ; 0 ⩽ x ⩽ 1g

é também normalmente mergulhado.
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Exemplo 3.1.11. Considere o subconjuntoX de R3 definido da seguinte maneira.
Seja Hˇ a ˇ-corneta usual e seja Px1

W Hˇ ! R2 a projeção Px1
.x1; x2; y/ D

.x2; y/. Claramente, Px1
.Hˇ / D DTˇ . Seja ˇ1 > ˇ; então DTˇ1

� DTˇ . De-
fina X D Hˇ � Int.P�1

x1
.DTˇ1

//. Pelos mesmos argumentos usados no Exem-
plo 3.1.8, obtemos que X não é normalmente mergulhado.

Proposição 3.1.12. (Decomposição em panquecas) [Kurdyka (1992a, 2000) e Pa-
rusiński (1994)] Seja X � Rn um conjunto semialgébrico fechado. Então existe
um conjunto finito de subconjuntos fXig tal que:

1. cada Xi é um semialgébrico fechado contido em X .

2. X D
S

i Xi .

3. dim.Xi \Xj / < min.dimXi ; dimXj / para cada i ¤ j .

4. cada Xi é normalmente mergulhado em Rn.

Os subconjuntos Xi são chamados de panquecas e uma decomposição satisfa-
zendo (1)–(4) é dita uma decomposição em panquecas.

Observação 3.1.13. Esse resultado deve-se a A. Parusiński. Outra demonstração
foi dada em Kurdyka (1992a), apresentada (para X aberto sendo o caso essen-
cial) em Kurdyka (2000). Em geral, conjuntos L-regulares de Parusiński (1994)
possuem propriedades adicionais. Nomeadamente, cada conjuntoL-regular é nor-
malmente mergulhado, mas a recíproca não é necessariamente verdadeira. Aqui
nós usaremos as propriedades (1)–(4) descritas acima.

Nosso resultado principal é o seguinte:

Teorema 3.1.14. Seja X um subconjunto semialgébrico compacto e conexo de
Rn. Então, para cada � > 0, existe um conjunto semialgébrico X� � Rm tal
que:

1. X� é semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente a X com relação à mé-
trica do comprimento.

2. X� é normalmente mergulhado em Rm.

3. A distância de Hausdorff entre X e X� é menor do que �.
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3.2 Métrica da panqueca

SejaX � Rn um conjunto semialgébrico fechado. Seja fXj gN
j D1 uma decomposi-

ção de X em panquecas. Considere x1; x2 2 X e seja fy1; : : : ykg uma sequência
de pontos satisfazendo as seguintes condições:

1. y1 D x1 e yk D x2.

2. Cada par yi ; yiC1 está em uma mesma panqueca Xj .

3. Se yi ; yiC1 2 Xj , então ys … Xj para todo s ¤ i , s ¤ i C 1.

Denotemos por Yx1;x2
o conjunto de todas as sequências finitas satisfazendo

as condições (1)-(3) acima. Para cada sequência fy1; : : : ykg 2 Yx1;x2
, definimos

l.y/ D
Pk

iD2 dind .yi ; yi�1/ e (finalmente)

dp.x1; x2/ D inf
y2Yx1;x2

l.y/:

Note que X , sendo semialgébrico e conexo, é conexo por arcos; por isso,
dp.x1; x2/ está bem definido para cada par .x1; x2/ (vide a demonstração do Teo-
rema 3.2.5). Nós chamamos dp a métrica da panqueca.

Teorema 3.2.1. A função dp W X �X ! R é semialgébrica e define uma métrica
em X .

Isso foi provado em Kurdyka e Orro (1997), que relembraremos o argumento
por conveniência. Precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 3.2.2. Existe K > 0 tal que, para quaisquer x1; x2 2 X , tem-se

dp.x1; x2/ ⩾ Kdl.x1; x2/:

Demonstração. Seja K D minKj , onde Kj é a constante correspondente a pan-
queca Xj (vide Seção 2). Assim, para cada y D fy1; : : : ykg temos

dind .yi ; yi�1/ ⩾ Kdl.yi ; yi�1/:

Portanto,

dp.x1; x2/ ⩾
kX

iD2

Kdl.yi ; yi�1/ ⩾ Kdl.x1; x2/;

e o lema está provado.
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Lema 3.2.3. Para cada x1; x2 2 X , existe y 2 Yx1;x2
tal que dp.x1; x2/ D l.y/.

Demonstração. Uma subsequência de panquecas fXig � fXj gN
j D1 é dita admis-

sível (para x1; x2) se existe y D fy1; : : : ykg 2 Yx1;x2
tal que yi 2 Xi . É sufi-

ciente provarmos que, para qualquer subsequência de panquecas admissível fXig,
existe zy 2 Yx1;x2

tal que zyi 2 Xi e l.zy/ D minfl.y/ j y 2 Yx1;x2
; yi 2 Xig.

Considere uma bola fechada Bx1;2dp.x1;x2/ D B centrada no ponto de x1 e de
raio 2dp.x1; x2/. Seja zXi D Xi \ XiC1 \ B (aqui i D 2; : : : ; k � 1I fXig é
uma subsequência de panquecas admissível fixada). Definimos a função zl W zX2 �

� � � zXk�1 ! R como zl.y2; : : : ; yk�1/ D l.y/, onde y D fx1; y2; : : : ; yk�1; x2g.
A função zl é contínua e definida no compacto zX2 � � � � zXk�1. Assim, existe
zy 2 Yx1;x2

tal que zyi 2 zXi e l.zy/ D minfl.y/ j y 2 Yx1;x2
; yi 2 zXig .i D

2; : : : ; k � 1/.

A sequência y 2 Yx1;x2
tal que dp.x1; x2/ D l.y/ é chamada sequência

minimizante correspondente a x1; x2.

Corolário 3.2.4. A métrica da panqueca é uma função semialgébrica definida em
X �X .

Isto segue do Teorema de Eliminação de Quantificadores de Tarski–Seidenberg e
do fato de que o gráfico de l é semialgébrico.

Demonstração do Teorema 3.2.1. Vamos agora provar que dp é uma métrica. Os
primeiros axiomas de uma métrica seguem imediatamente da definição de dp e do
Lema 3.2.2.

Para provarmos a desigualdade triangular, consideremos três pontos x1; x2; x3 2

X . Sejam y1 D fy1
1 ; : : : ; y

1
k1

g 2 Yx1;x2
, y2 D fy2

1 ; : : : ; y
2
k2

g 2 Yx3;x2
e y3 D

fy3
1 ; : : : ; y

3
k3

g 2 Yx1;x3
as sequências minimizantes correspondentes a x1 e x2, x3

e x2 e x1 e x3, respectivamente. Assim, a sequência z D fy3
1 ; : : : ; y

3
k3
; y2

1 ; : : : ; y
2
k2

g D

fz1; : : : ; zk3Ck2
g satisfaz as condições da definição damétrica da panquecadp.x1; x2/,

exceto, possivelmente, a condição 3). Para simplificar, usamos o seguinte proce-
dimento. Se dois pontos não consecutivos da sequência y3 pertencem a mesma
panqueca Xj , então excluímos todos os pontos da sequência que estão entre eles.
Repetindo esse procedimento um número finito de vezes, obtemos uma sequência
minimizante z 2 Yx1;x3

correspondente a x1; x3. Pela desigualdade triangular da
distância induzida, temos

dp.x1; x3/ ⩽ l.z/ ⩽ l.y3/ D l.y1/C l.y2/ D dp.x1; x2/C dp.x2; x3/:
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Isto prova o Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.5. A métrica da panqueca é bi-Lipschitz equivalente à métrica do
comprimento.

Demonstração. Seja y 2 Yx1;x2
a sequência minimizante correspondente a x1; x2.

Seja fXig
k�1
iD1 uma sequência de panquecas admissível correspondente a y. Uma

vez que cadaXi é uma panqueca, existe um caminho suave por partes �i W Œ0; 1� !

Xi tal que �i .0/ D yi , �i .1/ D yiC1 e l.�i / ⩽ K.Xi /dind .yi ; yiC1/, onde l.�i /

denota o comprimento de �i . Seja � D �1�2 � � � �k�1 (a concatenação usual dos
caminhos), então l.�/ D

Pk�1
iD1 l.�i /. Seja K D maxiK.Xi /. Portanto,

dl.x1; x2/ ⩽ l.�/ ⩽ K

k�1X
iD1

dind .yi ; yiC1/ D Kdp.x1; x2/:

Seja  W Œ0; 1� ! X um caminho suave por partes conectando x1 e x2. Defina
a seguinte sequência de pontos yi 2 Yx1;x2

. Ponha y1 D x1. O ponto y1 pertence
a alguma panqueca Xi1. Defina t2 D supft j .t/ 2 Xi1g. Se x2 … Xi1, então
t2 ¤ 1. Seja y2 D .t2/ e suponha que y2 2 Xi1 \ Xi2. Defina t3 D supft j

.t/ 2 Xi2g e y3 D .t3/. Como o número de panquecas é finito, o procedimento
acima para para algum yk D x2. Claramente y D fy1; : : : ; ykg 2 Yx1;x2

e
l./ ⩾ l.y/. Como  é uma curva escolhida arbitrariamente, segue que

dl.x1; x2/ ⩾ dp.x1; x2/:

Logo o Teorema 3.2.5 está provado.

3.3 Tenda e procedimento de tenda

Seja X um conjunto semialgébrico conexo e compacto e seja fXig
N
iD1 uma de-

composição de X em panquecas. Considere a função �i W X ! R definida por
�i .x/ D dp.x;Xi /, onde dp é a distância da panqueca. Denotemos por �i �

RnC1 o gráfico de �i e definamos

�i .x/ D .x; �i .x//:

Proposição 3.3.1. A aplicação �i W X ! �i possui as seguintes propriedades:
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1. �i é uma aplicação bi-Lipschitz com relação à métrica do comprimento em
X (respectivamente, em �i ).

2. �i .Xj / é uma panqueca em �i .X/; em outras palavras, f�i .Xj /g
N
j D1 é

uma decomposição de �i .X/ em panquecas.

3. �i .Xi / é relativamente normalmente mergulhado em �i .X/.

Demonstração. 1). Relembre que, em espaços métricos, a distância a um ponto
fixado é uma função Lipschitz. Deste modo, �i é Lipschitz com relação à métrica
da panqueca e, pelo Teorema 3.2.5, é também Lipschitz com relação à métrica do
comprimento. Portanto, �i é Lipschitz com relação à métrica do comprimento.
Note que ��1

i D .�j�i
/, onde � é a projeção nas n primeiras coordenadas. Logo,

��1
i é Lipschitz com relação à métrica do comprimento.
(2) Existe uma constante B , dependendo apenas de n, tal que

maxfdind .x1; x2/; j�i .x1/ � �i .x2/jg ⩽ Bdind .�i .x1/; �i .x2//

para quaisquer x1; x2 2 Xj . Como Xj é uma panqueca, obtemos

dl.x1; x2/ ⩽ Ldind .�i .x1/; �i .x2//

para algum L > 0. Por (1), a aplicação �i é bi-Lipschitz; logo

dl.�i .x1/; �i .x2// ⩽ Kdind .�i .x1/; �i .x2//

para algum K > 0 e quaisquer x1; x2 2 Xj .
(3) Provaremos que existe uma constante K > 0 tal que

dl.x; y/ ⩽ Kdind .�i .x/; �i .y//

para quaisquer x 2 Xi e y 2 X . De fato, por (1), é suficiente encontrarmos um
K1 > 0 tal que

d.x; y/ ⩽ K1dind .�i .x/; �i .y//:

Suponha que �i .y/ ⩽ dind .x; y/ e considere zx 2 Xi tal que �i .y/ D dp.zx; y/.
Pela definição da métrica da panqueca, temos

dp.x; y/ ⩽ dind .x; zx/C dp.y; zx/:

Como dp.y; zx/ D �i .y/ ⩽ dind .x; y/, obtemos, pela Desigualdade Triangular,

dind .x; zx/ ⩽ 2dind .x; y/
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e assim
dp.x; y/ ⩽ 3dind .x; y/:

Por isso, pelo 3.2.5, segue que

dl.x; y/ ⩽ 3Cdind .�i .x/; �i .y//;

onde C > 0 é uma constante satisfazendo dl ⩽ Cdp.
Suponha agora que �i .y/ > dind .x; y/. De fato, para zx 2 Xi onde �i .y/ D

dp.zx; y/, temos

dp.x; y/ ⩽ dp.y; zx/C dind .x; y/C dind .zx; y/ ⩽ 3dp.zx; y/:

Por outro lado,

�i .y/ ⩽ maxfdind .x; y/; �i .y/g ⩽ Bdind .�i .x/; �i .y//

para algum B > 0 dependendo apenas de n. Deste modo,

dp.x; y/ < 3Bdind .�i .x/; �i .y//:

Pelas equivalências entre as métricas da panqueca e do comprimento, de modo
análogo, obtemos

dl.x; y/ < Kdind .�i .x/; �i .y//

para algum K1 D 3C maxf1; Bg.

O conjunto �i .X/ diz-se uma i -tenda sobre X e a aplicação �i chama-se um
i -ésimo procedimento de tenda.

A seguinte proposição é simples; a prova é a similar a do item (2) da Proposi-
ção 3.3.1.

Proposição 3.3.2. Seja Y � X relativamente normalmente mergulhado em X .
Então, �i .Y / é relativamente normalmente mergulhado em �i .X/.

Demonstração do Teorema 3.1.14. Defina o conjunto zX � RnCk como segue.

1. Fixe uma decomposição fXig
k
iD1 de X em panquecas.

2. Aplique o 1-ésimo procedimento de tenda a X e defina zX0 D X e zX1 D

�1.X/.
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(2’) Defina zX1
j D �1.Xj /; assim, tem-se que f zX1

j gk
j D1 é uma decomposição de

zX1 (pela Proposição 3.3.1).

(i+1) Defina zX i D �i . zX i�1/.

(i+1)’ Defina zX i
j D �i . zX i�1

j /.
Tome zX D zXk .

No último passo, obtemos uma decomposição zX D
Sk

iD1
zXk

j . Pela Proposi-
ção 3.3.2, todos os zXk

j são relativamente normalmente mergulhados. Logo, pela
Observação 3.1.5, zX é normalmente mergulhado em RnCk . Segue da Proposi-
ção 3.3.1 que zX é semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente a X com relação
à métrica do comprimento.

Para provarmos que zX pode ser tomado perto deX (no sentido da distância de
Hausdorff), é suficiente substituirmos �i (na construção das tendas) por ı�i com ı
pequeno. Por exemplo, ı D �=k � diamdp

X , onde k é o número de panquecas e
diamdp

X é o diâmetro de X com relação à métrica da panqueca.



4 Metric Knots

4.1 Equivalência ambiental

Consideramos os germes na origem das superfícies semialgébricas (ou definíveis
em uma estrutura o-minimal delimitada polinomialmente) (conjuntos bidimensio-
nais) em R4. A superfícieX pode ser considerada como um espaço métrico, equi-
pado com a métrica externa d.x; y/ Dk x�y k ou a métrica interna dinder .x; y/,
definida como o comprimento mínimo de um caminho em X conectando x e y.

O link na origem de X é o conjunto LX D fX \ S3
0;"g para um " pequeno

positivo. Escrevemos “o link na origem” usando a noção de link da Teoria da
Singularidade, reservando a palavra “link” para a noção de link na Teoria do Nó.
Se X tem singularidade isolada na origem, então cada componente conexa de LX

é um nó em S3.
O cone tangente deX em origem pode ser definido assim. SejaX� D X [Sn

� .
O limite de Hausdorff da família dos conjuntos 1=� � X�, quando � está indo
para zero, é chamado link tangente L.0;X/. O cone em origem sobre L.0;X/ é
chamado cone tangente de X em origem, com a notação C.O;X/

Definição 4.1.1. Dois germes de superfícies .X; 0/ e .Y; 0/ são chamados bi-
Lipschitz equivalentes externos se existir um homeomorfismo bi-Lipschitz com
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respeito à métrica outer H W .X; 0/ ! .Y; 0/. Os germes são chamados bi-
Lipschitz equivalente ambientalmente se existir um homeomorfismo bi-Lipschitz
preservando a orientação eH W .R4; 0/ ! .R4; 0/, tal que eH.X/ D Y .

Uma boa ferramenta para estudar equivalência Lipschitz Ambiental é o teo-
rema de Sampaio, para a demonstração veja Sampaio (2016).

Teorema 4.1.2 (Teorema de Sampaio). Se dois germes .X; 0/ e .Y; 0/ são ambien-
talmente bi-Lipschitz equivalentes, então os cones tangentes C.O;X/ e C.O; Y /
também são ambientalmente bi-Lipschitz equivalentes. Em particular, eles são
topologicamente ambientalmente equivalentes.

Um arco no conjunto X é um germe de aplicação na origem  W Œ0; "/ !

X tal que .0/ D 0. A menos que especificado de outra forma, os arcos são
parametrizados pela distância até a origem, isto é, k .t/ kD t .

Definição 4.1.3. Seja f 6� 0 (um germe na origem) uma função definida no arco
 . A ordem ˛ de f em  ( notação ˛ D ordf ) é o valor ˛ 2 Q tal que
f ..t// D ct˛ C o.t˛/ com t ! 0, onde c ¤ 0. Se f � 0 em  , diremos que
ordf D 1.

Para quaisquer dois arcos 1 e 2, pode-se definir duas ordens de contato: in-
terno e externo.

Definição 4.1.4. A ordem de contato externa tordouter.1; 2/ é definida como a
ord1

.k 1.t/�2.t/ k/. A ordem de contato interna tordinner .1; 2/ é definida
como a ord1

.dp.1.t/; 2.t//, onde dp é a métrica panqueca, (ver Birbrair e
Mendes (2018)), equivalente à métrica interna. Essas duas ordens de contato
são números racionais (ou elementos do campo de expoentes de uma estrutura
o-minimal), 1 ⩽ tordinner .1; 2/ ⩽ tordouther .1; 2/.

Seja ˇ > 1 um número racional. Considere o espaço R3 com coordenadas
.x; y; t/. Para t ⩾ 0 fixado, definimos os subconjuntos W ˙

t do quadrado com o
lado 2t no plano .x; y/, limitado pelos segmentos de linha I˙

t D fjxj ⩽ t; y D

˙tg e os segmentos de linha conectando os pontos finais de I˙
t com os pontos

.0;˙tˇ /, respectivamente (áreas sombreadas na 4.1a)). Seja Wt D W C
t [ W �

t

e seja W D
[

t⩾0 Wt � R3. Note que o cone tangente de W é o cone sobre o
conjunto f.x; y/ W jxj ⩽ jyj ⩽ 1g:

Definição 4.1.5. Dado um número racional ˇ > 1, a parte do limite do conjunto
W pertencente ao interior do cone sobre o quadrado é chamada de ˇ-ponte.
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Sejam 1 < ˇ1 ⩽ ˇ2 dois números racionais no plano xy ft D constanteg
(ver 4.1).
p1.t/ D .�t; t /; p2.t/ D .�tˇ1 ; tˇ2/; p3.t/ D .tˇ1 ; tˇ2/; p4.t/ D .t; t/;

p
0

1.t/ D .�t;�t/; p
0

2.t/ D .�tˇ1 ;�tˇ2/; p
0

3.t/ D .tˇ1 ;�tˇ2/; p
0

4.t/ D .t;�t /;

Vamos conectar p1.t/ com p2.t/, p2.t/ com p3.t/, p3.t/ com p4.t/ por seg-
mentos de linhas e defina UC

t como o quadrilátero limitado por esses segmentos.
Da mesma forma, conecte p0

1.t/ com p
0

2.t/, p
0

2.t/ com p
0

3.t/, p
0

3.t/ com p
0

4.t/

por segmentos de linhas e defina U�
t como o quadrilátero limitado por esses seg-

mentos. Seja Vt a união desses segmentos e deixe V D
S

t⩾0 Vt � R3. Seja
Ut D UC

t [U�
t (área sombreada da Seção 4.1) e seja U D

S
t⩾0 Ut � R3. Note

que U e W têm o mesmo cone tangente na origem.

Figura 4.1: a) Conjunto Wt . b) Conjunto W ˛ˇ
t

Definição 4.1.6. Dados dois números racionais 1 < ˇ1 ⩽ ˇ2, a parte do limite
do conjunto U pertencente ao interior do cone sobre o quadrado é chamada de
.ˇ1; ˇ2/-ponte. Note que, para ˇ1 D ˇ2 D ˇ, o .ˇ1; ˇ2/-ponte é bi-Lipschitz
equivalente externo ao ˇ-ponte. O germe de uma superfície contendo um sub-
conjunto bi-Lipschitz equivalente externo a uma ponte .ˇ1; ˇ2/ e metricamente
cônico fora dessa parte, é chamado de superfície de uma-ponte.

Seja ˛ > 1; ˇ > 1 números racionais. Considere o espaço R3 com coorde-
nadas .x; y; t/. Para t ⩾ 0 fixado, definimos subconjuntos W ˛ˇ˙

t do retângulo
com o lado 2t˛ no plano .x; y/, limitado pelos segmentos de linha I˛˙

t D fjxj ⩽
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Figura 4.2: Conjunto Ut .

t˛; y D ˙tg e os segmentos de linha conectando os pontos finais de I˛˙
t com os

pontos .0;˙tˇ /, respectivamente (áreas sombreadas na 4.1b).

Seja W ˛ˇ
t D W

˛ˇC
t [ W

˛ˇ�
t e seja W ˛ˇ

t D
[
t⩾0

W
˛ˇ

t � R3. Note que o

cone tangente deW ˛ˇ é o cone sobre o conjunto: f.x; y/ j x D 0; jyj ⩾ 1g. SejagW ˛ o conjunto definido como a união sobre t ⩾ 0 de retângulos f.x; y/ j �t˛ ⩾
x ⩾ t˛; �t ⩾ y ⩾ tg.

Definição 4.1.7. Dados dois números racionais alpha > 1 e ˇ > 1, a parte do
limite do conjuntoW ˛ˇ pertence ao interior de gW ˛ é chamada de .˛; ˇ/- wedge.
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4.2 Nós Métricos

Teorema 4.2.1 (Teorema de Universalidade). Seja K � S3 um nó. Então, pode-
se associar com K um germe de superfície semialgébrica de uma-ponte .XK ; 0/

em R4, para que as afirmações abaixo sejam verdadeiras.

1. O link na origem de cada germe XK é um nó trivial.

2. Todos os germes XK bi-Lipschitz externos equivalentes.

3. Dois germesXK1
eXK2

são bi-Lipschitz equivalentes ambientes apenas se
os nós K1 e K2 são isotópicos.

Demonstração. Seja FK � S3 uma superfície suave semialgébrica mergulhada
difeomórfica a S1 � Œ0; 1�, tais que o limite de FK contenha duas componentes eK
e eK 0 isomorfos a um mesmo nóK. Sejam eYK o cone sobre FK e eXK o cone sobre
o limite de FK .

Seja � um ponto interior de FK . Seja SK uma fatia de FK bi-Lipschitz home-
omórfica a um quadrado D D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� contendo � e seja ' W SK ! D

um homeomorfismo bi-Lipschitz tal que '.�/ D 0. Suponha, além disso, que as
partes da fronteira de FK pertencem a SK e são mapeadas por 'K para os lados
fx D ˙g de D e as partes do limite de SK pertencentes ao interior de FK são
mapeadas para os lados superior e inferior fy D ˙1g deD.

SejaMK � R4, o cone sobre SK e seja eW um cone sobreD. O conjunto W ,
construído na seção anterior, pode ser considerado como um subconjunto de eW .
A aplicação 'K é naturalmente estendida a uma aplicação ˚K W MK ! eW por
˚K.t�; t / D .t'K

.�/; t/ para � 2 S . Note que ˚K é uma aplicação bi-Lipschitz.
Sejam VK D ˚�1.W / e YK D .YK nMK/ [ VK . Defina XK a fronteira de

YK . Pela construção deXK , é uma superfície uma-ponte. Vamos mostrar queXK

satisfaz as condições do teorema.
1. O link de XK é um nó trivial, porque limita parte de FK homeomórfico a

um disco.
2. Sejam K1 e K2 dois nós diferentes. Mostraremos que XK1

e XK2
são

bi-Lipschitz equivalentes com respeito a métrica externa, construindo a seguinte
aplicação 	 W YK1

! YK2
.

Definimos separadamente as restrições	 jMK1
e	 jYK1

MK1
. Temos	 jMK1

D

˚K2

�1
ı˚K1

: Como˚K é uma aplicação bi-Lipschitz para todoK, a composição
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é bi-Lipschitz. Como YK nMK é bi-Lipschitz equivalente a um cone sobre o qua-
drado, o homeomorfismo correspondente e̊K W YK nMK ! eW é bi-Lipschitz. O
conjunto 	 jYK1

nMK1
D e̊�1

K2
ı˚K1

. Note que ˚K1
; e̊K1

; ˚K2
e e̊K2

podem ser
escolhidos de forma que 	 seja contínuo. Como 	.XK1

/ D XK2
por construção,

XK1
e XK2

são bi-Lipschitz equivalentes externos.

Figura 4.3: Os links dos conjuntos XK D @YK e W na prova do Teorema 4.2.1

3. Note que, para todo nó K, o link do cone tangente C0XK do conjunto
XK é a união dos de dois nós isotópicos a K, pinched em um ponto. Assim, se
K1 e K2 não são isotópicos, então os cones tangentes C0XK1

e C0XK2
não são

topologicamente equivalentes ambientes. Isso contradiz o Teorema de Sampaio
(ver Sampaio (2016)), que afirma que os cones tangentes da equivalência Lips-
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chitz ambiente dos conjuntos semialgébricos também são equivalentes Lipschitz
ambientes. Em nosso caso, os links dos cones tangentes não são, nem mesmo,
topologicamente ambientalmente equivalentes.

Teorema 4.2.2. Para todo nó K � S3 e qualquer inteiro i ⩾ 0, existem germes
de superfícies .X 0

K;i ; 0/ em R4 tal que:

1. O cone tangente na origem de todos os X 0
K;i são topologicamente equiva-

lentes ao cone sobre duas cópias isotópicas de K pinched em um ponto.

2. Todos X 0
K;i são bi-Lipschitz equivalentes externos.

3. X 0
K;i eX

0
K;j são bi-Lipschitz equivalentes ambientes apenas quando i D j .

Seja Y 0
K;0 o conjunto obtido pela substituiçãoW comU na construção feita na

prova do Teorema 4.2.1 e seja X 0
K;0 sua fronteira (ver Figura 4.4). Então o germe

de superfície .X 0
K;0; 0/ satisfaz a condição do Teorema 4.2.1.

Seja F 0
K;i , o conjunto obtido retirando a fatia SK do FK , fazendo i rotações

completas e colando de volta U (ver Figura 4.5). Seja Y 0
K;i o conjunto obtido de

F 0
K;i da mesma forma que Y

0
K;0 foi obtido por FK e seja X 0

K;i sua fronteira. Os
mesmos argumentos da prova do Teorema 4.2.1 mostra que o link de X 0

K;i é um
nó trivial e o cone tangente de X 0

K;i é o cone sobre a união de dois nós isotópicos
a K, pinched em um ponto.

Vamos provar que X 0
K;i e X

0
K;j não são equivalentes ambientais bi-Lipschitz

se i ¤ j . Para este propósito, apresentaremos duas definições.

Definição 4.2.3 (Movimento de sela). Substituir segmentos de linha Œp2.t/; p3.t/�

e Œp0
2.t/; p

0
3.t/� em cada seçãoVt deU com os segmentos Œp2.t/; p

0
2.t/� e Œp3.t/; p

0
3.t/�.

Seja S.X 0
K;i / uma superfície obtida após esse movimento (ver Figura 4.6a). Esta

operação é chamada de Movimento de Sela.

Definição 4.2.4 (Movimento de Cruzamento). Considere o espaço R3 com coor-
denadas x; y; t como um subespaço fz D 0g de R4 com coordenadas x; y; t; z.
Substitua segmentos de linhas Œp2.t/; p3.t/� e Œp0

2.t/; p
0
3.t/� em cada seção Ut de

U com o segmento de linha Œp2.t/; p
0
3.t/� e um arco de círculo no meio-espaço

fz ⩾ 0g, com as extremidades p0
2.t/ e p

0
3.t/, ortogonal ao plano fz D 0g. Seja

C.X 0
K;i / a superfície obtida após esse movimento (ver Figura 4.6b). Esta opera-

ção é chamada de Movimento de Sela.
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Figura 4.4: Os links das superfícies XK;0
0
D @YK;0

0 e U na prova do Teorema 4.2.2

Lema 4.2.5. Se as superfícies X 0
K;i e X

0
K;j são bi-Lipschitz equivalentes ambi-

entes, então os resultados do movimento de sela ou do movimento de cruzamento
aplicado a essas duas superfícies são bi-Lipschitz equivalentes ambientes.

Demonstração. Seja eH W .R4; 0/ ! .R4; 0/ um germe de aplicação bi-Lipschitz,
tal que eH.X 0

K;j / D X 0
K;i . Pelo Teorema de Valett’s (ver Valette (2007)), existe ou-

tro germe de um aplicação bi-LipschitzH W .R4; 0/ ! .R4; 0/, tal queH.X 0
K;j / D

X 0
K;i e, além disso,H leva às esferas centradas na origem até às esferas centradas

na origem.
Seja p1.t/; p2.t/; p

0
2.t/; p

0
3.t/ pontos descritos na prova do Teorema 4.2.2

para superfícies X 0
K;j e q1.t/; q2.t/; q

0
2.t/; q

0
3.t/ os pontos correspondentes em

X 0
K;i . Note que os pares de arcos .1; 2/, tais que tordouter .1; 2/ D ˇ2 e
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Figura 4.5: Corte e torção na prova do Teorema 4.2.2

tordinner.e1;e2/ D 1. Assim, existe um par de triângulos Hölder T1 e T2 em
X 0

K;i , tal que sua união é bi-Lipschitz equivalente ambiente à união sobre t ⩾ 0

dos segmentos, conectando .x D �tˇ1 ; y D tˇ2/ com .x D tˇ1 ; y D tˇ2/ e .x D

�tˇ1 ; y D �tˇ2/ com .x D tˇ1 ; y D �tˇ2/ no plano xy ft D const; z D 0g

(ver Figura 4.7).
Então o homeomorfismo H pode ser substituído por outro homeomorfismo

H 0 W .R4; 0/ ! .R4; 0/ tal queH 0.p2.t// D q2.t/,H 0.p3.t// D q3.t/,H 0.p0
2.t// D

q0
2.t/,H

0.p0
3.t// D q0

3.t/. Por isso,H
0.S.X 0

K;j // D S.X 0
K;i / eH

0.C.X 0
K;j // D

C.X 0
K;i /. Isso prova o Lema. □

Demonstração do Teorema 4.2.2. O resultado do movimento de sela de X 0
K;j é

uma superfície tal que o link tangente é a união de duas cópias do nó K. Como o
número de ligação das duas cópias é igual ao número de torções completas, X 0

K;j

e X 0
K;i não são bi-Lipschitz equivalentes ambientes. Observe que a topologia da
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Figura 4.6: Movimento de sela e movimento de cruzamento

Figura 4.7: A imagem pela aplicaçãoH

link tangente de X 0
K;j não depende de j . O link tangente é formado por duas

cópias de K pinched em um ponto. Isso conclui a prova do Teorema.

A próxima afirmação é uma modificação do Teorema da Universalidade.

Teorema 4.2.6. Para quaisquer dois nós K e L, existe um germe de superfície
semialgébrica uma-ponte XKL tal que:

1. O link de XKL no zero é isotópico a L.
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2. Para um nó fixo K, todos os germes de superfície XKL têm links tangen-
tes isotópicos. Em particular, germes de superfícies XK1L e XK2L são
bi-Lipschitz equivalentes ambientes apenas se os nós K1 e K2 são isotópi-
cos.

Demonstração. Considere as superfíciesXK , construída na prova do Teorema 4.2.1
para o nó K. Faça um arco  � XK passando pela origem e situado ‘‘longe” do
conjunto W , definido na prova do Teorema 4.2.1 (isto é, tordouter.

0; / D 1

para todo  0 � W ). Seja V./ uma vizinhança cônica de  em R4. Pode-se in-
corporar uma superfície singular ZL dentro de V./ de tal forma que o link de
ZL é topologicamente equivalente ambiente a L. Em cada nível t , considere a
soma conectada do link de XK e do link de ZL. O resultado desse movimento é
denominado XKL (ver Figura 4.8).

Figura 4.8: Construção de XKL
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1. Como XK tem um link trivial, a soma conectada é isotópica a L.
2. A prova de que as superfícies XKL são bi-Lipschitz equivalentes externas

para L, sendo fixas, é a mesma que todas as XK são bi-Lipschitz equivalentes
externas na prova do Teorema 4.2.1.

3. Note queXKL é uma superfície de uma-ponte e, por isso, o link tangente na
origem são dois nós, presos em um ponto. Um dos nós éK e o outro é o conectado
alguns de K e L. Outro nó é isotópico a K. Isso prova 3.

O próximo resultado é outra modificação do Teorema da Universalidade. Em
contraste com os resultados anteriores, a estrutura métrica é mais complicada do
que uma-ponte.

Teorema 4.2.7. Para quaisquer dois nósK eL, existe um germe de uma superfície
semialgébrica X˛ˇ

KL tal que:

1. O link de X˛ˇ
KL na origem é isotópico a L.

2. Para quaisquer ˛ e ˇ, todos germes X˛ˇ
KL são bi-Lipschitz equivalentes ex-

ternos.

3. Para um nó K, sendo fixado o link tangente de X˛ˇ
KL, é isotópico a K.

Demonstração. Tome 1 ⩽ ˛. Seja FK � S3 uma superfície suave, semialgébrica
mergulhada difeomorficamente em S1 � Œ0; 1�, tal que a fronteira de FK contém
duas componentes eK e eK 0 isotópicas a um mesmo nóK. Seja .w; v/ as coordena-
das em FK . Seja eYK o cone sobre FK e seja eXK o cone sobre a fronteira de FK .
Então .w; v; t/ são coordenadas em eYK , onde t é a distância até a origem. SejaeY ˛

K um subconjunto de eYK definido da seguinte maneira eY ˛
K D f.w; v; t/ j 0 ⩽

v ⩽ t˛g. O conjunto eY ˇ
K é chamado ˛-saturação de FK � S3. Note que o link

tangente de eY ˛
K é isotópico a K.

Tome uma fatia SK de FK definida pelas coordenadas ..w; v; t/ W .w0 � r ⩽
w ⩽ w0 C r//, para algum w0 e para r suficientemente pequeno. Considere a ˛-
saturação de SK definida por ..w; v; t/ W .w0 �r ⩽ w ⩽ w0 Cr/; .0 ⩽ v ⩽ t˛//.
Essa ˛-saturação de SK pode ser removida e substituída porW ˛ˇ , exatamente da
mesma maneira, como fizemos na prova do Teorema da Universalidade. Seja Y ˛ˇ

K

um conjunto, obtido por esta operação e seja X˛ˇ
K a fronteira de Y ˛ˇ

K .
Tome um arco  � X

ˇ
K passando pela origem e situado ‘‘longe” do conjunto

W ˇ definido acima (isto é, tordouter .
0; / D 1 para qualquer  0 � W ˛). Seja
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Vˇ ./ uma vizinhança semelhante a uma ˇ-corneta de  em R4. Pode-se incor-
porar uma superfície singular ZL dentro de Vˇ ./ de tal forma que o link de ZL

seja topologicamente equivalente ambiente a L.
Em cada nível t , considere a soma conectada do link de X˛ˇ

K e o link de ZL.
O resultado deste movimento é chamado X˛ˇ

KL (ver Figura 4.8).

1. Como X˛ˇ
K tem o link trivial, a soma conectada é isotópica a L.

2. A prova do fato de que as superfícies XKL são equivalentes externas bi-
Lipschitz para L, sendo fixas é o mesmo que todas as X˛ˇ

K são equivalentes bi-
Lipschitz externas na prova do Teorema 4.2.1.

3. Por outro lado, como ZL é um subconjunto de uma vizinhança ˇ-corneta
de  , corresponde a um único ponto no link tangente. É por isso que o link tangente
de X˛ˇ

KL é o mesmo do cone tangente de X˛ˇ
K , isto é, isotópico a K.
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