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{sup,, oo f(c"0), 0 € £}. O espectro de Markov M tem a seguinte
interpretagao aritmética:

Z2\(0,0)

-1
(o188 o @) ) = art by, #—dac =11
(zy)€

Sao fatos conhecidos que L e M sao subconjuntos fechados da reta e
que L C M (ver [48]). Na referéncia [123] sao provados resultados sobre
propriedades geométricas (relativas a geometria fractal) dos espectros
de Markov e Lagrange, que envolvem resultados delicados sobre somas
de conjuntos de Cantor regulares.

Problemas Propostos

3.1. Seja n um numero natural. Determine os possiveis valores de x

tais que % =[1,1,...,1,z], onde aparecem n uns na fracio continua.
3.2. Seja
Pn _ 1
= B
q7L 1+ 32
24 52
2+
ol (2n — 3)2
' 2
a n-ésima convergente da fragdo continua
1
12
1+ 22
24 52
2+ —72

no_ 1,11 —1_1
Demonstre que I* =1 — 3+ 5 — 7+ +(=1)""55.

3.3. Demonstre que, para todo inteiro positivo a, temos as sequintes
expansoes em fracoes continuas periodicas:

(a) Va?+1=la,2a)l.
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(b) Va2 —-1=a—1,1,2a — 2.
(c) Va? —2=[a—1,1,a—2,1,2a — 2].
(d) Va2 —a=a—1,2,2a —2].

3.4. Encontre as fracées continuas de va? + 4 e Va? — 4.

3.5. Seja a=lap; a1, az,...]€ER. Prove que, se ¢, <q<qn+1, mdc(p,q)=1
P
q

e p/q # pn/qn entao |a — p/q| < |a — pn/qn| se, e somente se,
Put1=TPn
Gni1—Tqn’

onde r € N € tal que vale uma das sequintes condi¢oes:
(1) 0 <71 <anii/2;

(i) 1= any1/2 € apg2fni1 > 1.

3.6. Seja a=lag;aq,az,...]€ER. Prove que, se ¢,<q<qn+1,mdc(p,q)=1
e p/q # pn/qn entdo |a —p/q| < 1/q* se, e somente se vale pelo menos
uma das sequintes condigoes:

; _ Dn41—D .
(1) any1 22, 2 =25 e anir — 2+ Bogr < oo

(1) any1 > 2, g = % e (ong1 —2)Bns1 < L.

3.7. Seja a = [ap; a1, az,...] um nimero real.

(a) Prove que, se ordax > 2 entdo existe X\ > 1 tal que, para infinitos
inteiros positivos n, temos a, > A".

log log(an+1) )
)

(b) Prove que ord v > 1 4 exp(limsup,,_, o

(¢) Mostre que, para todo ¢ > 2, existe o € R tal que

log 1 1
oglog(an+ )) — c.

ord = 1 + exp(limsup,,_, o -

(d) Determine ord a se ap, = 2",¥n > 0.

3.8. Prove que, para todo o € R, limsup,,_,  ,, cos™(na) = 1.

3.9. Este exercicio, baseado em [38], tem como objetivo calcular a fracao
continua de e.
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(a) Sao dadas as sequéncias (Ay), (By) e (Cp) definidas por

1

x"(x — 1

/ e’ du,

0

n+l
(z—1)"

/ — 2 % dx,

-1 n+1
- —/ —(T ) e’ dx.
0

n!
Mostre que para todo n > 1 valem as relacoes
(i) By +2nA, — C,_1 =0,
(ZZZ) AH - B'n, + C" - O

(b) Dadas as sequéncias {pn} e {qn} definidas recursivamente como
po=2,q0=1p1=3q =1c¢ para todon =1,

P3n—1 = 2np3n—2 + P3n—3, d3n—1 = 2”Q3n—2 + q3n—3
P3n = P3n—1 + P3n—2, q3n = q3n—1 + q3n—2
P3n+1 = P3n + P3n—1, 43n+1 = 43n + q3n—1

Mostre por inducdo que para todo n > 1 se verificam as relagoes
Ap = @n-2e—p3n—2, DBn=p3n—1—@un-116, ¢ Cyp=p3,—qse.

(¢) Mostre que

e= lim 2 =12:1,2,1,1,4,1,1,6.1,1,8,...,1,1,2n,...].

n—oo qn

3.10. Prove que

log 1
e 2| < loglosd

tem infinitas solugoes P € Q, mas, para todo € > 0,
2¢*loggq q

’e p loglogq

o 5 tem apenas um nimero finito de solugoes l—)EQ.
(2+¢)g?logq q

3.11. Seja (an)nen a sequéncia definida por a, = nvb — Ln\/gj Deter-
mine 0s valores de n < 2011 tais que a, seja respectivamente mdxrimo e
minimo.
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3.12. Mostre que se f: R — Ry decrescente e

kf(a):=sup {k>0 “a—g‘<% tem infinitas solugoes racionais B}
q q

entdo, caso tenhamos limg_, 1 ¢* f(q) = 0, a imagem de k; € (0, +00]
(ou [0,400], se consideramos sup()) = 0 neste contexto) e, caso
limg 400 ¢* f(q) = +o0, entdo a imagem de ky € {-+oo}.

3.13. Dizemos que dois numeros irracionais o e 3 sao G'Lo(Z)-equiva-
lentes se existem inteiros a,b,c,d com |ad — be| =1 tais que = %IZ.
Mostre que, se as fragoes continuas de « e 8 sao o = [ag; a1, as,...]
e 8 =1[bo;b1,ba,...] entao a e B sao GLy(Z)-equivalentes se, e somente
se, existem r € Z e ng € N tais que by, = an4r, Vn > ng.
Conclua que k(o) = k(B) sempre que o e 8 sGo G La(7Z)-equivalentes.

3.14. Use o fato de que C(4) +C(4) = [v2 — 1,4(v2 = 1)] e a férmula
para k(o) para mostrar que L D [6,+00).



