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1 Definigcoes e Exemplos

Uma varidvel aleatéria pode ser vista apenas como um valor que varin aleatoriamente. Mais cspecificrmente,
qualquer funcio pode ser vista como uma varidvel aleatoria. Por exemplo, im dado D pode ter como valores
1,2, 3,4, 5 ou G, uma moeda A pode dar care ou coroa, e uma mao do Poker pode ser qualquer conjunto de
5 cartas do baralho.

A um conjunto de valores {que chamamos de evento), nds podemos associnr numa probabilidade,
denotada por P(-). Por exemplo, s¢ nossa moeda nilo estd viciada, entfio

¥

21—

P(M = cara) = P(A = coroa) =

se nosso dado nio esta viciado, entio
P(D é par) =

1

b —

e a probabilidade de nossa mao no Poker ser o Royal Flush é om0,

—

Figura 1: A probabilidade de vocé ter utn Royal Flush no Poker ¢ zlem.

Nosso objeto de estudo serd o que chamamos de valor esperado. Digamos que Joio proponha a Maria a
seguinte aposta. Ele langard wma moeda ¢, sc der cara, Jodo pagard 10 reais; sc der coroa, Maria pagara b
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reais. Como cla deve julgar se aceita ou ndo a proposta? Bem, imagine que, no lugar de uma (nica moceda.
Joito langasse 200. Em aproximadamente 100 delas, o resultado seria coroa, ¢ em aproximadamente 100 delas,
o resultado seria cara. Entiio Marin terin de pagar 500 renis, mas receberin 1000. Ou seja, teria um Incro
de 500 reais! Assim, ela deve apostar com Jodo. {Bem, mas sera que Jodo realmente faria essa aposta se a
moeda fosse justa?...)

Para decidirmos se Maria deveria ou nao aceitar a proposta, nés imaginamos MUITAS moedas sendo
langadas. Isso ocorre pois imaginamos (e esse fato recebe o nome pomposo de Let dos Grandes Nimeros)
que, a0 repeticmos o mesmo processo diversas vezes, a distribuigiio dos eventos serd bem aproximada pela
nossa probabilidade. Assim, é natural acreditar que podeinos caracterizar o processo acima por meio apenas
cta varidvel aleatoria e da probabilidade.

Se temos uma varidvel aleatéria X (e sempre denotamoes por letras maitsculas), entio a valor esperado
de X é a média de todos s sens valores (sendo o peso de cada evento a sua probabilidade):

E[X]=) sP(X =

Essa formula pode parecer feia, mas vejamos come ela se comporta com os exemplos anteriores. Para o
nosso dado D, o valor esperado é

1 1 1 1 1 1 -
cnquanto gie o valor esperado para Maria em sua aposta A ¢
1 1
E[A] =10- 5~ u-§=2,5

{E claro, assuiindo a honestidade de Jodo.)

Paor outro lado, imagine que temos N casais em Recife, e que hd ny casais com k filhos. Quantas criangas
nods temos em Recife?
C:l.n1+2.n2+3.n3+...

E temos, em mddia, -ﬁ,-' filhos por casal. Se F ¢ a varidvel aleatéria que a cada casal associa a quantidade de
filhos que ele possui, entiio

E[F —-——1 —-+2 22 ra. —-—+
mais wn indicio que nossa definigao faz sentido.

Para um exemplo mais matemitico, seja £ um evento qualquer {por exemplo, se no dia x choveu) e
considere a varidvel aleatéria X definida por

P 1, se E ocorre,
0, caso contrdrio.

Entdo E[X] = 1-P[X = 1} + §-BlX¥—=T0] = P[E ocorre].

Esse exemplo ¢ muito importante, pois ¢ um case em que sabemos calcular o valor esperado, ¢ vamos em
geral tentar reduzir nossas varidveis aleatdrias a essa.

Problema 1.1 (Problema dos dois filhos 1.0). Suponha que Clara tem dois filhos, ¢ que o mais velho é um
menino. Qual a probabilidade de que ambos os filhos sejam meninos?

Problema 1.2 (Problema dos dois filhos 2.0). Suponha que Clara tem dois filhes, um dos quais é um menino.
Qual a probabilidade de que ambos os fithos scjamm meninos?

Problema 1.3 (Problema dos dois filhos 3.0). Suponha que Clara tem dois filhos, um dos quais ¢ um menino
e nasceu em uma segunda-feira. Qual a probabilidade de que ambos os fithos sejam meninos?
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Problema 1.4 (Dois envelopes). Suponha que vocé receba dois envelopes, um com duas vezes mais dinheiro
que o outro. Voct pode abrir um envelope, olhar o que tem dentro e depois decidir se troea on nao de
envelope. Qual a melhor estratégin?

Problema 1.5 (Ao trabalho!}. Suponha que José va ao trabalho todo dia de dnibus, que passa em intervalos
de 15min ou 45min, cow igual probabilidade. Qual o tempo médio que Jodo passa esperando o 6nibus?

2 Propriedades Basicas

Vejumos agora como se comporta o valor esperado e como podemos utilizi-lo para resolver alguns problemas.

Exemplo 2.1 {Amigo Secreto)

No Natal, ¢ comum as familias fazerem umn amigo secreto. Em geral, os nomes sao escritos em pequenos
pedagos de papel ¢ cada um pega um papel de maneira aleatdria. Infelizmente, é possivel que voce pegue
o sen proprio nome (e terd de pegar um outro papel). Em uma famflia composta por 20 pessoas, qual a
quantidade média de pessoas que ird pegar o préprio nome?

Solugaa. A chave ¢ olhar o sorteio como wina permutagio dos familiares. Vamos fnzer para tris pessoas, o
esperamos qie o leitor consiga adaptar o argumento para 20 fnmiliares. Listamos todas as 3! = 6 permutagées,
e veInos que queremos somar todas as vezes em que B aparece na coluna do B, e assiin por diante.

T|®

NHEOAQEE||E
woHOE S Q|0
pRomOsOA
o DD~ w

No lugar de somar cada linha (que parccem irregulares), nos podemos somar cada coluna. Neste caso, a
soma fica facil, pois temos 2! = 2 B’s em cada coluna, ¢ o mesmo para G ¢ T. Vemos assim que ficamos com
um total de 2+ 2+ 2 = 6 pessoas sorteando si mesmas. Porém temos 6 sorteios. Logo, em média, temos nma
inica pessoa sorteando si mesma. Isso ocorrerd também para 20 familiares. O

2.1 Linearidade

A propriedade mmais iinportante do valor esperado é a seguinte.

Teorema 2.2 (Linearidade do Valor Esperado)
Dadas X, X;,..., X, varidveis aleatdrias, entfio

E[X: + Xo + -+ -+ X} = E[X)] + E[Xa] + - - - + E[X0].

Em geral, buscamos separar nossa varidvel aleatdria X em outras Xy cujo valor esperado ¢ ficil de caleular.
Para dar nosso primciro exemplo, vamos abstrair o anterior para o seguinte.
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Exemplo 2.3 (Amigo Secreto 2.0)
Calcule a quantidade média de pontos fixos de uma permutagio aleatéria de n elementos.

Solugdo. Suponhas que o conjunto dado seja {1,2,...,n}, e seja

X 1, se k é fixado na permutagio,
Ak = A
(), caso contrario.

Entiao a quantidade de pontos fixos é dada por

P=.1Y| +‘4Y2"'+4\'n.

Note, entio, que E[X] = %, pois das n! permutagdes, (n — 1}! fixam k. Assim,

E[P] = E[X)] + E[Xa] + - - - + E[Xp] =n - % -1.

O

Antes de apresentar o proximo problema, vamos relembrar um resultado conhecido. Uma progressio
geométrica {PG) ¢ uma sequéncia cuja razio entre dois termos consecutivos ¢ constante. Ela pode ser escrita,
de maneira mais geral, na forma a, ar, ar?, ar®, .... 8¢ =1 < r < 1, podemos calcular a soma de uma PG

infinita. Note que, se S representa essa soma, entiio

S=a+ar+ar’ +ard 4.
-(r§= ar+ar’+ar4+...)

(1-r)5=u,

de onde scgue que § = 2.

Existe um outro tipo de sequéncia menos couhecida, chainada progressio aritmético-geotnétrica (PAG).
Ela ¢ definida como o produto de uma PA com uma PG. Eu irel apresentar o caso mais simples, onde a PA €
dada por 1, 2, 3,.... Assim, nossa scquéncia terd a cara a, 2ar, 3ar?, .... Novamente queremos calcular o
valor da soma § quande —1 < r < 1. Usaremos o mesmo trugue:

S=(l+2(ll'+3af'2+4ar3+...
—(r§= ﬂr+2ur2+3ara+-~)

(1—r)S=a+ ar -+ ar2+ ar3+...=

de onde segue que S = (—l—_“—rj-;

Exemplo 2.4 (Problema do Colecionador de Figurinhas)

Suponha que uma crianga possua um dlbwm de figurinhas da Copa com (82 espagos e que, a cada 5 dias,
ela compre wn pacote com 3 figurinhas. Em quantos dias é esperado que ela complete o albun?

Esse problema também pode ser ennnciado da seguinte forma (alterando o valor 682 para 365): qual a
quantidade média de amizades que eu devo fazer para ter festas de aniversdrio em todos os dias do ane?
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Solugdo. Vamos supor a crianga descobre uma tinica figurinha todo dia. Scja T o tempo necessario para
completar ¢ dlbum ¢ Ty, o tempo necessario para, ji possuindo k = 1 figurinhas, encontrar uma diferente.
Entio

T=T1+ T+ -+ Tgan.

Vamos estudar cada T}, separadamente. Jd tendo colado & — 1 figurinhas, a probabilidade da proxima nao
ser repetida é py = 1 — 421 = B2=k+1  Agginy & figurinha nova aparece no n-ésimo dia se ele encontra n — 1
figurinhas repetidas consccutivas, ¢ a outra niio ¢ mais repetida. Isso ocorre com probabilidade (1 — p )™~ !py..

Assim, pela definigdo de valor esperado, vemos que

ETd] =1 -pc+2- (1= pi)pu +3- (1= puc)pi + -
¢ exatamente a soma de uma PAG onde a = p; e r = 1 — pi, e sabemos que o valor é dado por

a P 1
Efy=——m==5=—.
=== n

Usando a linearidade, concluimos que o tempo esperado é

1 1 1 1 1 1
e e e = 682 [ —— b —— e 2 ) = 4450 dias.
E[T) P1+P2+ +pssz 68 (682+681+ +1) 50 dias

O

Problema 2.5 {HMMT 2606). Ewm um bergdrio, 2006 bebés sentam em uin circulo. De repente, cada Lebé
alcatoriamente cutuca o bebé 4 sua esquerda ou a sua direita. Qual a quantidade esperada de bebés ndo

cutucados?
Problema 2.6 (Roménia 2004). Mostre que, para quaisquer mimeros complexos £y, 2a, ..., I satisfazendo
|z1]? + | 22| + -+ - 4 |2a|? = 1, é possivel selecionar £1,&,...,6, € {—1,1} tais que

<l

n
S e
k=1

2.2 Valor Esperado Como Meédia

Por ser uma média, o valor esperado nos permite garantir a existéncia de objetos que satisfazem algumas

desigualdades.

(" Lema 2.7 h
Se X ¢ uma varidvel aleatéria, entio existe um ponto tal que X > E[X] e um ponto tal que X < E[X].

‘. >y

Exemplo 2.8 (MOP 2007)

Emn uma tabela 100 x 100, sdo escritos os nimeros 1, 2, 3, ..., 100, cada um aparccendo exatatente 100
vezes. Mostre que existe uma linha ou uma coluna da tabela com pelo menos 1) nimeros diferentes.

Solu¢do. Comno desejamos, contar a quantidade de mimeros diferentes, considere as varidveis aleatdrias

X = 1, se n estd na coluna/linha;
n = 4 a
0, caso contrario.
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Entao X = X +--- + Xy conta a quantidade de niimeros distintos na linha ou na coluna, e
E{IY] = E[/\’l} +:-- 4 E{JY“)U].

Agora note que E[X,,] > & = . De fato, sc n aparece em ay, linhas ¢ em b, colunas, entdo as 100 vezes

que n aparece cstao nas a,, - b, casas determinadas por essas linhas ¢ colunas, e daf segue que

MZ Vau'bnzlu'

2

Por fim, temos que

1 1
(] = 000 1 D o— 50D _=
]E[)&] E[X)] +--- + E[Xm] 2 10 + + 0 10,

g, pelo lema, existe uma coluna on uma linha tal gue X > E[X] > 10 O

Uma ferratnenta muito itil quando descjamnos usar o valor esperado ¢ o que chamanos de convexidade.
O exemplo canénico que o leitor deve ter em mente é a funcio f(z) = z2.

Um funcéo f é dita convexa se, para qualquer par de pontos no grafico de f, o segmento de reta que liga
esses dois pontos estd achima do grifico.

Af(z) + (1 - M f(y

fx 4+ (1= X))

Fignra 2: A fungao f(z) = r? ¢ um exemplo de uma funcio convexa.

Podemos escrever matematicamente a definigao usando desigualdades. Uma fungio é convexa se e somente
se, para quaisquer z, y no dominio e A € [0, 1],

flaz + (1= Ay} < Af(z) + (1= A)f(m).

Em outras palavras, se a fungiio aplicada na mdédia ¢ menor ou igual do gue a média da fungao. Tsso sc
generaliza para o seguinte resnltado.

(" Teorema 2.9 {Desigualdade de Jensen) w

Seja f uma fungao convexa e x,, Ts,..., T, niimeros reais. Se Ay, Aq,..., A; siio reais positivos tais
que Ay + -4+ A = 1, entito

Sz +o 4 Mpzn) S ALf(z) + -+ + A f(za).

Escrito de maneira mais probabilistica: para qualquer variavel aleatdria X,

FEE[X]) < E[f(X)].
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Esse enunciade pode parecer obscuro, mas precisaremos apenas do nosso exemplo candnico para resolver
o exemplo {embora hd nm exercicio que utiliza uma fungio diferente). Se ry,. .., 1y, 520 mimeros reais. entio

Bt B T £
n - n ’

Mais geralmente, isso é verdadeiro para toda fungio quadrdtica (cujo coeficiente lider é positivo). Assim, se
(f,‘) = 1'—('—-‘2—'-11 eny, ..., Ny SR0 Nimeros naturais que tém como média 7, entdo

() ()2)

Exemplo 2.10 {Riissia, 1998, adaptado)

Na Camara dos Deputados do Brasil, ha 513 deputados, que formam 2.062 aliangas, cada uma com 50
pessoas. Mostre que ¢ possivel encontrar um par de aliangas com cince membros em comum.

Solugdo. Vamos segnir a mesma idein das questdes anteriores. Vamos escolher aleatorinmente um par de

: 2052 Py . iy P B . )
alinngas (Ay, A;) das ( o ) possiveis, Nossa variivel aleatdria serd dada por X = quantidade de membros
etn comum de A; e Ag. Assim, se

X 1, se 0 k-ésimo deputado estiver em A ¢ em Ao
k= s
0, caso contrario,

entio X = X, + -+ + X513. Agora nos resta calcular lE[XkJ. Para tanto, seja ng a quantidade de alinngas da

qual participa o A-ésimo depntado. Entio E[Xj) = ("2")/("0252) e
513
. 1 ny
E[X] = —ris ( )
(-025-) k=1 2

Por outro lado, sabemos que ny 4+ ns + - - - + ngy3 = 2.052 - 50, pois é a quantidade de pares { A, d} tais que
o deputado d esta na alianga A, Assim, i=200e

E[X] > - -513(200) = 5130 199 _ 4850..

(""{;’2) 2 2052 - 2051
Pelo lema, isso implica que existe um par (A), A2) tal que X = 4.85. Como esse valor precisa ser inteiro,
nds temos win par de aliangas comn pelo menos 5 deputados em comun. ]

Problema 2.11 {Riissia, 1999). Em wma escols, cada menino é amigo de pelo menos umna menina. Mostre
] 1 E:

que existe um grupo com pelo menecs metade dos estudantes onde cada menino do grupo é amigo de uma

quantidade impar de meninas do grupo.

Problema 2.12. Em uma festa de forinatura com n meninos ¢ n meninas, ha no méaximme n — 1 relagdes de
inimizade. Mostre que ¢ possivel, na hora do baile, cada menino convidar para dangar uma menina com &
qual nio possui inimizade.

Problema 2.13 (IMC 2002). Uma olimpiada matemiitica tem 6 problemas e 200 participantes. Como os
participantes eram muito habilidosos, cada questiao foi resolvida por pelo menos 120 participantes. Mostre
que existemn dois participantes tais que cada problemna foi resolvido por algum deles.

Problema 2.14 (Ira TST, 2008). Suponha que 799 times participam de um torneio no qual cada time joga
exatamente uma vez com todos os outros times. Mostre que existe dois grupos disjuntos 4 e B com 7 times
cada tal que todos os times de A ganharam de todos os times de B.

7
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Apresentaremos, aqui, dois problemas {0 segundo talvez wn pouco tedrico) que podem ser apresentados a
alunos do ensino médio.

Definimos o piso de nm nimero real  como o maior interior € @, e denotamos por |x]. Por exemplo,
|7} =3 e || = 4. Semelhantemente, podemos definir a parte fraciondria de = por {x} = x ~ |z]. Assim,
{r} =0,14159... ¢ {{¥} = 0,25. Note que 0 € {z} < L.

Exemplo 3.1 (MOP 2008)
Scjam a, b e ¢ nimeros reais positivos tais que para todo inteiro n

|na] + 1] = |nc].

Prove que pelo menos um entre a, b e c € inteiro.

Solucdo. Primeiranente, note que podemos transferir esse problema para a parte fraciondria. De fato, nds
temos,
(na — {na}) + (nb — {nb}) = nc ~ {nc}

e podemos organizar os termos e dividir por n, para ficarmos com

_ {nc} — {na} — {nb}.

2]

at+b-c

O lado esquerdo nio depende de n, mas podemos deixar n arbitrariamente grande, de modo a deixar o lado
direito arbitrarinmente pequeno. Assim, a + b = ¢. Além disso, observe que nds nao podemos considerar nm
mimero inteiro escolhido aleatoriamente (de maneira uniforme). Entdo vamos adaptar e, para cada NV, iremos
considerar um ndmero aleatoriamente escolhido emn [- N, V] e construiremnos as varidveis aleatdrias 4, Be C
dadas por: se o nlimero sorteado é n, entio 4 = {nu}, B = {nb} e C = {nc}. Suponha que a, b e ¢ ndo séo
inteiros; tentaremos chegar em um absurdo. Se g é irracional, entio {na} nunca é inteiro e {—na} =1 — {na}.
Assim,

N N

Y {na} = ({naf+ (1= {ral)) = N,

k=—-N k=1

e E|A4] = 2—‘,\—‘:.!_'_—1- que se aproxima de % aquando N cresce arbitrariamente. Por outro lado, se ¢ = § é um
irracional, entao {na} pode dar os valores 0, %, %, ey -‘"—éi. Assim, quando N cresce arbitrariamente, todos
esses valores serao igualmente proviveis, e teremos que E[A] se aproxima de

1,2 g-1
atat ot ge-1 1 1
y 2¢° 2 2
Portanto, E[A] se aproximna de %, se a ¢ irracional; e E[A] se aproxima de um valor em [%, %), se a € racional,
e
: 1
E[C| =E[A+ B]| =E[A]+EB] » €y + (p & [5’1] .
Mas isso 6 é possivel se E[C] — § e E[A], E[B] — 1. Mas entiio a e b siio racionais, ¢ é itracional, e
a+b=c¢, o que é um absurdo! Portanto algum dos valores a, & ou ¢ é inteiro. i

Dizemos que um conjunto § ¢ livre de somas se a soma de quaisquer dois clementos do conjunto nao
estd no conjunto. Matematicamente, escrevemos que a + & = ¢ nio tem solugio com a, b, ¢ € §. Por exemplo,
podemos tomar o conjunto dos nimeros impares. Como a soma de dois impares € sempre um par, esse

8
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conjunto é livre de soma. Por outro lado, qualquer conjunto que contenha o () ndo é livre de somas, pois
0+ 0= 0. O conjunto dos quadrados {1,4.9,16,...,} nio ¢ livre de quadradoes, porém o conjunto das
poténcias citbicas {1,8,27,64,...} é - esse € um caso particular do Ultime Teorema de Fermat.

Como comentamos aciina, podewnos formar win subconjunto de {1,2,...,n} livre de somas de tamanho
|_%,_1J, basta tomar todos os impares ou o conjunto { T I n}. Portm, cssc conjunto é muito particular.
Digamos que temos um conjunto A qualquer de niimeros naturais ¢ saber o quiio grande pode ser um
subconjunto livre de somas B € A, Esse € o tema do nosso proximo resultado.

Teorema 3.2 (Erdds, 1965)
Seja A € N um conjunto com n clementos. Entio existe B € A livre de somas com > % clementos.

Solugdo. A ideia chave é usar aritmética modular para introduzir permutagtes. Seja @ o maior elemento de
A ¢ tome p > 2z um mimero primo. Dessa forma, para o, b, ¢ € A,

a+b=c <= a+b=c {modp),

o qiie nos perinite nos preocipar apenas com aritnética modular, o que ¢ bem mais simples! Suponha,
para simplificar as contas, que p = 3k + 2. Da mesma forma como fizemos para {1,2,...,n}, nds podemos
considerar o conjunto livre de somas § = {k+ 1,k + 2,...,2k + 1} com k + | elementos. E nds vamos
pertnutar esse conjunto usando o produto por algum & € Z/pZ" aleatdrio. pois

za+zb=zc {modp) <= a+b=c (modp).

Considere, entdo, a varidvel aleatéria dada por
X{z) =[S 4|,
onde 28 = {.r {k+1),2(k+2),...,2(2k + 1}}. Novanente, podemos separar a nossa varidvel aleatéria em

X =3 ,c4 X onde
X {1, sca € xS,

0, caso contririo.

Agora, note que é ficil calcular o valor esperado de cada X, pois
aExS <= " lueSs,

de onde seguc que E[X,] = Pla € 28] = &L > 1. Portanto E[X]| > ¥ c cxistc um = tal que |z§ N 4| > §

Sc¢ tomarmos B = 5N A, temos o conjunto hvr(. d(. somas dc:,(,jddo

4 Problemas Dificeis
Problema 4.1. Prove que é possivel colorir os inteiros de 1 a 2014 com duas cores sem que haja 18 inteiros
formando uma PA monocromatica.

Problema 4.2 (Desigualdade LYA). Sejamm Ay, ..., A, subconjuntos de {1,2,..., A} tais que nenhum A,
¢ subconjunte de um outro A;. Para cada 7, chame a; = |4;|. Mostre que

= 1
Z (A\J S 1

i=1 \aoj

Problema 4.3 (Lema de Sperner). Mostre que, se F é uma colegio de subconjnntos de {1,2,...,n} tal que
nenhum elemento de F é subconjunto de win outro elemento de F, entao |F| < (1"721)'
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Thiago Landim Referéncias
Problema 4.4 (Lema de Littlewood-Offord). Sejam x, &a. ..., &, nimeros reais nao nulos nio necessaria-
mente distintos. Suponha que ey, g, ..., €, sio varidveis aleatdrins independentes, eada qual ¢ £1 com igual

probabilidade. Mostre que existe C > 0 tal que

P[Clﬂfl doitopT, = 0} S

BER
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