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Prélogo

Meu interesse na arte do Desenho Geowétrico é essencialinente por razoes
histdricas, ji que considero este campo uma das principais origens do pen-
samento humano, englobando tanto os aspectos cientificos como os filoséficos.
Recentemente, resolvi re-estudar este tema, sobre o qual, ao longo dos anos, te-
nho acumulado uma mini-biblioteca [1]-[10]. Baseei meus estudos em [1}, pele
seu conteido relativamente amplo, bem organizado e de forma suficientemnente
cnxuta para o meu nivel de interesse.

De fato, motivo todos a lerem a referéncia [1], que inclui um desenvolvi-
mento tedrico para cada capitulo acompanhado da solugdo de alguns exemplos
de construgao. Em seguida, o leitor deve procurar resolver os problemas apre-
sentados no livro-texto. Em diversos casos, existe um encadeamento de pro-
blemas, onde a solugio de um é auxiliada pela solugdo encontrada para outro
problema. Desta forma, com a experiéncia acumulada, é possivel formar um
conjunto de estratégias que possibilitam a solu¢iio de uma gama cada vez mais
ampla de problemas.

O presente material contém (a menos de quando indicado o contrério) mi-
nhas solugdes dos problemas de [1]. Certamente, cstas solugdes nio sio neees-
sariamento as melhores, e em alguns casos posso adiantar que estao longe disto,
devido & minha tendéncia natural de “algebrizar” problemas geométricos. Pro-
curei acompanhar cada solugio de uma breve andlise do problema e de uma
figura adequada, onde usei a seguinte legenda de cores:

preto: dados do problema;
s verde; contrugdes anxiliares bésicas;
» vermelho: elemento-chave para minha solugio;

s az1l; elemento desejado pelo problema.

No caso, a notagao C(O,r) indica o tragado de um circulo de centro O e raio
T.

Agradeco muitissimo ao Prof. E. Wagner por ter autorizado a divulgagao
deste material, e, desde ji, agrade¢o qualquer critica construtiva, incluindo
correcoes, soluges alternativas ou mesmo comentdrios gerais.

Sergio L. Netto (sergiofn@{ps.ufrj.br)
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1 Problemas do Capitulo 1

1.1: Construir um quadrado conhecendo sua diagonal.

Construcgao: (i) Trace a mediatriz M da diagonal AC, determinando o ponto
médio O; {ii) Trace ) = C(O, AO), cujas interseqdes com Al sio os dois outros
vértices B e D do quadrado.
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Exercicio 1.1 Exercicio 1.2

1.2: Construir um quadrado dados em posigao os pontos médios de
dois lados adjacentes.

Construgdo: (i) Trace a mediatriz do segmento A'B’ dado, determinando o
ponto médio O’; (ii) Trace C, = C(0’, A'O’}, determinando sobre a mediatriz o
vértice A ¢ o eentro O do quadrado; (iii) Trace Ca = C(O, AO), determinando
sobre a mediatriz o vértice C oposto a A; (iv) Os outros dois vértices B e D
840 as intersecdes de AA' e AB’, respectivamente, com Cs.

1.3: Construir o circulo circunscrito a um tridngulo.

Construgio: (i) Trace as mediatrizes de dois lados quaisquer do tridngulo,
cuja intersegio € o circuncentro O; (ii) O circulo circunscrito é C(Q, OV}, onde
V' é un vértice qualquer do tridngulo.

1.4: Construir o circulo inscrito em um tridngulo.

Construcao: (i) Trace as bissetrizes de dois dngulos quaisquer do triangulo,
determinando o incentro I: (i} Trace a altura ii; de [ relativa a qualquer lado
do triangulo; (iii) O circulo inscrito é C(1, hy).
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Exercicio 1.3 Exercicio 1.4

1.5: Construir um trapézio conhecendo as bases ¢ e b e 0s outros dois
lados c e d.

Anilise: Da figura-solugao, tragando uma paralela a AD por C, determina-se
C' sobre AB, tal que AC' = CD = b. O vértice C dista d de B e dista ¢
de C’, o que permite a sua determinago. O vértice D pode ser determinado
similarimente.

Construgao: (i} Marque sobre AB = a os pontos C7, tal que AC' = b, ¢ D', tal
que BD' = b, com C' e D' entre A e B; (ii) Trace C) = C(B,d) e C; = C(C', ¢),
cuja interse¢io é o vértice C; (iii) Trace C3 = C(D’,d) e Cy = C(A,c), cuja
intersecéo é o vértice D.
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Exercicio 1.5
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1.6: Construir um hexdgono regular, dado em posigao um lado.
Construcgdo: (i} Construa um triangulo equilitcro com o lado dado, deter-
minando o centro O do hexigono; (ii) Trace C) = C(0,0V), onde V é um
extremo qualquer do lado dado; (iii) Marque sobre C| os demais vértices do
hexdgono, usando o comprimento do lado dado.
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Exercicio 1.6 Exercicio 1.7

Ex 1.7: Construir uma perpendicular ao segmento A5 pelo ponto A4,
estando este ponto muito préximo do bordo do papel.

Construcdo: (i) Construa o triangulo equilitero AABC; (ii) Trace a bissetriz
de CAB, e marque um ponto D qualquer sobre esta bissetriz; (iii) Construa o
tridingulo equilatero AADE, onde a reta suporte do lado AFE é a perpendicular
descjada.

1.8: Dados em posigio um circulo ¢ e uma reta r, construir um
circulo de raio dado tangente a r e tangente exteriormente a C.
Anadlise: Sejam O e O, os centros dos circulos C dado e C) desejado, de raios
R e R, respectivamente. Como C) é tangente a r, entao O; dista R; de r.
Além disto, como C) é tangente exteriormente a C, entdo O; dista (R + Ry)
de O.

Construgao: (i) Trace uma reta p paralela a v distando R; de r; (ii) Trace
Ca =C(0, R+ Iy), cuja interseciio com p é o ceniro O} de C;.

Estrada Dona Castorina, 110 Rio de Janeiro - Brasil 22460-320 Fone: 55 21 2529 5000/5284 Fax: 55 21 2512 4115
http://www.impa.br



impa
E:!-n.
<

—_

* ol

Instituto de MINISTERIO DA e
Matemética MINISTERIO DA CIENCIA, TECNOLOGIA, [ A0
Pura & Aplicada EDUCACAO  INOVAGOES E COMUNICACOES Lot

Exercicio 1.8

1.9: Sao dados em posigao as retas r e 5 e 0 circulo C. Determinar os
pontos de C que sio equidistantes de r e 5. Qual o mimero maximo
de solugoes?

Andlise: Vamos assumir que r ¢ s sao distintas. Se r ¢ ¢ sao paralelas, o lugar
geométrico dos pontos equidistantes a estas retas é uma reta paralela a elas no
meio de r e s. Neste caso, o niimero maximo de intersegoes com C é dois. Se r
e s se interceptam em P, o lugar geométrico dos pentos equidistantes o estas
retas sfio as bissetrizes dos angulos com vértice em P. Neste caso, o nimero
maximo de intersegdes com C ¢ quatro, que ocurre quando P ¢ interno a C.
Construcao: (i} Se r e 5 sdo paralelas, trace a reta paralela a r e s equidistante
a estas retas; (ii) Se r e s se interceptam em P, trace as bissetrizes dos angulos
com vértice em P.

Exercicio 1.9
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1.10: Sao dados em posicac um circulo C e uma reta r. Determinar
um ponto P sobre r de forma que as tangentes tracadas de P ao
circulo C formem um angulo o, dado.

Andlise: Sejam O e R o centro e o raio de C, respectivamente. Da figura-
solugdo, OP = ﬁ"é! que ¢ constante.

Construgdo: (i) Trace a bissetriz do dngulo o; (ii) Trace uma paralela a um
lado do angulo a, a uma distancia R deste lado, determinando com a bissetriz
de ¢ um triangulo retingulo de hipotenusa h = ﬁ; (iti) Trace Cy = C(O, h),

cuja intersegfio com 7 ¢ o ponto P desejado.

Exercicio 1.10

1.11: Construir as tangentes comuns a dois circules dados em posigao.
Analise: Sejam O; e 05 os centros dos circulos C) e €3 dados de raios R;
¢ Ry, respectivamente. Assuma, sem perda de generalidade, que By < Hs.
Da figura-solugfio, a tangente externa intercepta a reta suporte de 10» no
ponto P, externo ao segmento O,0; e tal que fﬁQlL = %Qz = &O};P—O'l, ou

2

seja PO; = ?—Rlz—o_-”j{—fl)-. Ja a tangente interna intercepta a reta (4> no ponto

1] — p! .
P, interno ao segmento )09 e tal que ER—?L = %'—{%2 = -(%hpﬁ, ou seja
PO, = %%%- Determinando P ¢ P', o problema se transforma no tragado
de tangente a partir de um ponto dado.
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Construgao: (i) Trace a reta 010, e as perpendiculares p; e pa a esta reta
por Oy e O, respectivamente, e marque sobre p; a distancia R} e sobre pp a
distdncia Hs. Para a tangente cxterna, marque as distancias no mesmo lado
de 010, e para a tangente interna marque as distincias em lados opostos
de 0,05; (ii} Una os pontos obtidos no item anterior, determinando P ou P’
sobre a reta suporte de 0,0;; (iii) Determine os pontos O3 médio de PO: e
04 médio de P'Oq; (iv) Trace C3 = €(O3, PO3), cujas intersegoes com Cy 530
os pontos de tangéncia por P, ¢ Cy = C(04, P'O,), cujas intersegoes com Co
sio os pontos de tangéncia por P.

Exercicio 1.11(b)
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Exercicio 1.20

1.21: Construir o tridngulo ABC conhecendo a mediana m, e as
alturas h; e hy.

Anailise: Sejam Ay e A, os pés da altura ¢ da mediana, respectivamente,
relativas ao vértice A. Da figura-solugiio, o tridngulo AAA, A, ¢ retangulo em
Ap. Além disto, do conceito de base média, A,, dista '—‘2'1 do lado AC.
Construgao: (i} Determine o tridngulo retingulo AAAL A, de hipotenusa
AA,, = m, e cateto A4, = hg, determinando a reta suporte r do lado BC;
(ii) Trace C) = C(A,,, %ﬁ); (iii) Trace a tangente t a C| por A e prolongue ¢,
cuja interse¢io com r € o vértice C; (iv) Trace Cz = C(Apm, AnC), cuja outra
interse¢io com r & o vértice B.

Exercicio 1.21
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