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1 Congruéncias

Sejam @, b,n € Z. Dizemos que a é congruente a b moédulo n, e escrevemnos
a = b {mod n), se n|b — e. Como a congruéncia médulo 0 é a igualdade e
quaisquer inteiros sAo congruos madulo 1, em geral estamos interessacdos em
n>1.
Proposigao 1.7: Para quaisquer a,a’,b,V,c,n € Z temos:

(a) a =a (mod n);

(b) sea=b (mod n) entdo b = a (mod n);

{c} sea=b (mod n) ¢ b=c (mod n} cntao a = ¢ (mod n),

(d) sea=4d’ (inod n) eb="V (mod n) entdoa-+b=a’+ ¥V (mod n);
{e) se a = a’ {mod n) entio —a = —a’ (mod n);

(f) sea=a {modn)eb=¥t (mod n) entdioa-b=d -t (mod n).

Dem: Para oitem (a) basta observar que njla—a = 0. Em (b), se n|b—a entdo
nla—b=—{b—a). Em (c),senlb—aen|c—bentdonlc—a = (c~b)+(b—a).
Em (d), se nla’ — a e n|t/ — b entio n|(d’ + &) —(a+b) = (@' —a)+ (' = b). Em
(e), se n|a' — a entdo n|(—a’') - (—a} = —(a’ —a). Em (f), se nle’' —aen|t/ —b
cntéo n|a’t’ — ab = o’ (b’ — b} + b(a’ — a). o

Os itens (a}, (b) e {¢) da proposi¢iio acima dizem, nesta ordem, que a rela-
¢io = (mod n) (“ser congruo médulo #™) é uma relagao reflexiva, siimétrica ¢
transitiva. RelagDes satisfazendo estas trés propriedades sao chamadas relagoes
de equivaléncia. Dada uma relagio de equivaléncia ~ sobre um conjunto X e
um elemento z € X definimos a classe de equivalencia T de = como

T={y€ Xiy~az}

observe que & ~ y sc e somente se T = 7. As classes de equivaléncia formam
uma partigio de X, i.e., uma cole¢io de subconjuntos nao vazios e disjuntos de
X cuja unido é X. O conjunto {F|z € X} das classes de equivaléncia é chamado
o quociente de X pela relagio de equivaléncia ~ e é denotado por X/ ~.
Aplicando csta construgio geral ao nosso caso, definimos o quociente Z/{=
(mod n)), chamado por simplicidade de notagao de Z/{n), Z/nZ ou as vezes
Zn. Dado a € Z, a definicao de @ como um subconjunto de Z raramente
serd importante: o importante € sabermos que @ = @ se e somente se a = o'
(mod n). Se n > 0, a divisdo euclidiana diz que todo inteiro a é céngruo a um
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iinico inteiro a’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nosso nova
linguagent como
Z{(n)={0,1,...,n—1}.

Quando nio houver possibilidade de confusio omitiremos as barras e chamare-
mos os elementos de Z/{n) simplesmente de 0,1,...,n— 1.

Os itens (d), (e) e {f) da proposicao dizem que as operagoes de soma, dife-
renga e produto sio compativeis com a relacio de congruéncia. E esta proptie-
dade que torna congruéncias tio iteis, nos possibilitando fazer contas médulo
n. Podemos por exemplo escrever

196883 = 1-10° +9-10* +6-10° +8-10* + 8- 10" + 3. 10°
=1-°+9-1"+6.-1°+8-1°+8.1' +3.1°
=14+9+6+8+8+3
=35
=8 (mod9),

ja que 10 = 1 (mod 9) (mostrando assim porque funciona o conhecido critério
de divisibilidade por 9). Uma formmlagio mais abstrata da mesma idéia é dizer
quc as operagoes + e - passatu a6 guociente, 1.¢., que podemos definir

+:Z/(n) x Z/(n) = Z/(n), L) x Ef(n) = Z/(n)

por@Z+b=a-+bec@-b=a-b A divida a primeira vista scria sc a escolha de
a e b nio afeta a resposta: afinal existem infinitos inteiros o’ e ¥’ com @ = a’ ¢
b="V. Os itens (d) e (f) da proposigao sio exatamente o que precisatnos: eles
nos dizem que nestas condigdes e +b=a’ +V ea-b=a - V.
Proposicao 1.8: Sejam a,n € Z, n > (. Entao existe b € Z com ab =1
(mod n) se e somente se {a,n) = 1.
Dem: Seab=1 {mod n) temos nk = 1 — ab para algum k, donde (a,n)jab+
nk=1c¢ (a,n) =1. Sc(e,n) =1 temos ax + ny = 1 para certos inteiros z e y,
donde ax =1 {mod n). O
Dizemos portanto que « é invertivel ! médulo n quando (a,n) = 1 e cha-
mamos b com ab = 1 (mod n) de inverso de ¢ médulo n. C inverso € sempre
tinico médulo n: se ab=ab/ =1 (mod n) temos b= ab® = abt/ = (mod n).
Coroldrio 1.9: Se{a,n) =1 eab=ab’ (inod n) entdo b =4t (mod n).
Dem: Basta escrever b = abe = ab'ec = § (mod n) onde ¢ € o inverso de a
modulo n. O
Definimos (Z/(n))* C Z/(n) por

(Z/(n))" = {@(a,n) = 1}.

Observe que o produto de elementos de (Z/(n))" é sempre um elemento de
{Z/(n))* (corolario 1.5).

'Alguns autores preferem escrever inversivel. Os interessados em discutir esta questio
ortogrifica devem escrever para o Prof. Zoroastro Azambuja, IMPA, Estr. D. Castorina 110.
Rio de Janeiro, RJ
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Teorema 1.10: {Tcorema Chinés dos restos) Sc (m,n) = 1 entdo

f:Z/(mn) = Z/(m) x Z/(n)
@ (a,a)

é uma bijecao. Além disso, a imagem por f de (Z/(mn)}" é (Z/(m))* x
(Z/(n)".

Note que cada @ na definicdo de f ¢é tomado em relagdo a um maédulo
diferente. A fungiio estd bem definida pois @ mod mn determina ¢ mod m e
a mod n.

Dem: Como Z/{mn) e Z/(m) x Z/(n) tém mn elementos cada, para provar
que f é bijetiva basta verificar que f é injetiva. E, de fato, se a = a’ {(mod m)
e a = a' (mod n) entdo m|{a — a') e n|(a — a'), donde mn|(a - ') e a = o
(mod mn). A imagem de (Z/(mn))* é (Z/(m)})* x (Z/(n))* pois {(a,mn) =1 se

¢ somente sc (a,m) = (a,n) = L. O
Dados inteiros my,mo. ..., my, dizemos que estes inteiros sdo primos entre

si se (my,m;) = 1 para quaiquer { # j.

Corolario 1.11: Se i, ma,..., m, sdo inteiros primmos entre si. Entio

fEZf{fmyma---m.) = Z/(m1} x Z/(ma)---Z[(m,)

a— (@,a,...,a)

é uma hijegio.

Dem: Basta aplicar o tcorema anterior r vezes. O
A aplicagdo mais comum deste teorema € para garantir que existe a com

a = u; {mod ;) onde g; sdo inteiros dados quaisquer.

Exemplo 1. Uma poténcia ndo trivial é um nidmero da forma m*, onde m, k sdo
inteiros maiores do que ou iguais ¢ 2. Dado n € N, prove que existe um conjunto
A C N com n elementos tal que para todo subconjunto B C A ndo vazio, 3. z

reld
é uma poténcia ndo trivial. Em oufras palavras, se A = {x1,72,...,3,} entdo
todas as somas Ty, L9, ..., &y, L1FLe, L1+2Ly, . o, Ino1FLny, .o, T1+L24 -2y

sdo poténcias ndo triviais.

SoLuCgAo: Vamos provar a existéncia de um tal conjunto por indugdo em n.
Para n = 1, A = {4} é solugav ¢, para n = 2, A = {9, 16} € solugio. Suponha

agora que A = {z]....,ZI,} é um conjunto com n elementos e para todo B C A,

B#0 Y z= mg" . Vamos mostrar que existe ¢ € N tal que o conjunto A =
zeB

{ex1, ez, ..., cxp. c} satisfaz o enunciado. Seja A = mme{kp | B C A, B # 0},

o minima miltiple comum de todos os expoentes kg. Para cada B C 4, B # 0,
associamos um nimero primo pg > A, de forma que B) # B implica pg, # pa,.
Pelo teorema chinés dos restos existe umn natural rg com

rg= 0 (mod py) para todo subconjunto X C 4, X # B
A-rg=-1 f[inod pg).
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{A ¢ invertivel médulo pg). Tomeinos

c= H {1+ mi:")""-\'

XNCA
XEW
e vamos wmostrar que A = {czy,czo,...,cx,. c} continua a satisfazer as condi-
¢des do enunciado.
Dado B' C {cz),cxs,...,cx,}, temos que B’ = {ex | z € B} para algum

B C A. Como ¢ é uma poténcia A-ésima, ¢ também é uma poténcia kg-ésima,
portanto, } ,opT = mrg" serda uma poténcia kp-ésima para todo B’ # .
Além disso, para subconjuntos de A da forma B’ U {¢}, temos

Y o=c(amig) = ( TT @mbe) )@+ mipyrett,
ze B} \-_\';';'r:]
que ¢ uma poténcia pg-ésima, pois Arg + 1 e rx (X # B) sao miiltiplos de
Pa. N

2 A funcgao de Euler e o pequeno teorema de Fermat

Definimos ¢(n) = |(Z/(n))*| (onde | X| denota o mimero de elementus de
X). A funcéo ¢ ¢é conhecida como a fungdo de Euler. Temos ¢(1) = 2(2) = 1,
e, paran > 2, 1 < ¢¢(n) < n. Se p € primo, ¢(p) = p — 1, mais geralmente
w(p*) = p* — p*~! pois (a,p*) = 1 se e somente se a niio é miltiplo de p e hd
2=1 multiplos de p no intervalo 0 < a < p*.

Dizemos que os n niimeros inteiros ajy,as,...,a, formam um sistema com-
pleto de residuos (ou s.c.r.) médulo n se {ay,@,...@,} = Z/(n), isto ¢, se

us @; representam todas as classes de congruéncia mddulo n. Por exemplo, 0,

1,2, ...n =1 formam um s.c.r. médulo n. Equivalentemente, podemos dizer
que ap,4az,...,a, formam um s.c.r. médulo n se e somente se a; = a; (mod n)
implicar ¢ = j. Os ¢(n) nimeros inteiros by, bo, ..., by formam um sistema

completo de invertiveis (s.c.i.) modulo n se
{E! Ev E b;‘{n)} = (Z/(n})",

isto é, se os b; representam todas as classes de congruéncias invertiveis modulo
n. Também equivalentemente, by,b2....,b () formam um s.c.i. madulo n se e
somente sc (b, n) = 1 para todo i ¢ a; = a; (mod n} implicar { = j.
Proposicao 1.12:  Sejam q,r,n € Z, n > 0, g invertivel modulo n, aj,
ag,...,an um s.cr. médulo noe by, by, ... by um s.ci. médulo n. Entdo
gay + r,qaz +1,...,qgap + r formam um s.cr. modulo n e gby,gba,...qb
formam um s.c.i. mddulo n.

Prova: Se qa; +r = qa; +r (mod n) entio nlg(a; — a;) e ¢; = a; (mod n),
donde ¢ = j; com isto provamos que qa; + r,qag + r,...,qa, + r formam wun
S.C.I..
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Como (g, n) = (b, n) = 1, temos (gb;, n) = 1. Por outro lado, sc gb; = qb;
(mod n) temos b; = b; {mod n} (como no pardgrafo anterior) e i = j. Isto
conclui a demonstragao. O
Teorema 1.13: (Euler) Sejam a,n € Z, n > 0, tais que {a,n) = 1. Entao
a?™ =1 (mod n).

Prova: Scja

b[, h),, e -bq:-"n)

nm s.c.i. modulo n. Pela proposigio anterior,

aby, aby, ... ab (g

também formam um s.c.i. médulo n. Assim,
b[ & bg 500 ba,::[n] = abl . abz 000 ﬂbg;l:n] (mod Tt)

pois médulo n os dois lados t&m os mesmos fatores a menos de permutacgio.
Mas isto pode ser reescrito como

a""'")(bl bgeeibgmy) = 1-(by by byiny) (mod n)

e pelo coroldrio 1.9 isto implica a®™ =1 (mod n). (]

Corolédrio 1.14: {Pequeno Teorema de Fermat) Se p € primo entdo, para todo

inteiro a, a¥ = a (mod p).

Prova: Sc pla, entdo a® = a = 0 {mod p). Caso contrario, ¢(p) = p — 1,

a”~! =1 (mod p) e novamente a” = a (mod p). O
Outra demonstracao do pequeno teorema de Fermat é por indugio em o

usando o bindémio de Newton e algumas propriedades de mimeros binomiais. Se

0 <i < ptemos
P p!
) =——"———=0 (mod
() = mzg =0 tmoan
pois ha um fator p no munerador que nio pode ser cancelado com nada que
aparega no denominador. Os casos a = 0 e ¢ = 1 do teorema sdo triviais.
Supondo vilido o tcorema para e, temos

(a+1)”=a”+(I;)a""+---+(pf)_l)a4-l

=af+1
=a+1 (mod p}

e a indugio esta completa.

Coroldrio 1.15: Se (m,n} =1 entao g(mn) = p(m)pin).

Prova: Construimos uma bijeciio entre {Z/(mn))* e (E/(m))* x (Z/(n))*, o
que garante que estes conjuntos tém o mesmo niimero de clementos.
Corolario 1.16: Se

n=pPpd P

D
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com p1 < pr < ... < pm €e; >0 para todo ¢ entao

e =1

o(n) = (P = PP ~ P31 (i - i)
(NS

Prova: Isto segue da férmula que ja vimos para p(p®) e do coroldrio anterior.
O
Em particular, se n > 2 entio o(n) é par.

Exemplo 2. Encontre win ndmero n € N tal que 2™ > 10°%¢ ¢ 2" tenha entre
suas 2000 iultimas casas decimais pelo menos 1000 zeros conseculivos.

5'.'000)

SoLugiAo: Sabemos que 27 1 {mod 5%990) pelo tcorema de Euler-

Fermat. Portanto existe b € N com

= 52000 4 1 —s 22000+,a(“'“" 1032000y, 4 92000

Portanto os 2000 tltimos digitos de 22000+ #(57) coincidem com a representagiio
decimal de 2°9%0 que tem no maximo 667 digitos pois 22000 « (29567 < 10667,
Desta forma, ha pelo menos 2000 — 667 = 1333 zeros consecutivos dentre as
2000 ltimas casas decimais de 22000+97(5°°™) ¢ assim n = (52000) 4 2000 =
4 -5'999 1 2000 satisfaz as condigdes do enunciado. O

Concluimos esta se¢do apresentando brevemente uma aplica¢do do Teorema
de Euler que tem particular interesse pratico: a Criptografia RSA. Trata-se de
um método de criptografia com chave piiblica, isto e, um método que permite
a qualquer pessoa transmitir mensagens por uma via insegura {ou seja, que
pode ser monitorada por espioes) de modo que, na pratica, apenas o legitimo
destinatdrio, que conhece uma chave, pode recuperar a mensagem original. A
sigla vem dos nomes de Ron Rivest, Adi Shamir, ¢ Leonard Adleman, que
desenvolveram esse meétodo.

Para isso, o receptor publica um inteiro iV que € o produto de dois primmos
razoavelmente grandes p e ¢ (aproximadamente da mesma ordem de grandeza);
N é piblico mas a sua fatoragio pg so é conhecida pelo receptor. O receptor
também publica um expoente s (em geral ndo muito grande) com mde(s, (p —
1){(q — 1)) = 1. O receptor calcula (usando o algoritmo de Enclides) o inverso
de s mod (p — 1)(g — 1) = ©(N), isto é, um natural r < (p — 1){(g — 1) com
rs =1 (mod {(p — 1{{g — 1)) (donde rs = 1 + ky(N), para algum natural k);
esse v ¢ chamado a chave privada da criptografia. Note que apesar de N e s
serem piiblicos, ndo parece ser ficil caleular (o(IV) ou » (neste contexto, calcular
@(N} = (p—1)(g — 1) dado N = pg é equivalente a fatorar NV, i.e., a encontrar
os fatores primos p e q).

Uma mensagem ¢ um mimero natural m < N. O emissor envia {ou publica)
m:=m? (mod N), com 0 < m < N. O receptor recupera m via

m=m" (mod N).
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Para verificar essa cquivaléucia, podemos observar que
m" = (m?) = m™ = mtRe-0e-l oo (mP~ 16D =m  (mod p).

Note que, se p | m, os dois lados s3o 0 mod p, ¢, caso contrdrio, mPl =1
(mod p); analogamente " = m (mnod q), donde Mm" = m (mod N). Essas
tarefas sdo relativainente ripidas computacionahmente, mas acredita-se que fa-
torar inteiros grandes ¢ uma tarefa bem mais complicada e demorada compu-
tacionalmente, o que garante na pritica a eficiéncia do método.

Mais adiante estudaremos equagdes do segundo grau em Z/(p); vejamos
desde j& um pequeno resultado deste tipo que garante que os tnicos a que séo
scus préprios inversos modulo p sdo 1 ¢ -1,

Lema 1.17: Se p ¢ primo entio as iinicas solucdes de % = 1 em Z/(p) sio 1
e —1. Em particular,se z € (Z/(p))* — {1, -1} entdo £~ # x em Z/(p).
Prova: Podemos reescrever a equacio como (x — 1)(z + 1) = 0, o que torna
o resultado trivial. 0
Teorema 1.18: (Wilson) Sejan > 4. Entdo (n—1)! = ~1 (mod n) se n é
primo e (n = 1)! =0 (mod n) se n é composto.

Prova: Scn é composto mas nao é o quadrade de um primo podemos escrever
n=abcoml < a < b < n: neste caso tanto a quanto b aparecem em {n — 1)!
¢ (n—1) =0 (mod n). Se n =p?, p > 2, cutdo p ¢ 2p aparccem em (n — 1)!
e novamente (n — 1)! = 0 {mod n); isto demonstra que para todo n compusto,
n >4, temos (n —1)! =0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n — 1! = —(2-3---n — 2) (mod n); mas
pelo lema anterior podemos juntar os inversos aos pares no produtoe do lado
dircito, donde (n — 1)! = —1 (mod n). O

3 Ordem e Raizes Primitivas

Dado @ € (Z/nZ)*, definimos a ordem de @, denotado por ord @, como o
menor inteiro ¢ > 0 tal que @ =T em Z/nZ. Se a,n € Z com mde(a,n) = 1,
definimos a ordem de & mddulo n, denotado por ord, a, como a ordem de & €
(Z/nZ)*. Note que pelo tecorema de Euler-Fermat, temos que ord a < ¢(n).
Se ord,, a = ¢(n), dizemos que a é raiz primitiva médulo n. Por exemplo, 2 é
raiz primitiva médulo 5, pois 2! = 2, 22 = 4, 23 = §, 2! = 16, que é a primcira
poténcia de 2 congruente a 1 médulo 5 e 4 = p(5).

O resultado bésico mais importante sobre ordemn é a seguinte

Proposicio 3. Temos que a! =1 (mod n) se, e 56 se, ordna | £.
Demonstrugdo. Como u® % =1 (mod n), para todo k € N tem-se a*°rdn2 =1
{mod n). Por outro lado, se a* = 1 {mod n), pelo algoritmo da divisio existem
inteiros g e r tais que 0 < r < ord, a e £ = gord, a + r. Portanto

1= at = aqordna+r —_ (aordn a)q a"=a" (mod n)

Ou seja, «” = 1 (mmod u). Pela minimalidade de ord,, a, temos que r = 0, i.e.,
ordpalft. O
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Coroldrio 4. ord, a | @(n).
Exemplo 5. Demonstre que n | o(a™ — 1} para todo inteiro posilivo a > 1.

SoLugAo: Ji que mdef{a,a™ ~ 1) = 1, pelo teorema de Euler-Fermat temos

que a¥'*"~1 = 1 (mod @ — 1); por outro lado, n ¢ a ordem de @ médulo a® — 1
jiiqllea" =1 (moda"—1)ese0<t<ntemos ) <a' —1<a"—1eassim
" — 1{a' — 1. Pela proposigiio, temos portanto n | ¢{a™ - 1). O

Exemplo 6. Demonsire que ndoe existe wmn inteiro n > 1 tal que n | 2" - 1.

SoLugA0: Suponhamos o contrario; seja p o menor divisor primo de n e
r = ord, 2. Sabemos que 2" = 1 (mod p) e além disso, pelo teorema de Fermat,
2¢7~1 = 1 (mod p).

Portanto r | n e r | p—~ 1, o que implica que r | mde(n,p — 1). Mas
mdc(n,p — 1) = 1 pois p ¢ o menor divisor primo de n ¢ assim os divisores
primos de p — 1 sdo menores que os divisores primos de n. Isto mostra que
r=1,isto é 2! =1 {(mod p), donde p| 1, uma contradigio. [

Exemplo 7. Sejam a, m e n intetros positivos; definam’ e n' porm = mde(m, n)-
m' e n = mdc(m,n) - n’, de modo que mdc(m’,n’) = 1. Mostre que
am™elmn) L1 sen’ en’ sdo fmpares.
mdec(a™ + 1,a" +1) = ¢ 2 sem’ +n' e a sdo impares.
1 sem’ +n' € impar e a € par.
SonugAo: Come
mdc(u"‘ +1,a" + 1) - "ldc((amdc(ru,r:))m’ +1, (amdc(m,n))u’ + 1),

o resultado no caso geral seguird do caso em que mde(m,n) = 1. Assim, vamos
supor m ¢ n sao primos entre si ¢ scja d = mdc(a" + 1,a™ + 1). Temos

a"=-1 (wod d) "=1 (modd)
——3
a” =-1 (mod d) a® =1 (mod d)
== ordga | mde(2n,2m) = 2.

Assim, @®> = 1 (mod d). Digamos que m seja impar {como estamos supondo
mdec(m, n) = 1, ndo podemos ter m e n ambos pares), de modo que

(@fm-D2=gm=_1 (mudd) = a=-1 (mod d)

= d|a+ L
Se n é impar também, entiod=a+1ljdquee+i|a™ +1lea+1|a™+1
neste caso (utilize a fatoragio a™ +1 = (a+1)(a™ ! —a™ 2 +a" 3 —... +1)
ot a implicagio a = —1 (mod a + 1} = a™ = -1 (mod a + 1)}. Por outro

lado, se n é par, temos
()?=a"=-1 (modd) = 1=-1 (mod d)
= d=1loud=2

O caso d = 2 ocorre se, e 6 se, @ + 1 e a™ + 1 sfo ambos pares, ou seja, quando
a € impar. Tsto encerra a andlise de casos e com isso o problema. O
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Uma outra caracterizagao de raiz primitiva € dada pcla

Proposi¢do 8. O mimero a € raiz primitiva modulo n se, e somente se, {@', t €

N} = (Z/nZ)*

Demonstragdo. Para todo a € Z com mde(a,n) = 1 temos {a*,f € N} C
(Z/nZ)*. Note que {a!,t € N} = {1,g,@,...,a°% %1} é um coujunto com
ord, a elementos. De fato, para qualquer t € N temos @ = @" onde r é o resto
na divisdo de ¢ por ord,,a, por outro lado, os elementos 1,a,@>,...,a*dne"1
sao distintos pois caso @ = @ com 0 € i < j < ord, a, entdo aJ e =1 com
0 < j—i<ord, a, o que é absurdo.

Assim, {@’,t € N} = (Z/nZ)* se, e s6 se, mdc(a,n) = 1 e ordp a = (n),
isto &, se, e s se, a4 ¢ uma raiz primitiva mddulo n. O
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