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1 Divisibilidade
Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a ou que d é wm divisor de
o ou ainda que ¢ ¢ win mudltiplo de d ¢ escrevemos
dla

se existir ¢ € Z com a = gd. Caso countrdrio, escrevemos d { a. Por exemplo,
temos que —~3 | 10 mas 10 { =5.
Eis algumas propriedacdes importantes da divisibilidade:

Lema 1. Sejam a,b,c,d € Z. Temos

(i} (“d divide”} Se d | a ed | b, entdo d | ax + by para qualquer combinagdo
linear ax + by de a e b com coeficientes x,y € Z.

(it} (Limitagio) Se d | o, entdo a =0 ou |d| < |a|.
(i1} (Transitividade) Sea|beb|c, entaoa | c.

Demonstrugdo. Se d | a e d | b, entdo podemos escrever a = dg) e b = dgz com
41,92 € Z, logo az + by = d{q1z + qay). Como gz + qzy € Z, temos d | az + by.
Para mostrar (i), suponha que d | a e a # (. Neste caso, a = dg com g # 0,
assim |q| > 1 e |a] = |d||q| > [d|. Finalmente, se a | b e b | ¢, entdo existem
g1, 92 € Z tais que b = aq; e ¢ = bga, logo ¢ = aqyq2 e portanto a | ¢ O

Vejamos como utilizar estas propriedades para resolver alguns problemas de
divisibilidade.
Exemplo 2. Encontre todos os inteiros positivos n tais que 2n%+1 | n?+9n—17.
SoLugAo: Utilizando o “2n?% + 1 divide” para reduzir o grau de n® +9n ~ 17,
temos que
20 4 1| n® 4+ 90— 17
2n?4+1|2n2 41
=202+ 1| (03490 —17)- 24+ (202 +1) - (—n)
= 2n% +1|17n - 34.
Como o grau de 171 — 34 é menor do que o de 2n? 4 1, podemos utilizar a
“limitacdo” para obter uma lista finita de candidatos a n. Temos 17n — 34 =

0 <= n=20u|2n%+1| < |17Tn - 34| <= n = 1,4 ou 5. Destes candidatos,
apenas n = 2 e n = 5 A0 solugdes. O
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! DIVISIBILIDADE

Exemplo 3 (IMO1994), Determine todos os pares (m,n) de inteiros positivos

w4l g g
mnoy ¢ inteiro.

para os quais
SoLugAo: Vamos tentar reduzir o grau em n utilizando o “d divide”. Temos
mn-1[n+1 = mn-1]m+1)-m—(mn-1) n?
= mn-1|n*+m.
Da mesma forma,
mu—1m+m=> mn—-1|E"+m)-m—(mn-1)-n
e mn—1|m?+n
2, finalmente,
mn—1|m?+n = mn-=1|(m*+n)-m-—(mn-1)
= mn-1}m’+1

que ¢ a mesma expressiio com que comegamos, trocando n por m. Assim,
temos que a condigio é simétrica em m e n e as divisibilidades acima sao todas
equivalentes entre si, Portanto podemos supor sem perda de generalidade que
m > n. Utilizando a “limitagdo” temos

mn—1{n*+m = mn—-1<n*4+m &= mn-1)<n®+1.

2 o
Sen# 1 temos m < ':.;—1[ =n+1+4 ;;3—1 Como estamos assumindo m > n, se

n = 4 temos apenas duas possibilidades: m = n ou m = n + 1. Agora temos
alguns casos a analisar.

e Sem>n=1devemosterm—1]|12+m = m-=1|m+1-(m-1) <=
m~—1|2 ¢ portanto rn = 2 ou m = 3, ambos os casos fornecendo solugoes.

e Sem > n = 2devemos ter 2m—1|224+m = 2m—1|2(m+4)—(2m—
1) = 2m-1|9 < m=2oum=35, ambos os casos fornecendo
solugdes.

eSem>n=3devemoster 3Im-1|3*+m = 3m-1|3(m+9)—
(3m—1) < 3m—1]|28 <= m =5, que fornecc uma solugdo.

e Se m = n > 4 devemos ter
n=1|nt+n <= n-1{n
= n-1|ln-{n-1) <= n-1]1
0 que nao € possivel pois n > 4.
e Semn=n+12>5 devemos ter
(n+in—1|n>+n+1)
el pn—1|(RP+n+l) - +n-1)
=nf+n-1]|2
0 que novamente nio é possivel pois n > 4.

Logo as solugdes (m, n) sio (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,2}, (2,5), (5,2), (3,5)
e (5,3). (]

2

Estrada Dona Castorina, 110 Rio de Janeiro - Brasil 22460-320 Fone: 55 21 2529 5000/5284 Fax: 55 21 2512 4115
hitp:/mwww.impa.br



imp

77 v

Instituto de IS W PATRIA AMADA
Matemética MINISTERIO DA CIENCIA, TECNOLOGIA, [ 000 BRASIL

Pura e Aplicada EDUCAGAQ  INOVAGOES E COMUNICACOES

GOVIRNG FEDERAL

2 MDC, MMC E ALGORITMO DE EUCLIDES

2 mde, mmc e Algoritmo de Euclides

Dados dois mimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada um deles
pode-se associar seu conjunto de divisores positivos, D, e D respectivamente,
e a intersecgao de tais conjuntos D, M Dy € finita (pela “limitagio”) e nao vazia
(j& que 1 pertence a intersecgio). Por ser finito, D, N Dy possui elemento
méximo, que ¢ chamado de mdzimo divisor comum {mdc) dos mimeros a ¢ b.
Denotamos este mimero por mdc(a, &) (alguns autores nsam a notacio (a,b)).
Para a = b = 0 convencionamos mdc(0, 0) = 0. Quando wnde(a, d) = 1 dizemos
que a ¢ b sdo primos entre si.

Por outro lado, se denotamos por M, o conjunto dos nmiltiplos positives de
n, dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 e b # 0, entdo a intersecgio
MM AL, é ndo vazia (ji que |ab| estd na intersecgao). Como os naturais sao bem
ordenados, M, N M} possui clemento minimo. Tal mimero é chamado minimo
muiltiplo comum (mmc) de a e b e o denotaremos por mmc{a, b) (alguns autores
cscrevein [a, b)),

Para calcularmos o mdc e o mme de maneira eficiente, vamos descrever
o chamado algoritmo de Euclides ou algoritmo das divisées sucessivas. Pri-
meiramente, vamos relembrar o conceito de divisdo euclidiana, ou divisao com
resto, que € uma das quatro operagdes que toda crianga aprende na escola. Sua
formulacéo precisa ¢: dados a,b € Z com b # 0, existem g, 7 € Z com

a=bg+r c 0<r<|b.

Tais q ¢ r cstao unicamente determinados pelas duas condigoes acima (veja o
argumento a seguir) e sioc chamados o quociente e resto da divisao de a por b.
O resto r é tambén denotado por a mod b.

Para z € R, definimos o piso ou parte inteira |z] de = como sendo o tinico
ke Z tal que k < x < k + 1; definimos o felo [2] de = como o 1dnico k € Z tal
que k-1 < = < k. Por exemplo, temos |v2] = 1, [v2] =2, [10] = [10] = 10,
|[-7] = —4 e [-7m] = —3. Podemos agora mostrar a existéncia de q e r
satisfazendo as duas condi¢Ges acima: basta tomar

{La/bJ seb>0

r=a-—bhgy em ambos os casos
[a/b] scb< O

e é ficil verificar que 0 < r < |b] a partir das defini¢des das fungbes piso e teto.
Por outro lado, se a = by 4 1, = bga + 2 com 0 < ry, 2 < |b], entéo temos que
T2 —7) = bq; — g2) é um maltiplo de b com |rz — 1| < |b], portanto ro —r) =0
e assim g = g2 também, o que prova a unicidade.

Podemos agora descrever o algoritmo de Euclides para calcular o mdc, que
se baseia na seguinte simples observagio:

Lema 4 (Euclides). Se a = bg + r, entdo mdc(e,b) = mdc(b, 7).

Demonstragdo. Basta mostrar que D, N Dy, = DN D;, ja que se estes conjuntos
forem iguais em particular os seus miximos também serdo iguais. Se d € D,ND,
temosd |aed|blogod|a—by < d|reportanto d € DyN D;. Da mesma
forma, sed € DyN D, temos d |bed|r logod|bg+r < d|aeassim
de D, N Dy O
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O algoritmo de Euclides consiste na aplicagdo reiterada do lema acima onde
g e r sio o quuciente e o resto na divisao de a por b (note que o lema vale
mesmo sem a condigao 0 < » < |b]}). Como os restos forntam uma sequéncia
estritamente decrescente, o algoritmo eventualmente para quando atingimos o
resto 0.

Exemplo 5. Calcule mdc(1001,109).

SoLugAo: Realizando as divisGes sucessivas, temos

1001 =109-9+420

109 =20.-5+9
20=9-242
9=2.4+1
2=1.2+4+0

Assim, temos mdc(1001,109) = mdc(109,20) = mde(20,9) = mdce(9,2) =
mde(2,1) = mde(1,0) = 1. a

Exemplo 6. Sejam m # n dois nimeros naturais. Demonstrar que

m n 1 sea € par
mdc(a®” +1,a2" +1) = i p '
2  sea é impar.

SoLUGAO: Suponha sem perda de generalidade que m > n e observe a fato-
ragao

e —1 =@ + DT + D@ +1). .. (@ + 1)@ - 1)
Logo a®" +1=(a?" +1)-q+ 2 com q € Z ¢ assim
mde(a®” + 1,a*" + 1) = mde(a®" + 1,2

que é igual a 2 se 2" + 1 for par, isto é, se a for impar, e é igual a 1 caso
contrario. [

Além de servir de ferramenta computacional para o calculo do mde, a divisao
cuclidiana tem consequéncias tedricas importantes. O proximo teorema mostra
que é sempre possivel escrever 0 mde de dois niimeros como combinagao linear
destes (com coeficientes inteiros).

Teorema 7 (Bachet-Bézout). Sejam a,b € Z. Enldo existem z,y € Z com
ez + by = mdc(e, b).

Porlanto se c € Z € tal que c| a e c| b entdo c| mde(a, b).

4
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Demonstra¢do. O caso a = b = 0 ¢ trivial (temos z = y = 0}. Nos outros casos,
considere 0 conjunto de todas as combinagoes Z-lineares de a e b:

[(a,b) ¥ {az + by 2,y € T}

Scja d = axp + byp o menor clemento positivo de F{a,d) (hd pclo menos um
elemento positivo, verifique!). Afirmamos que d divide todos os elementos de
I(a,b}. De fato, dado m = urx + by € I{a,b), sejamn ¢,r € Z o quociente e o
resto na divisdo euclidiana de m por d, de modoque m=dg+re0 < r < d.
Temos

r=m—dq = a(z — qzo) + by — quo)} € I(a,b).

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de /({a,bd), segue que r =0 e
portanto d | m.

Em particular, como a,b € I{a,b) temos que d | a c d | b, logo d € mdc{a, b).
Note ainda que se ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | azg + byy < ¢ | d. Tomando
¢ = wmde(a, b) temos que wmde(a,b) | d o que, juntamente com a desigualdade
d < mdc{a, b}, mostra que d = mde(a, b). O

Coroldrio 8. Sejam a,b,c € Z. A equagdo
ar+by=c
admite solugdo intenra em x ¢ y se, e somente se, mdc(u, b) | c.

Demonstra¢ao. Se a equagio admite solugio inteira, entdo mdc{a, b} divide o
lado esquerdo, logo deve dividir o direito tambéin. Reciprocamente, se mde(a, b} |
¢, digamos ¢ = & - mde{a,b) com & € Z, pelo teorema acima existem inteiros
Ty e yp tais que axg + byy = mdc(a, b) e muiltiplicando tudo por &k obtemos que
x = kxg e y = kyp sBo solugbes da equagio dada. O

Ternos uma outra importante consequencia do teorema anterior:
Proposi¢do 9. Se mdc(a,b) =1 e a|be, entdoa|c.

Demonstrugao. Como mdce(a,b) = 1, existem z,y € Z tais que ax+by =1 ==
a-ex + (bc) - y = ¢. Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos
quea|c O

Lembramos que um natural p > 1 é chamado primo se os tinicos divisores
positivos de psiio 1 e p e um natural n > 1 é chamado composto se admite outros
divisores além de 1 e n. Observemos que 1 ndo € nem primo nem composto.

Claramente, se p € primo € p{ a temos mde(p,a) = 1. Usando a proposigao
anterior ¢ indugio temos o seguinte resultado:

L

Corolério 10. Seja p um numero primo e sejam ay,...a,m €Z. Seplay---am,
entdo p | a; para algum 1, 1 <i < m.

O praximo lema resume algumas propriedades uteis do mde:

Lema 11. Temos

5
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1. Se p ¢ primo, entdo mdc(a,p) € 1 oup.

2. Se k ¢ um inleiro, entdo mde(a, b) = mde(a — kb, b).
3. Se a|c, entao mdc{a, b) | mde(c, b).

4. Se indc{a,d) = 1, entdo mdc(ac, b) = mde(ce. b).

Demonstragdo. O primeiro item ¢ claro e o segundo é apenas wna reformulagao
do lema 4. Para provar o terceiro item, observe que mdc(a,b) | a e a | c implicam
que mdc{a, b) | c. Como também temos mdc{a, b) | b, concluimos que mdc(a, b) |
mdc(b, c) por Bachet-Bézout. Finalmente, para mostrar o tltimo item, note
primeiro que mdc(c,b) | mde(ac, b} pois mde(c, b} divide simultancamente ac ¢
b. Reciprocamente, para mostrar que mde(ac, b} | mde(c, b}, podemos escrever
ar+ by =1 com &,y € Z por Bachet-Bézout. Assimn, mde{ac, b} divide ac-z +
b-cy = c e também divide b, logo divide mdc(c, b). C

Vejatnos comno podemos usar as propriedades acima para solucionar o se-
guinte

Exemplo 12. Sejum a,, = 100 + n* e d,, = mdc(a,, ayy1). Calcular dy, para
tado n.

SoLUgAO: Aplicando a propriedade 2 temnos que
dp, = mdc(100 + 1%, 100 + (1 + 1)?) = mdc(100 + n?, 20 + 1).
Cowmo 2n + 1 é fmpar, mde(4, 2n + 1) = 1 e pelas propriedades 4 e 2 temos que

dy = mde(400 + 4n°,2n + 1)
= mdc(400 + 4n® — (2n + 1}(2n — 1),2n + 1)
= mdc(401,2n + 1).

Como 401 é primo, entio mdc(401,2n + 1) = 401 se 2n + 1 = 401k (com
k = 2r + 1 inteiro impar) e mde(401,2n + 1} = 1 caso contririo, ou seja,

4 = 401 sen=401r + 200 com r € &
"7 caso contrario.
O

A préxima propoesicio conccta o mde ¢ o mme de dois inteiros ¢ pode ser
utilizada, juntamente com o algoritmo de Enclides, para o cdlculo eficiente do
mmec.

Proposicdo 13. Sejam a e b dois nitmeros naturats, entdo

mde(a, b) - mme(a,b) = a-b.

6
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Demonstragio. Escreva d = mdc(a,b) ¢ a = ayd ¢ b = bd onde ay,b; € Z sdo
tais que mdc(a;, &) = 1. Temos mme(a, b} = al para algum { € Z; além disso,
b mic(e,b) <= bhid|udl <= by | ¢3l. Como mdc(ey, 1) =1, isto implica
que by | { pela proposigac 9. Pela definigdo de minimo miiltiplo comum, temos
que [ deve ser o minimo niimero divisivel por by, assim concluimos que [ = b; e
portanto mme(a, b) = ba. Logo mde{e, b) - mmc(a,b) =d-ba=a-b. g

A demonstragio que demos do teorema de Bachet-Bézout ndo mostra como
efetivamente encontrar uma solugdo de ax + by = mdc(e, b}. Porém, isto pode
ser feito utilizando-se o algoritmo de Euclides, como mostra o exemplo a seguir.
Dc fato, este exemplo pode servir como ponto de partida para uma segunda
demonstragio do teorema de Bachet-Bézout (veja us exercicivs).

Exempla 14. Encontre todos os x,y € Z tais que

1001z + 109y = mdc(1001, 109).

SoLUgAO: Fazemos as divisdes sucessivas para o cdlculo de
mdc(1001, 109) = 1

utilizando o algoritmo de Euclides {veja o exemplo 5). Em seguida, isolamos os
restos:

-
@ 2
=@-I-

Note que a iltima divisdo permite expressar o mdc 1 como combinagéao linear

de9c2:
[8]-1-[2]-4=1.

Mas da pemiiltima divisao, temos que |2|= - @ + 2, logo substituindo esta
expressao na combinagio linear acima, temos

[9]- (20]-[9]-2)-4=1 <= [9]-9-[20}-4=1

e agora expressamos ! como combinagio linear de 20 e 9. Repetindo este
procedimento, eventualmente expressaremos 1 como combinagao linear de 1001
e 109. Tomamos o cuidado de {lembrar | quais sdo os “coeficientes” a e b nas
equagdes ax + by = mdc(a, b) durante as simplificagdes. Continuando, obtemos

1 = (1) (2] 5) 9 - (204 = [163] -9~ [30]- 0
1 =[109]-9 — (1001]-{109]- 9) - 49 = [1001]- (—49) +[109] - 450

CJ

=) = (8]
]
.b—‘ e
8 =

[
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Logo uma solugao da equagao 1001z + 109y = 1 ¢é (zg. 1) = (—49,450). Para
encontrar as demais, escrevemos v lado direito desta equagao utilizando a solu-
¢ao particular que acabamos de encontrar:

1001z + 100y = 1001z + 109yy <= 1001(x — xo) = —109(y — yo).

Como mde(1001, 109) = 1 temos pela proposigio 9 que 1001 divide y — yo, on
seja, y — yg = 1001t para algum ¢ € Z e, portanto, z — g = —109¢. Assim,
as solugoes da equagao dada sio todos os pontos da reta 1001z + 109y = 1 da
forma

(z,y) = (zo — 109¢, yo + 1001¢) = (—49,450) + (—109,1001) - ¢
comt € Z. O

Em geral. o raciocinio do exemplo acima mostra que se mdc(a,b) = 1 e
{xzo, o) ¢ uma solucio da equagdo ax + by = ¢, cntdo todas as solugdes inteiras
sdiodadas porz=x9—-bkey=wyw+akcomk €Z.

Exemplo 15. Sejam a,b intciros positives com mdc(a,b) = 1. Mestre que para
todoce Z comc>ab—a—b, a equagio ax + by = ¢ admate solugoes interras
com &,y = 0.

SoLugAo: Seja (zg, io) uma solugiio inteira (que existe pelo teorema de Bachet-
Bézout). Devemos mostrar a existéncia de ui inteiro & tal que

x =1y —bk > -1 e ¥ =yo+ak > -1,

ou scja,
z0+1
PR
Mas isto segue do fato de o intervalo (—mail, Eﬂfl) ter tamanho maior do que
1:

<k<

o+l
a

1‘0+l_(_yo+1)_ax0+byg+a+b_c+a+b>

b ab ab L

41

3 O Teorema Fundamental da Aritmética

Estamos agora prontes para enunciar o teorema que caracteriza todo nimero
natural em termos de seus “constituintes” primos.

Teorema 16 (Teorema Fundamental da Aritmética}. Seja n > 2 um nimero
natural. Podemos escrever n de uma inice forma como um produto

n=pi--Pm

ondem > 1 ¢é um nalural e py < ... € p,,, sdo primaos.

8
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Demonstru¢do. Mostramos a existéncia da fatoragdo de n cin primos por in-
dugiio. Se n ¢é primo ndo hi o que provar {escrevemos m = 1, pp = n). Sen
é composto podemos escrever n = ab, e, b E N, 1 < e < n, 1 <b<n Por
hipdtese de indugao, ¢ e b se decompéem como produto de primos. Juntando
as fatoracoes de a e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatoragio de n.

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo quc n possui duas
fatoracoes diferentes

=0 Pm=q1" " 4m,

comp € ... X Pyt ... < gy € que n € minimo com tal propriedade.
Como py | g1+« gme temos py | g; para algum valor de i pelo corolario 10. Logo,
como q; ¢ primo, p; = q; ¢ py 2 qi. Analogamente temos q; € pp, ¢ portanto
m = q. Mas

1/PL= P2 Pm = G2 G

admite uma tinica fatoragio, pela minimalidade de n, donde m =m’ e p; = ¢;
para todo i, o que contradiz o fato de n ter duas fatoragoes. O

Outra forma de escrever a fatoragao acima é

£l

n=pi

(4
. p":“’
comp; < -+ < Py € € > 0. Ainda outra formulagiio é escrever
n =235 pfr

onde o produto é tomado sobre fodos os primos mas apenas um mimero finito de
expoentes é maior do que zero. Vamos nos referir a qualquer destas expressoes
como a fatoragdo candnice de n em primos.

A fatoragdo 1inica em primos se aplica em contextos mais gerais, como ve-
remos mais tarde. Aqui, como aplicagio imediata do Teorema Fundamental da
Aritimética, vamos mostrar a prova atribuida a Euclides para a existéncia de
infinitos primos {uma prova com mais de 2000 anos e que ainda funcional).

Teorema 17 (Euclides). Ezistem infinitos primos.

Demonstracdo. Suponha por absurde que py, pa, ..., pr [0ssem tedes os primos.
O niimere N = p1p2...pm + 1 > 1 nao seria divisivel por nenhum primo p;, o
que contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética. |

Ohbserve que ndo provamos que pip2 ... pm + 1 é primo para algutn conjunto
finito de primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alias, 2-3-5-7-11-13+1 =
30031 = 59 - 509 ndo é primo. Nio se conhece nenhuma férmula simples que
gere scmpre nimeros primos.

Embora a quantidade de primos seja infinita, uma questio natural ¢ saber
0 quio “raros” ou “frequentes” eles sdo. Na segunda parte do livro, discutiremos
mais a fundo esta questao sobre a distribuigio dos primos. Por outro lado,
¢ interessante notar que existem cadeias arbitrariamente longas de niimeros
compostos consecutivos: na scquéncia

e+ 1)+ 2, (k+ 10 +3, (k+ 1) +4d,.., (k+ D!+ (k+ 1),
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nenhum termo é primo, pois cles adwitew fatores proprios 2,3,4,.. .,k + 1,
respectivamente.

Uma interessante prova alternativa, devida a Erdbs, de gue existem infinitos
primos é a seguinte:

Suponha, por contradigio, que existe um numero finito de primos, digamnos
P1,P2,---, Pk Scja n um nimero natural. L‘ntﬁo podemos escrever qualquer
ntimero m < n na forma m = m3ms, onde m3 <ne

mg = pit-ps?--ppt onde a; = 0 ou 1 para cada k.

Assim, considerando todas as possiveis maneiras de escrever os naturais m < n,
temos: 2% escolhas para ma ¢ no méximo | /1) escolhas para m,. Ou seja, para
todo n natural, vale que

n <28/,

0 que é absurdo, pois esta desigualdade nao vale para n suficientemente grande.
a
Exemplo 18 (OIbM1987). A sequéncia pn € definida da seguinte forma:
(i) D= 2%

1) Para todo n = 2, p, € 0 maitor duisor primo da expressio
(1) ' P p zp
P1p2p3 - Pa-1+ 1.

Demonstre que p,, € diferente de 5.

SoLugAo: Dado que py = 2, po = 3, p3 = 7, segue-se que para qualquer n > 3,
mpa- - Pa—1 € miltiplo de 2 e de 3, portanto pypo -+ - pp—) + 1 nio é multiplo
nem de 2 nem de 3. Além disso, como py = 2, entdo p, ¢ impar para todo
n > 2, assim pyp3 - - - pp—1 ndo é miiltiplo de 4.

Suponhamos que exista n tal que p, = 35, isto ¢, o maior divisor primo de
p1p2 - Prn—1 +1 € 5. Como 2 e 3 nao dividem pypg-- - pp—1 + 1, temos que

PPz a1 +1l= 5k-
Portanto
Mpr Pac1 =55 —1=(B5-D{E"T+5*+... +5+1),

logo 4 | p1p2 - - Pr~1, © que € uma contradigao. [
Exemplo 19. Deiermine lodas as lernas (a,b,c) de inleiros positivos tais que
a? =24,

SoLucio: Como a2 = 2P + ¢! <= (a — H)a + &) = 2%, pelo Teorema
Fundamental da Aritmética existem dois naturais m > n tais que m 4+ n = b,

a—-c® =2%ea+c® = 2™ Subtraindo as duas tltimas equagdes, obtemos
que 2¢2 = 2™ — 2" assim ¢ = 27" 1(2™"" — 1). Como 277! e 27" — 1 sio
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pritnos cntre si, ¢ o seu produto ¢ um quadrado perfeito (i.e. os expoentes das
poténcias de primos distintos sao pares), novamente pelo Teorema Fundamental
da Aritinética 2" e 2" — 1 devem ser quadrados perfeitos. Assim, n — 1
é par e 2" — 1 = (2k — 1)® para algum inteiro positivo & Como 2" =
(2k =1)%+1 = 4k(k — 1) + 2 é divisivel por 2 mas nio por 4, temos m—n = 1.
Assim, fazendo n — 1 = 2¢, temos que todas as solugbes sdo da forma (a, b, ¢) =
(3-2% 4+ +3,2") com t € N e é facil verificar que todos os miimeros desta forma
sao solugoes. O

Do Teorema Fundamental da Aritmética, segue que todo divisor de n =

Pt ... pie é da forma
i pie

com 0 < d; < e;. Assim, obtemos o outro algoritmo usual para calcular o mde
de dois nimeros: {atoramos os dois numeros em primos e tomamos os [atores
comuns com os menores expoentes. Este algoritmo ¢ bem menos eficiente do que
o de Euclides para inteiros grandes {que em geral niio sabemos fatorar de forma
cficiente computacionalmente) mas é instrutivo saber que os dois algoritinos
dau o mesmo resultado. Além disso, este algoritmo tem consequéncias tedricas
importantes, como por exemplo o

Corolario 20. Se mdc(a,n) = mde(b,n) = 1, entdo mdc(ab,n) = 1.
Demonstracdo. Evidente a partir do algoritmo descrito acima. O
Para encerrar esta segio, vejamos ainda algumas outras aplicagoes do Teo-
rema Fundamental da Aritmética.
Proposicdo 21. Seja n = pj' ...ptr a fatoragdo de n em poténcias de primos
distintos p; e seja or(n) f 2 din, d>0 d* a soma das k-ésimas poténcias dos
divisores positivos de n. Enldo
pﬁelﬂ)k 1 pﬁsmi-l)k -1
O'k(n) —-—-_L_—l—
Py — 1 P —
Para k =0, a férmula acima deve ser inlerpretada lomando-se o limite k — 0,
de modo que a quantidade de divisores positivos de n é op{n) = (ey+1)-- - (em+

1).

Demonstragio. Como a soma na definigio de o{n) percorre todos os niimeros

da forma d* = p"'k .. pdm* com 0 < d; < e;, temos a seguinte fatoragdo:
or(n) = (L+pf + 9"+ +pP5) o (Lo 008+ o+ i)
. . pleitE_g
Somando as progressdes geométricas 1 + pf + p?* + ... + pf' -‘—pr;T
resultado segue. a

Proposicdo 22 (Fatores do Fatorial). Seja p um primo. Entdo a maior poléncia
de p que divide n! € p* onde

SERERER
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Obscrve quc a sowa acima ¢ finita pois os termos |_p—"‘J sdo cventualmente zero.

Demonstra¢ao. No produto n! = 1.2... .-n, apenas os miltiplos de p contribuiiem
com um fator p. Ha L%J tais mmiltiplos entre 1 e n. Destes, os que sdo iniltiplos
de p? contribuem com um fator p extra e ha L;:{rj tais fatores. Dentre estes

iltimos, os que sdo miiltiplos de p* contribuem com mais um fator p e asblm
por diante, resultando na formula acima. O

Exemplo 23. Determine com quantos zeros termina 1000

SoLugao: O problema é equivalente a deterininar qual a maior poténcia de 10
que divide 1000! e como hé muito mais fatores 2 do que 5 em 1000!, o expoente
desta poténcia coincide com o da maior poténcia de b que divide 1000!, ou seja,

1000 N 1000 N 1000 N 1000 o0
5 52 53 56 [ T

Assim, 1000! termina com 249 zeros.

O
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