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Para qué servem as demonstracdes dos teoremas?

Definiciio 1. Um poligono é dito convexose todos os dngulos internos sio menores que 180°. Caso contririo,

o poligono serd chamado de concavo.

Teorema 1. A soma dos dngulos internos de um poligono convexo de i lados € (n —2) - 180°.
wPA, A, e PALA, é n-180°.

Demenstragdo 1. Seja P um ponto no interior do poligono e seja 5; a soma dos angulos internos do poligono

360° + ;.

ApAs .. A,. A soma dos dngulos internos dos n tridngulos PA A, PAyA;,
Mas podemos calcular essa soma da seguinte forma

Portanto, n-180° =360° + §; <= 5; =(n—2)-180°.
Al A

Au-l

As

Teorema 2. A soma das dngulos externos de um poligono convexo de n lados é 360°

Demonstragao 2. E ficil ver que a; + §; = 180°. Portanto,
o +B s+t e, +8,=n 180 =

S+85,=n-180° S, =n-180°—(n—2)-180° &
S, =360°.
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Definigio 2. Um poligono é dito regular se todos os seus dngulos e todos os seus lados sio iguais.

(n—2)-180°

Teorema 3. Cada dngulo interno de um poligono regular mede
n

Demonstracdo 3. Eimediato conhecendo o resultade do teorema 1.

Teorema 4. Todo poligono regular estd inscrito em um circulo.

Demonstracio 4. Seja A;A;...A, um poligono regular. Seja I" a circunferéncia de centro O circunscrita
ao tridngulo A; A;A;. Como OA; = 0A; temos que 0A,A; é um tridngulo isdsceles e, com isso, Z0A,A; =
OA3A,. Por outro lado £A,A;A; = £A;A3A, pois o poligono é regular. Dessa forma temos que Z4,4,0 =
LOA3A,;. Como OA; = 043, £A,A,0 = LOA3A e A A; = Az A, temos que AOA, A; = AOAA; pelo caso
LAL. Portanto, OA, = OA, e, com isso, provamos que A; pertence a I'. De maneira andloga prova - se que os

outros vértices do poligono estio sobre I'.

A

As Ay

Teorema 5. Todo poligono regular possui um circulo inscrito.

Demonstragio 5. Seja AjA;...A, um poligono regular. Seja I’ a circunferéncia de centro O circunscrita ao
poligono. Sabemos que todos os tridngulos OA Ay, OAzA;...0A, A, sdo todos congruentes e, com isso,
suas alturas relativas as bases sio também congruentes. O circulo de centro O e raio igual a essas alturas é

o circulo inscrito ao poligono.,
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Exemplo 1. {Colorado Mathematical Olympiad) Para a sua festa de aniversdrio de 100 anos George convi-
dou 202 amigos, Eles lhe presentearam com um bolo de aniversdrio retangular com, € claro, 100 velas sobre
ele tais que nio existem trés velas, ou duas velas e um canto do bolo, ou uma vela e dois cantos do bolo sobre
uma mesma reta. George ird cortar o bolo em pedagos triangulares por cortes retas ligando velas umas com
as outras ou com cantos do bolo de tal maneira que todas as velas serdo usadas. Prove que existem pedagos
suficientes para atender a todos os convidados com um pedago de bolo, mas nio sobrard nenhum pedago
para George.

360°
90"

Solugdo.

Admita que George conseguiu cortar o bolo em n tridngulos de acordo com as condigdes do problema. Agora
vamos calcular a soma § dos ingulos internos internos dos n tridngulos da seguinte maneira: 360" ao redor
de cada uma das 100 velas e 90° em cada um dos cantos do bolo. Portanto,

180" - n =360"- 100+ 90° - 4 = n = 202.

Portanto, todos os convidados ganham um pedaco e ndo sobra nada para George.

Exercicios propostos

1. Se a <8 <y os dngulos de um tridngulo. Prove que 1 = 60°.

2. (OBM) Todos os dngulos internos de um poligono convexo sdo menores que (nda podendo ser iguais
a) 160°. O niimero de lados desse poligono €, no méximo, igual a:
{a)12 (b) 14 (c} 15 (d1 17 (e} 18

3. (AIME) As medidas em graus dos dngulos internos de um poligono convexo de 18 lados formam uma
progressio aritmética crescente com valores inteiros. Determine a medida em graus do menor dngulo.

4. Em certo pais existemn 100 cidades. As distancias entre cada par de cidades estdo especificadas e todas
sido diferentes. Uma estrada conecta duas cidades A e B se, e somente se, B € a cidade mais proxima
de A ou A € a cidade mais préxima de B. Prove que existem no maximo 5 estradas que saem de cada
cidade. E possivel que algumas das estradas formem um poligono?

5. (OBM) Prove que em qualquer pentigono convexo existem dois dngulos internos consecutivas cuja
soma é maior ou igual a 216°,
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6. (Estonia) Osangulos de um n - 4gono convexo séo a, 2a, ..., na. Determine todos os valores possiveis
de n e os valores correspondentes de a.

7. Sejam k pontos no interior de um quadrado de lado 1. Uma triangulagio desse quadrado com vértices

e . . i . . 1
niesses & pontos e nos vértices do quadrado € tal que a drea de cada triingulo é no maximo 2 Prove
que k2 5.

8. (Estdnia) Um poligono regular de 2010 lados é dividido em tridngulos. Determine o menor niimero
possivel de tridngulos.

9. (Esténia) Um poligono convexo de n lados tem exatamente 3 dngulos internos obtusos. Determine os
possiveis valores de n.

10. {Estdnia) Na figura abaixo os 10 pentdgonos sio regulares. O circulo interno ¢ tangente a exatamente
um lado de cada pentidgono e o circulo externo passa exatamente pelos vértices opostos a esses lados.
Determine a area do circulo maior sabendo que a drea do circulo menor é 1.

11. (a) Explique porque nio existe um heptdgono tal que todos os seus lados tenham a mesma medida e
seus angulos megam exatamente, nesta ordem, 120°,150°, 120°,120°,120°, 150° e 120°,
(b) Justifiqgue porque existe um heptdgono tal que todos os seus lados tenham a mesma medida e seus
dngulos mecam exatamente, nesta ordem, 108°,168%,108°, 132°,108°, 1687 e 108°.

12. Maxi desenhou um pentdgono em uma folha de papel e prolongou seus lados, obtendo 5 tridngulos
externos ao pentdgono. Em seguida recortou os 5 tridngulos e percebeu que esses 5 tridngulos sio
iguais entre si. Prove que o pentdgono de Maxi é regular.

13. (Polénia) Em um pentigono convexo ABC D E todos os seus Angulos internos sio de mesma medida.
Prove que a mediatriz do lado E A, a mediatriz do lado BC e a bissetriz do dngulo £C D E sio concor-
rentes.

14. Quatro lados consecutivos de um hexdgono regular possuem comprimentos 1,7,4 e 2. Determine os
comprimentos dos outros dois lados.
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