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BRUNO HOLANDA
PARIDADE, INVARIANTES E CHAPEUS

1 Introducio

Todo niimero € par ou impar. Obvio, ndo? Pois é com essa simples afirma¢do que vamos

resolver os problemas deste capitulo.

Problema 1. No reino da Frutilindia, existe uma drvore magica que possui 2005 magis
e 2006 tomates. Todo dia, um garoto sobe na drvore e come duas frutas. Quando
ele come duas frutas iguais, nasce um tomate na drvore; quando ele come duas frutas
diferentes, nasce uma mag¢d. Apds alguns dias, restard apenas uma fruta na drvore. Que

fruta sera?

Problema 2. Um jogo consiste de nove botdes luminosos {de cor verde ou amarela)

dispostos da seguinte forma:

10 20 30
410 50 60
70 80 90O

Apertando um botio do bordo do retdngulo, trocam de cor ele e seus vizinhos (do lado
ou em diagonal). Apertando o botio do centro, trocam de cor todos os seus oito vizin-
hos, porém ele, ndo. Inicialmente, todos os botdes estio verdes. E possivel, apertando

sucessivamente alguns botdes, tornd-los todos amarelos?

Problema 3. (Leningrado 1990) Paula comprou um caderno com 96 folhas, com pdgi-
nas enumeradas de 1 a 192, Nicolas arrancou 25 folhas aleatdrias e somou todos os 50

nimeros escritos nessas folhas. E possivel que essa soma seja 19907
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Problema 4. (Leningrado 1989) Um grupo de /A fisicos e A" quimicos estd sentado ao
redor de uma mesa. Alguns deles sempre falam a verdade e outros sempre mentem.
Sabe-se que o mimero de mentirosos entre os fisicos e quimicos é o mesmo. Quando
foi perguntado: “Qual é a profissdo de seu vizinho da direita?”, todos responderam

“Quimico”. Mostre que K € par.

Problema 5. Um gafanhoto vive na reta coordenada. Inicialmente, ele se encontra no
ponto 1. Ele pode pular uma ou cinco unidades, tanto para a direita quanto para a es-
querda. Porém, a reta coordenada possui buracos em todos os pontos que sdo miiltiplos
de 4 (i.e., existem buracos nos pontos —4, 0,4, 8 etc.), entdo ele nio pode pular para

esses pontos. Pode o gafanhoto chegar ao ponto 3 apds 2003 saltos?

X

Problema 6. Existe alguma solugao inteira para a equacao
a-b-{a—b)=450457

Problema 7. E possivel que as seis diferengas entre dois elementos de um conjunto de

quatro nimeros inteiros sejam iguaisa 2, 2, 3,4, 4 ¢ 6?

Problema 8. Raul falou que tinha dois anos a mais que Kitia. Kitia falou que tinha
o dobro da idade de Pedro. Pedro falou que Raul tinha 17 anos. Mostre que um deles

mentiu.

Problema 9. (Torneio das Cidades 1987) Uma mdquina da cinco fichas vermelhas
quando alguém insere uma ficha azul e dd cinco fichas azuis quando alguém insere uma
ficha vermelha. Pedro possui apenas uma ficha azul e deseja obter a mesma quantidade

de fichas azuis e vermelhas usando essa méquina. E possivel fazer isso?

Problema 10. (Riissia 2004) E possivel colocarmos niimeros inteiros positivos nas
casas de um tabuleiro 9 x 2004, de modo que a soma dos nimeros de cada linha e a

soma dos nimeros de cada coluna sejam primos? Justifique sua resposta.

[
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Problema 11. (Ucrinia 1997) Considere um tabuleiro pintado de preto e branco da
maneira usual e, em cada casa do tabuleiro, escreva um nimero inteiro, de modo que
a soma dos nimeros em cada coluna e em cada linha seja par. Mostre que a soma dos

niimeros nas casas pretas € par.

Problema 12. (OBM 2017) Seja n > 1 um inteiro e considere um tabuleiro n x n,
em que algumas das n” casas foram pintadas de preto, € as restantes foram pintadas
de branco. Prove que e possivel escolhermos uma das n? casas do tabuleiro, de modo
que, ao removermos completamente a linha e a coluna que a contém, haja um nimero

diferente de casas pretas e de casas brancas, dentre as (n — 1)? casas restantes

Problema 13. Imagine que 10 prisioneiros estejam trancados em uma cela quando
chega um carcereiro com o seguinte comunicado:

— Amanhd, todos vocés passardo por um teste. Todos vocés ficardo em fila indi-
ana e serdo colocados chapéus nas cabegas de um de vocés. Cada um poderd ver os
chapéus dos que estardo a sua frente. Porém, ndo poderdo ver os chapéus dos que estio
atrds, nem seu proprio chapéu. Os chapéus serdo pretos ou brancos. Feito isso, serd
perguntado a cada um de vocés, do iiltimo para o primeiro, em ordem, qual a cor do
seut chapéu. Se a pessoa errar a cor do seu chapéu, serd morta.

Serd que os prisioneiros podem montar uma estratégia para salvar pelo menos nove

deles?

Problema 14. Seja a,, ..., n,, uma permutagdo de 1,2, ..., n. Mostre que
(@ - 1)(az —2) - (an — n)

€ par.

2 Tabuleiros

OBS: Nos problemas a seguir, as pecas podem ser rotacionadas, refletidas ou gi-

radas.
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Problema 15. Determine se é possivel cobrir ou ndo o tabuleiro abaixo (sem sobreposicdes)

usando apenas dominds?

Problema 16. Podemos cobrir um tabuleiro 10 x 10 usando apenas T-tetraminés como

abaixo?

Problema 17. Para que valores de n, m podemos cobrir um tabuleiro n x m usando

apenas L-tetraminés como abaixo?

Problema 18. Sobre uma das casas de um tabuleiro infinito, existe um cubo que cobre
a casa perfeitamente. A face no topo do cubo € branca, enquanto as demais faces sio

pretas. A cada passo, podemos tombar o cubo para um dos lados. E possivel que:
(a) Apds 2004 passos o cubo volte ao mesmo quadrado com a face branca para baixo?

(b) Apds 2003 passos?
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Problema 19. (Riissia 1997) Podemos cobrir um tabuleiro 75 = 75 usando dominds e

cruzes (como na figura a seguir)?

Problema 20. (Russia 2007) As faces de um cubo 9 x 9 x 9 sdo particionas em quadrad-
inhos da forma usual. Sua superficie € coberta por 243 tiras de papel 2 x 1 sem so-
breposi¢ao. Uma tira € dita dobrada se niio estd apenas sobre uma face.

Prove que o niimero de tiras dobradas € impar.

3 Invariantes

Problema 21. Sete moedas estdo sobre uma mesa mostrando a cara. Podemos escolher
quaisquer quatro delas e vird-las a0 mesmo tempo. Podemos obter todas as moedas

mostrando a coroa?

Problema 22. Em cada um dos dez degraus de uma escada existe uma ra, Cada ra pode,
dando um pulo, ir para outro degrau. Porém, quando uma ri faz isso, a0 mesmo tempo,
uma outra & deve pular a mesma quantidade de degraus em sentido contrédrio: uma sobe

e outra desce. Conseguirdo as ris colocar-se todas juntas no mesmo degrau? Justifique.
Problema 23. Cada um dos mimeros a;, as, ..., a, € 1 ou —1, e temos que:

S = aiaya3ay + asazasas + - - - + a,ayagag = 0.
Prove que 4 | n.

Problema 24. Os ntimeros 1, 2, 3, ..., 1989 sfio escritos em um quadro negro. Podemos
apagar dois nimeros e escrever sua diferenga no local. Apés muitas operagdes ficamos

apenas com um nimero. Esse niimero pode ser o zero?

Problema 25. (Tomneio das Cidades) Existem dez moedas em linha reta. E possivel
virar quatro consecutivas ou escolher cinco consecutivas e virar quatro que estdo na

extremidade (x x () x x).
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Problema 26. Em um tabuleiro 8 x 8 uma das casas esta pintada de preto e as outras
casas de branco. Podemos escolher qualquer linha ou coluna e trocar a cor de todas as

suas casas. Usando essas operacdes, podemos obter um tabuleiro inteiramente preto?

Problema 27. Em um tabuleiro 3 x 3 uma das casas do canto estd pintada de preto e
as outras casas de branco. Podemos escolher qualquer linha ou coluna e trocar a cor de

todas as suas casas. Usando essas operagdes, podemos obter um tabuleiro inteiramente

preto?

Problema 28. Em um tabuleiro 8 x 8 as quatro casas do canto estdo pintadas de preto e
as outras casas de branco. Podemos escolher qualquer linha ou coluna e trocar a cor de
todas as suas casas. Usando essas operagGes, podemos obter um tabuleiro inteiramente

preto?

Problema 29. (Bulgdiria 2004) Considere todas as “palavras” formadas por a’s e 0’s.
Nestas palavras podemos fazer as seguintes operagdes: Trocar um bloco aba por um
bloco b, trocar um bloco bba por um bloco a. Podemos fazer também as operagdes ao

contrario. E possivel obter a seqiiéncia b ga...q a partir de aa...a b?
2003 2003

Problema 30. (Fortaleza 2003) Sobre uma circunferéncia tomamos m -+ n pontos, que
a divide em m + n pequenos arcos. Nés pintamos m pontos de branco e os 7 restantes
de preto. Em seguida, associamos a cada um dos m + n arcos um dos nimeros 2,1,/2
ou 1, dependendo se as extremidades do arco sejam, respectivamente, ambas brancas,
ambas pretas ou uma preta e uma branca.

Calcule o produto dos nimeros associados a cada um dos mt + n arcos.

Problema 31. (Cone Sul 2000) No plano cartesiano, considere os pontos de coorde-

nadas inteiras. Uma operacdo consiste em escolher um destes pontos e realizar uma

6
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rotagiio de 90 no sentido anti-hor4rio, com centro neste ponto. E possivel, através de
uma seqiiéncia dessas operagdes, levar o tridngulo de vértices (0,0):(1,0);(0,1) no tridn-
gulo de vértices (0,0);(1,0);(1,1)?
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