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DESIGUALDADES ELEMENTARES
Antonio Caminha Muniz Neto
+ Nivel Avangado.

Pretendemos neste artigo desenvolver ferramentas basicas a fim de que o
leitor se torne apto a resolver uma vasta gama de problemas de competigbes
matematicas que envolvam desigualdades. Tentamos tornar nossa exposicio a
mais auto-suficiente possivel. Em certas passagens, contudo, algum
conhecimento de célculo é atil, ainda que niio imprescindivel. Em tais ocasides
indicamos ao leitor a referéncia [3] como bibliografia auxiliar,

Antes de discutirmos qualquer desigualdade em especial, consideremos um
cxemplo preliminar.

Exemplo 1: Para todo inteiro  positivo  n, prove  que
1 | | 1 1
]+5+§+T+...+? > 3(log2 n-+ 1)

Selucae : Veja que, para todo inteiro £ > 1,

J S 0 P S Y e
Sttt A e et o =2

Portanto, sendo 2* a maior poténcia de 2 menor ou igual a n, temos

1+4 +Zl>1+ +Z—=l+ +Z(?—I—l+ +21)>l+ +Z——l %
j=

Mas 2% g <2t =>k£log1n<k+l=>l+%>%(Iogzn+l), ¢ a desigualdade

do enunciado € imediata. o

O exemplo acima foi colocado de propdsito. Ele chama atengéio para o fato de
que nem sempre precisamos de algo mais que raciocinio para resolver problemas
envolvendo desigualdades. A proposigiic abaixo mostra um pouco mais sobre
como podemos derivar desigualdades interessantes com muito pouca matematica.
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Proposicdo 1 (Desigualdade do Rearranjo): Sejam a| <a, <...<a, reais
positivos dados, e considere a expressio S= aib +ayby +..4+a,b,, onde
(&,b4,....b,) ¢ uma reordenagio de (a;,as,...,a,). Entio

aja, +axa,_| +.+a,a <5< al +a? +...+a5

Prova : Vamos primeiro tornar § a maior possivel. Como s6 ha um niimero finito
(n fatorial) de possiveis reordenagées (by,8,,...,4,), ha uma delas que torna §

méxima. Suponha entio que estamos com a reordenagio (&,4,...,5,) que
torna § maxima.

Queremos mostrar que essa reordenagiio ¢ exatamente (ay,43,...,a, ). Para isso,
basta mostrarmos que deve ser by < by <...< b,. Suponha o contrério, i.c., que
existam indices { < j tais que b; > b;. Trocando as posi¢des de b; e b; (ie,

pondo b; ao lado de a ;€ bj ao lade de a;), S varia de

a;b; +a;b;—(a;b; +a;b;)=(a;—a;}b; - b;)>0, quer dizer, S aumenta.
Mas isso contraria o fato de ser a reordenagio (b, b,,...,b,) aquela que torna S
maxima. Logo, b < b, <...< b, ¢ dai b; = a; para todo i, donde o maior valor

possivel de S ¢ alz + a% +...+a,2,.

O raciocinio para minimizar § ¢ andlogo. g

Passemos agora a nosso principal objetivo, o estudo de desigualdades especiais.
A mais importantc destas ¢ a dada pela proposigio 2 abaixo. Antcs, uma
definigio.

Definigao 1 : Dados n > 1 reais positivos @y, d,,..., 4, , definimos

dytax+..+d,

i. A média aritmética de ay,a,,...,a, como o nimero .

fi. A média geométrica de a),a,,...,a, como o nimero ",/alaz...a,, .

Proposigao 2 (Designaldade Entre as Médias Aritmética e Geométrica) . Dados
n > 1 reais positivos ay,d5,...,4,, sua média aritmética é sempre maior ou igual

que a média geométrica, ocorrendo a igualdade se e s6 se a|,a,,...,a, forem
todos iguais. Em simbolos:
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agtaz+.ta, _
——ee }
n > taa,...a,

Prova : Fagamos a prova em dois passos:

i. A desigualdade ¢ verdadeira quando n for uma poténeia de 2, ocorrendo a
igualdade se e s6 sc todos os nimeros forem iguais.

ii. A desigualdade ¢ verdadeira em geral, ¢ a igualdade ocorre se ¢ sO se os
numeros forem todos iguais.

i. Facamos indugio sobre k2 1, sendo n = 2. Parak= 1, temos

a)+da 2 ;
3 2 Jaa, & ap-2Jaa; +a, 20@(,/&'1 -Ja;) 20, o que ¢

verdade. Ha igualdade se e 50 se (ya; — fa; Y =0,ie.,seesose a =a,,

.. ay +uqt. i, ~n . .
Se ja provamos que -——"——_,/a|a2...an , com igualdade sc ¢ sb se

a,=..=a, para n = 2% entio

(e +otay ) Hdpg +otdz,) 1
2n 2

= \/dal...an Ya,,...az, =Ha)...a,a,,,...a2,

ay+otdy, + Ay totday, ] > dﬂl-..ﬂn + dﬂuﬂ wlfa gy >
n n = 2 =

Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. Entdo, deve

ser

ay+.ta, Tpyy+ot @, ‘/—

——— —_————

. =fa,...a, , " =4a,,...dy, €
Hay..a, + fa,,.as,
=
2 = \I/al"'ananil"'QZn
Para as duas primeiras igualdades, segue da hipoteses de indugio que deve
ser
a =..=d, e a,, | =...= 4z,

A ulima igualdade ocomre se ¢ s6 se '\’/al...an =2%a,,y..a3, . Estas duas
condi¢des juntas implicam que devemos ter @, =...=4a, = a,, =...=0ay,. E
também evidente que se os nimeros forem todos iguais a igualdade ocorre.
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il. Seja agora n > | um natural qualquer e a,,a,,...,, reais positivos. Tome &

n

natural tal que2' >n. Usando a desigualdade entrc as médias para os
2 niimeros ay,as,...,a, € y copias de @ = #/aya, ...a, , obtemos

ay+ota, Fat.+a k 2k _p 2\{ k_ 2:/ k
N ;k 22\/51]. a"a? " =Va* =a

S
¢ dai a; +..4a, +(7‘—n)a22"a ou ainda T":'a:"\/“l a, , que

cra a desigualdade desejada.

Para haver igualdade, seguc do item i que deve ser a) =...=a,=a=..=a.
Em particular, todos os nimeros a;,ds,...,a, devem ser iguais. E ficil ver que
se esses numeros forem todos iguais entdo ha igualdade. o
Coroldrie 2.1 : Dados n = | reais positivos a,d»,...,4,, temos

(a) +a; +.. +a,,)( +~L+ e €L )> n,

com igualdade se e s6 se a|,a,,...,a, forem todos iguais.

Prova : Basta aplicarmos duas vezes a proposicic 2 ¢ multiplicarmos os
resultados:

1 H 1 I
n — — — —
a +ay +..4a, 2 n,/alaz...an ¢ 5 + a3 +...+ & 2"""’01113...0,,

<
Exemplo 2 : (Olimpiada Israelense) Sejam k e n inteiros positivos, n > 1. Prove

que
1 [ [l _
o+ T ot kn+n-l>n(" P 1)

Prova : Basta ver que

n-1 n-| n-1

"
t i 1 = VimtjHl
mej + Z(Im+j+l)_ Tty © N1
j=0 j=0 J=0
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onde aplicamos a desigualdade entre as médias aritmética e geomélrica uma vez.

. ket i+l . ra— | R
Note que, como 0s nimeros Imj- 7 sdo dois a dois distintos, ndo ha igualdade,

razdo do sinal > acima.

Dentre todas as desigualdades especiais que temos oportunidade de usar em
problemas de competi¢des matemadticas, a desigualdade a seguir se constitut,
juntamente com a desigualdade cntre as médias aritmética ¢ geométrica, num dos
dois mais importantes resultados a serem guardados.

Praposicdo 3 (Designaldade de Cauchy): Sejam a,, ...,a,.b,....b, teais
dados, nio todos nulos (1 > 1). Entio

layhy +...+ apby |<Ja? +..+ a2 B +..+ b

Além disso, teremos a igualdade se e 50 se os a; e os b; forem proporcionais,
i.e., se e s0 se existir um real positivo A 1al que b; = A a; paratodo .

Prova : Considere o seguinte trindmio do segundo grau
F(x)=(ayx = b)) +(a3x = by )2 +..+(a,x - b,)°

Desenvolvendo os parénteses, chegamos a

fx)=(at + a2 +..+4a2)x> - Aah +ayb, +..+a,b,)x +(bl2 + b22 +...+b,‘?)
Por ser uma soma de quadrados, temos f{x) 2 0 para todo real x, e dai deve ser
A<0,ie,
A a\by +asby +..4a,b, ) < 4(.5112 + ag +...+a,%)(b|2 + bzz +.4b%)
Cancelando o fator 4 e extraindo a raiz quadrada de ambos os membros,

chegamos na desigualdade de Cauchy. Examinemos agora a igualdade. Se houver
igualdade, quer dizer, se for A = 0, entiio o trindmio tem uma raiz real A :

(ah~8) +(@h— b)) +.+Hah—b,) =0
Mas ai todos os parénteses devem ser nulos, i.c., b; = Aa; para todo i. Entéo,
havendo igualdade os a; e b; devem ser proporcionais. £ evidente que se eles

forem proporcionais a igualdade ocorre.
Temos a seguir alguns corolarios importantes,
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Coroldrio 3.1 (Desigualdade entre as Médias Quadritica e Aritmética) : Dados

El 2
ai +a3 +.+a} S ity

reais positives a, ...,a,, temos m b4 e

, com igualdade

seesose ay=..=a,.

Prova Fazendo b = b, =...= b, =1 na desigualdade de Cauchy, obtemos

2 2
a+a;+..+a, S\[al +...Fay, \/;,

com igualdade se e so se existir um real positivo A tal que a; =A para todo i,
quer dizer, se ¢ s6 se os a; forem todos iguais. Para obter a desigualdade do

enunciado, basta dividir ambos os membros da desigualdade acima por n.

Coroldrio 3.2 : Scn> 1 éinteiro ¢ ay, ...,a,, by,..., b, sio reais positives, entio

(b ot )(a1b1+ +aph, )2 (a) +. +a)2,

com igualdade seesé se b= ... = b,.

Prova : Faga x; = JZI, yi= ,/a,—b,o e aplique a desigualdade de Cauchy para os

NUMEros Xp,..., Xy, Vises Voo q
Exemplo 3 : (Teste de Selegdo da Roménia para IMO) Sejam x|, X3,...,X,.4|
reais positivos tais que x; + ¥, +...4x, =X, . Prove que

V(a1 =) X, (G =X, ) S \/xm(‘fml = X)) b g (Xpey = %)
Prova :Para 1< j < n,seja y; = x,,( — X;. Pela desigualdade de Cauchy

temos

J.rlyl +...+Jtn . ._.Jt|+ +t,n/y|+ Ay,

= \/x,m \/(x,H_l —x) A (X —X,) 4
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Temos mais duas desigualdades importantes.

Proposigio 4 (Chebychev): Sejam  a, ...,a,,b,...,0 reais, com

L

a,fa,2..Sa,e b £b £..£b,. Entio
a)+az+..+a, b|+b2 +...+b” < Glbt+ﬂzb2+...+ﬂnb”
n n - ] '
comigualdade seesd se @) =a;=..=a, ou b =b, = ..=h,.
Prova

n d

ﬂ|b| +ﬂzb1 +...+a,,b,, _ (ﬂ| tay+..ta, )(b! 'f'bz ‘i"...+b" )
n

= "Lz[n(arltb1 +asb, +...+a,,b,,) = (“1 +a, +...+a,,)(bl +b, +...+bn)] =

ij=

ja que os a;, b; sdo igualmente ordenados.

Note que a condigio do enunciado é suficiente para haver igualdade. Por outro
lado, suponha que tenhamos a igualdade. Come {(a; —a ; Xb; = b j)ZO para

todos i, j, devemos ter (a; —a;}(b; ~ b;) =10 para todos os i, j. Suponha que
existisse um indice k com by < by, ;. Entio b £..< b, < by, £..£b,,ede
(a;—ap )(b; —br,;)=0 segue que a;=a,,, para i < k Portanto
ay=a;=..=a, =d;,.De (a;—a;)b;—b,)=0 ¢ >k concluimos que
ap4 =...=a,. Logo, todos os a; devem ser iguais.

Coreldrio 4.1 : Sejam a,,a;,...,a, reais positivos e k£ um natural. Entiio

af +af+. +ak o (al+a2 +.4a, )"‘
=3 1

n i

com igualdade se e so se todos os a; forem iguais ouk e {0, 1).
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Prova : Por indugdo, o resultado acima é trivialmente verdadeiro para & =

Suponha & > | ¢ o resultado valido para & - 1. Como ambos os membros da
desigualdade acima sdo invariantes por permutagdes dos indices 1, 2, .., n,
podemos supor sem perda de generalidade que a; €a; £...€ga,. Dai,

alk l<a”r le..< a‘ l, ¢ da desigualdade de Chebychev obtemos

k-1 k-l

af +af +.+a} s [mras+.4a, Y ol +as 4. +af!
" = n n :

Pela hipotese de indugido, vem que

af '+a2 . +a,, - >(a1+a2+...+a,, )k_]
n - n :

Combinando as duas desigualdades acima segue o resultado. A condigiio de
igualdade ¢ obvia a partir da desigualdade de Chebychev.

Por fim, vejamos algo um pouco mais sofisticado.

Definigdo 2 : Seja / um intervalo da reta e f:/— R uma fungiio. A fungio fé
dita

B X+
i. Convexase f( 2')5

f(.r)-;f (v para todos os x, v em /.

ii. Concavase f ('Hz"v) > f{'r);f('v)
Nas aplicagdes, quase sempre lidamos com fungdes continuas (se vocé nio sabe o
que vem a ser uma fungio continua, pense na mesma como uma fungdo cujo
grafico ndo safre interrup¢des ou saltos ao longo de seu dominio). Se f for
continua a proposi¢io a seguir é geometricamente evidente. A partir de agora,
sempre que nos referirmos a uma fungiio estaremos sempre supondo ser seu
dominic um intervalo da reta e a fungiio continua nesse intervalo.

para todos os x, y em J.

Proposigdo 5 : Sgjam f: 1 — R uma fungio. Entio:

i. féconvexa se e so se, para todos x, y em [ e todo t& [0,1] tivermos

A=0x+0)<(1=07(x)+(»)
ii. fé convexa se e 50 se, para todos x, y em [ e todo ¢ € [0,1] tivermos
S1=Dx+ )2 (=0 f(x) + o (v)
Fagamos o caso em que f¢é convexa. O outro caso € andlogo. Observe que
(1-1)x+1 e[x, y] < I. e que, no trapézio abaixo, {1-12) f(x) + ¢ (y)
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¢ o comprimento da paralcla as bases pelo ponte (1= £)x + ¢y

———
———— —

|
|
1S 1@
|
|

X :={1-t)x+1iy ¥y

L
2
concluimos que fé convexa. Reciprocamente, suponha que fseja convexa. Dados
x,yem/, temos

Prova : Suponha primeiro que f satisfaz a condigdo do ttem /. Tomando ¢ =

_ 1 k]
7] 3 3 3 —Zf(x)+zf(y)Tro
cando x por v e raciocinando como acima segue que, para

refod. b2,

(2)- f(~—’+J IR0 220 )

FO=x+p)<(-0)fx)+t(y) ®

Por indugio sobre £ inteiro positivo podemos concluir de maneira analoga que (*)

continua vilida para todo ¢ da forma 2"—,: ,onde 0€m< 2% ¢ inteiro. Como todo

real em [0,1] é limite de uma scqiiéncia de numeros dessa forma, segue que (*)
continua vilida para todo rem [0, 1].

As afirmagles a seguir sio agora bastante evidentes, e vio ser nosso principal
guia quando quisermos decidir se uma dada fungdo é ou ne convexa ou concava.
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i. Se para todos a < b em [ o grifico de fentre as retas x = a e x = b estiver
abaixo da reta que passa por {a, f(a}), (b, f(b)), entdo f é convexa, e
reciprocamente.

ii. Se para todos a < b em [ o grifico de fentre as retas x = a e x = b estiver
acima da rcta que passa por (a,f(a)), (b, (b)), entdo f ¢ concava, ¢
reciprocamente.

A figura abaixo para se convencer da velidez dessc resultado no caso em que f ¢
convexa.

y =fix)

_ S{a)+f(b)
< L2040,

Nele, ¢ = “—;h. E evidente que d = f(c) = f(-q;—b) ce Dai,

h
Fi (“T*'b) < f(—a);& e fé convexa.

Para nos, a importincia dessa discussdo sobre fungdes cOncavas e convexas
reside na seguinte:

Proposicdo 6 (Desigualdade de Jensen): Sejam [ um intervalo da reta ¢
S+ I— R uma fungio. Se xy,...,x, €l e t,...,t, €[0,]],com #; +...+¢, =1,
entdo fx| +...+1,x, €l e
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i. fconvexa = f(tlxl +...+tnx,,) < llf(xl)+...+l,,f(.‘cn)

ii. fconcava = f(tlxl +..+ t,,x,,) 2 tlf(xl) +.F t,,f(x,,)

Prova : Fagamos a prova, por indugio sobre #n > |, para o caso em que f é
convexa, sendo o outre caso andlogo. O caso n = 2 € nossa hipdtese. Suponha
agora que para um certo # > 1 ¢ todos Xp,...,x, € [ e f,...,t, €[0,]], com

4 +...+t, =1, tenhamos

X, .+ t,x, el e f(tlxl +...+t,,x,,) < t,f(x,)+...+t,,f(x,,)
Considere agora Xj,...,X, . €1 € {,...,0,, €[0,]], com # +...+¢,,,=1.

Se t,,, =1 entdo #; =...=(, = 0 e nada hi a fazer. Senio, defina
l|.¥|+...+f X
= Tﬂ"" =85X +... 85X,
I
onde s =-l-_-;'—|. Como s; +..+5, =1, segue da hipotese de indugio que
nt
y e I.Dai,

f|.\'1+...'§'f X
f(tlxl +"'+tn+lxn+l)=f((]_rm-l)( |..;‘wﬂl ”)+tn+|xn+l) =

= f((l - ln+l)y + tr:+l'tn+l)s(l - tﬂ+l)f(y) + tn+lf(-tn+l ),

ja que f'¢ convexa. Aplicando a outra metade da hipétese de indugiio, obtemos

f(y)= j(sl.\‘|+ +s,,x,,)<s|j(x|]+ +sm/'(x,,) “ _f(‘q)+ +|-r f(x)

Juntando essas duas desigualdades, obtemos a desigualdade de Jensen.
Vejamos agora um exemplo de como aplicar a desigualdade de Jensen.

Exemplo 5: (Olimpiada Balcdnica) Sejamn > | ¢ ay,...,a, reais positivos com

soma L. Para cada i, seja b, = Z a;. Prove  que
J=1, j=!
| n
1+b i l+b1 o l+b 2 Ip-1"
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Prova : Veja que b =1+ (l - ) 2—-a;. e entdo temos de provar que
a1 ax a, n
2—ﬂ| + 2—(12 +.. + =, 2 2n-1
fx)=

Afirmamos que a fungio f:{-,2)>R dada por
ver isso, basta escrever f(x) = % —1, ¢ esbogar o grafico de f, como abaixo

N

Portanto, temos pela desigualdade de Jensen que

Zf( )>"f( éaf]=uf(%)=

Exemplo 6 : Utlllzando a fungfio logaritmo natural e a desigualdade de Jensen
vamos dar outra prova da desigualdade entre as médias aritmética ¢ geométrica.
Prova : Sejam ay,...,a, reais posilives. Existem reais x,...,x, tais que
=Inx ; para todo j. Como f(x}=Inx éuma fungio céncava, vem que

laestle) ¢ freom)

ou seja,
Xy +.tx,
Inafx,..x ln(-—-—;—-)
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Como f'é crescente, chegamos ao resultado desejado. -,

Vale notar, para quem tem familiaridade com derivadas, que é possivel provar
que, se f'' exisle, entdo ¢ convexaseesdse f''(x)=0 paratodoxem/efé

concavaseesdose f''(x)<0 paratodoxem /.

Finalizamos este artigo com alguns problemas onde procuramos oferecer
oportunidade de exercitar o que foi aprendido no texto, além de desenvelver um
pouco mais a tcoria. E bom salientar que em alguns deles mais de uma
desigualdade pode ser usada.

Problemas onde nae precisamos das desigualdades acima, mas de criatividade
1. (Olimpiada Americana): Prove que, para todos a, b, ¢ reais positivos, temos

i 1 1 <L
ad b wabe B ectrabe P +ad+abe  abe

2. (Desigualdade de Abel): Sejam a, ...,a,,b,,...,b, reais dados (n = 1),
com a, 24, 2...2a, = 0. Se M e m sio respectivamente 0 maximo € o0 minimo
do conjunto {b,b + by,...,5 + ...+ b, }, prove que

ma, <a,b, +a,b, +..+a b, < Ma,,
comigualdadeseesdse a; = a; = ...=a,.

3. (Teste de Selecdo de Singapura para IMO): Prove que, quaisquer que
sejam os reais positivos a, b € ¢, tem-se

' f
cval —ab+b? +avb® - bc+c* 2bn'laz +ac+c’.

4, (Bance IMO): Sejam n > | um inteiro dado. Determine o maior valor

possivel da soma Z x,-:cj(x,- +.‘tj-) sobre todas as n-uplas xj,...,x, dereais
Isi<jsn
nio negativos cuja soma é 1.
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Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

5. (Torneio das Cidades) Sejam a, b e ¢ reais positivos dados. Prove que

3 3 3
a h c > dt+hkc

+ +
a“+ab+b®  Braberet  eP+catvat 3

6. Dados os reais positivos a,,a,,a3,5,b,, b5, prove que

3\/(a| + bl)(az + bz)(a3 + b3) Z %/alaza3 +{/blb2b3
Desigualdades de Chebychev, Jensen e Cauchy

7. (Olimpiada Turca) Sejam n > | inteiro € x|,..., X, reais positivos tais

2 ' L
que Zx-’ =1. Determine o valor minimo de

x} x3 x)

Xy+xy+.tx, u X X3 +atx, Loy Xp+xg+.o+x, "

8. (Olimplada Romena): Seja h a altura de um tetraedro regular ¢
Iy, Iy, iy, hy as distancias desde um ponto P cm seu interior as faces do
tetraedro. Prove que

h=ly  h=hy  h=hy h=hy _ |2

ek T hthy T hehy, Thehy =5

9. (Banco IMO) : Sejam a, b, c, d reais niio negativos tais que
ab+ bec + cd + da = 1. Prove que
3 3 3 1
a b C d
b+c+d + c+d+a tdrarn T a+b+c

1
23
10. Sejam n > 1 e x|, X3,..., X, reais positivos cuja soma ¢ 1. Prove que

il + .+ e ’L>JE+'"+E
Jl=xy 7 Jlex, TNl T e

11. Sejam x;,x,,..., X, reais pertencentes ao intervalo [0, 1] ¢ tais que

X, +Xx3+...+x,=a,com 0<a<].Proveque
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l-a l-x) 1-x, 1-x, n-a\"
l+a = l+x) l4+xs *7" I+x, ~ \n+a

Outras Desigualdades

12, (Desigualdade de Bernoulli): Sejam n um inteiro positivoe x 2 =1 um
real. Prove que (1 +x)" 21+ nx.

13. (Desigualdade entre as Médias de Poténcias): Sejam a < [ reais
positivos. Entdo, para todos a,,a;,...,a,, reais positivos, vale

1
(ai’+a§‘+...+ag)“ < (ar+ug+...+a2)
n - n !

com igualdade se ¢ 56 se ay,4a3,...,a, forem todos iguais.

T

14. (Desigualdade de Giroux): Sejam [|,..., [, intervalos fechados da reta
e considere a fungc S, x.x/, =R de n varidveis, convexa separadamente em
refacdo a cada varidvel. Entiio, se [ ;= [a j,b j] , [ atinge seu valor mdximo em

um dos 2" pontos da forma (cy,...,¢, ), com ¢; =a; ou b; para cada i. Prove
P 1 n i i i P

isto e enuncie um resultado andlogo i desigualdade de Giroux para uma funcio
de n variaveis f, concava separadamente em relagiio a cada varidvel.

15. {Olimpiada Bilgara): Sejam n = 2 um inteiro ¢ 0 < x; <1 para IS i < n.
Prove que

(X + Xy F.tX, ) = (X)%5 + XpX3+. 4%, X, +X,X ) S I_%J

16. Os trés itens a seguir visam derivar uma desigualdade dificil.

i. (Desigualdade de Young): Scjam p ¢ g reais positivos tais que -;7+$= 1.

Prove que
LA
xy € FRaErr vV x,yz0

ii. (Designaldade de Holder): Sejam ay,a,,...,a,, b, b,,..., b, reais
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positivos e p, g reais positivos tais que % + é
n n ! 4 " : q
Za,b,. S(Za;") (Zbﬁ]
i=l

i=] i=]

= 1. Prove que

iii. (Desigualdade de Minkowsky): Scjam ay,as,...,a,,b,b,,..., b, reais
positivos e p um real maior que 1. Prove que

Ha, +b,) +.+Ha, +b,V < Haf +.+a? +4bf +.+ b7

Sugestiio: Faga ¢;=(a, +5,)°"" ¢ use o item anterior para (a;) e (c) ¢ para (b) e
{c).
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