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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma generalizacao das condig¢des ne-
cessaritas de otimalidade para problemas de controle O6timo com
restricoes lineares mistas de 1gualdadade, o celebrado Principio do
Maximo de Pontryagin (PMP). O principio do maximo esta no con-
texto nao suave, fazemos uso da subdiferencial de Mordukhovich. O
resultado fo1 obtido sob uma condi¢cao de regularidade que generaliza
a condi¢ao de posto completo.

Introducao

Em programacao nao linear, restricoes lineares € suficiente para a
condi¢cao de KKT ser uma condi¢ao necessaria de otimalidade. Em
controle 6timo, a linearidade das restri¢oes nao € suficiente para que as
condi¢oes necessarias do Principio do Maximo de Pontryagin (PMP)
sejam validas.

Definicao 1. Um processo é uma tripla (a, u, v) compreendendo de
um arco x € Wh(T;R™) e funcdes mensurdveis (u,v) : T —
RF= x R satisfazendo as restricdes de (P).

Definicao 2. Um processo (&, %, ¥) € um minimizador fraco se, para
algum € > 0, 0 processo minimiza o custo sobre todos 0s processos
(x, u, v) satisfazendo (x(t), u(t), v(t)) € (x(t)+eB) X (u(t)+
eB) X ((v(t) +eB)NV(t)) g.s..

A condi¢ao de regularidade abaixo € mais fraca do que a condi¢ao de
posto completo dada por de Pinho em [1].

Definicao 3. A condic¢ao de regularidade € dita satisfeita se

O Im([A(t) C(t)]) C Im(B(t)) qg.s.;
(ii) existe kg > O tal que o, (B(t)) > kB q.s.;

onde p(t) = posto(B(t)) q.s. € oy (B(t)) denota o menor valor
singular da matriz B(t).

Teorema. [PMP] Seja (&, 4, ¥) um minimizador fraco para (P). De-

Exemplo 1. fina H (¢, z, p, q,u,v) := p-f(t,x,u,v)+q-(A(t)x+B(t)u+
min (1) C'(t)v —b(t)). Se a condicdo de regularidade € valida, entdo existem
s. a (t) = ui(t) q.s., p € WHY(T;R™),q € LY(T;R™),¢ € LY(T;R*)e X > 0 tais
x(t) + uy(t) + 2us(t) = 0q.s., que
ui(t) + 2ux(t) = 04gs.. @ [|plloc + X # O,
O tnico processo € (x,ui,uz) = (0,0,0), logo € 6timo. As (i) (—p(t),0,¢(t)) € coO, . H(t, x(t),p(t),q(t),u(t),v(t)) g.s.,
condi¢des do PMP sdo escritas como: (iii) ¢ (t) € coNy 5 (B(t)) q.5.,
[Plloc + A # 0, (iv) (p(0), —p(1)) € Ne(2(0), (1)) + AAL(Z(0), Z(1)).

— p(t) — Q1(t) .5y

p(t) + q1(t) + q2(t) = 0g.s.,
2q:1(t) + 2q2(t) = 0gss.,
(p(0), —p(1)) = A(0,1).

Como este sistema nao tem solucdo, o exemplo nos mostra que € ne-
cessar1o impor alguma condi¢ao de regularidade sob as restricoes mis-
tas de 1gualdade, a fim de se obter o PMP, mesmo no caso linear. A
condi¢cao de regularidade mais conhecida envolve uma condi¢cao de
posto completo.

Objetivo

A 1ntencao deste trabalho € apresentar uma condi¢dao de regularidade
sob as restri¢oes lineares mistas de 1gualdade para que o PMP seja uma
condi¢ao necessaria de otimalidade.

Problema e Resultado

Considere o seguinte problema de controle 6timo:
min [(x(0),x(1))
s.a x(t) = f(t,z(t),u(t),v(t)) q.s.,
A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)v(t) — b(t) = 0 q.s.,
v(t) € V(1) q.s.,
(2(0), (1)) € C,
(P)
onde T' = [0,1],1 : R™ X R™ — R € localmente Lipschitz, f : T' X
R"™ x R¥«xR* — R"™é Lebesgue mensurdvel em t e localmente Lips-
chitzem (x, u,v), (A, B,C) : T — R™X" x R™Xku ¢ RMoXke
eb : T — R™ sio funcdes Lebesgue mensuraveis, V' : T — R
tem grafico Borel mensuravel e C C R™ X R"™ € fechado.

Para alguma funcio integravel K,,,, |q(t)| < K,.(t)|p(t)| q.s..

Exemplo 2. Considere o seguinte problema de controle 6timo:
min x (1)
s. a &(t) = tuq(t)? + u2(t)” q.s.,
x(t) + ui(t) + ua(t) = 0q.s.,
2x(t) + 2uq(t) + 2us(t) = 0 q.s.,
(z(0),x(1)) € {0} x R.
O tnico processo € (&, i1, uz) = (0,0, 0), logo é 6timo. A condigao
de posto completo nao € valida. Mas a condi¢ao de regularidade
vale, pois Im(A(¢t)) C Im(B(t)) q.s. e existe kg = /10 sa-
tisfazendo a condigao (ii). O PMP vale com p(t) = —1, A = 1,

q1(t) = g2(t) = 0gss..

Conclusao

Provamos a validade da condi¢ao necessaria de otimalidade para um
problema de controle 0timo com restri¢oes lineares mistas de igual-
dade sob uma condicao de regularidade mais fraca do que a condigao,
tradicional da literatura, de posto completo. O proximo passo deste
trabalho € estender o resultado para problemas com restricoes lineares
mistas de 1gualdade e de desigualdade.
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