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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma generalização das condições ne-
cessárias de otimalidade para problemas de controle ótimo com
restrições lineares mistas de igualdadade, o celebrado Princı́pio do
Máximo de Pontryagin (PMP). O princı́pio do máximo está no con-
texto não suave, fazemos uso da subdiferencial de Mordukhovich. O
resultado foi obtido sob uma condição de regularidade que generaliza
a condição de posto completo.

Introdução

Em programação não linear, restrições lineares é suficiente para a
condição de KKT ser uma condição necessária de otimalidade. Em
controle ótimo, a linearidade das restrições não é suficiente para que as
condições necessárias do Princı́pio do Máximo de Pontryagin (PMP)
sejam válidas.

Exemplo 1.
min x(1)

s. a ẋ(t) = u1(t) q.s.,
x(t) + u1(t) + 2u2(t) = 0 q.s.,
u1(t) + 2u2(t) = 0 q.s..

O único processo é (x, u1, u2) = (0, 0, 0), logo é ótimo. As
condições do PMP são escritas como:

‖p‖∞ + λ 6= 0,

− ṗ(t) = q1(t) q.s.,
p(t) + q1(t) + q2(t) = 0 q.s.,
2q1(t) + 2q2(t) = 0 q.s.,
(p(0),−p(1)) = λ(0, 1).

Como este sistema não tem solução, o exemplo nos mostra que é ne-
cessário impor alguma condição de regularidade sob as restrições mis-
tas de igualdade, a fim de se obter o PMP, mesmo no caso linear. A
condição de regularidade mais conhecida envolve uma condição de
posto completo.

Objetivo

A intenção deste trabalho é apresentar uma condição de regularidade
sob as restrições lineares mistas de igualdade para que o PMP seja uma
condição necessária de otimalidade.

Problema e Resultado

Considere o seguinte problema de controle ótimo:
min l(x(0), x(1))

s. a ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), v(t)) q.s.,

A(t)x(t) +B(t)u(t) + C(t)v(t)− b(t) = 0 q.s.,

v(t) ∈ V (t) q.s.,

(x(0), x(1)) ∈ C,
(P )

onde T = [0, 1], l : Rn×Rn→ R é localmente Lipschitz, f : T ×
Rn×Rku×Rkv → Rn é Lebesgue mensurável em t e localmente Lips-
chitz em (x, u, v), (A,B,C) : T → Rmb×n × Rmb×ku × Rmb×kv

e b : T → Rmb são funções Lebesgue mensuráveis, V : T ⇒ Rkv
tem gráfico Borel mensurável e C ⊂ Rn × Rn é fechado.

Definição 1. Um processo é uma tripla (x, u, v) compreendendo de
um arco x ∈ W 1,1(T ;Rn) e funções mensuráveis (u, v) : T →
Rku × Rkv satisfazendo as restrições de (P).

Definição 2. Um processo (x̄, ū, v̄) é um minimizador fraco se, para
algum ε > 0, o processo minimiza o custo sobre todos os processos
(x, u, v) satisfazendo (x(t), u(t), v(t)) ∈ (x̄(t)+εB)×(ū(t)+

εB)× ((v̄(t) + εB) ∩ V (t)) q.s..

A condição de regularidade abaixo é mais fraca do que a condição de
posto completo dada por de Pinho em [1].
Definição 3. A condição de regularidade é dita satisfeita se

(i) Im([A(t) C(t) ]) ⊂ Im(B(t)) q.s.;
(ii) existe kB > 0 tal que σp(t)(B(t)) ≥ kB q.s.;

onde p(t) = posto(B(t)) q.s. e σp(t)(B(t)) denota o menor valor
singular da matrizB(t).

Teorema. [PMP] Seja (x̄, ū, v̄) um minimizador fraco para (P). De-
finaH(t, x, p, q, u, v) := p·f(t, x, u, v)+q·(A(t)x+B(t)u+

C(t)v−b(t)). Se a condição de regularidade é válida, então existem
p ∈ W 1,1(T ;Rn), q ∈ L1(T ;Rmb), ζ ∈ L1(T ;Rkv) e λ ≥ 0 tais
que

(i)‖p‖∞ + λ 6= 0,
(ii) (−ṗ(t), 0, ζ(t)) ∈ co∂x,u,vH(t, x̄(t), p(t), q(t), ū(t), v̄(t)) q.s.,

(iii)ζ(t) ∈ coNV (t)(v̄(t)) q.s.,
(iv) (p(0),−p(1)) ∈ NC(x̄(0), x̄(1)) + λ∂l(x̄(0), x̄(1)).

Para alguma função integrávelKm, |q(t)| ≤ Km(t)|p(t)| q.s..

Exemplo 2. Considere o seguinte problema de controle ótimo:
min x(1)

s. a ẋ(t) = tu1(t)
2 + u2(t)

2 q.s.,
x(t) + u1(t) + u2(t) = 0 q.s.,
2x(t) + 2u1(t) + 2u2(t) = 0 q.s.,
(x(0), x(1)) ∈ {0} × R.

O único processo é (x̄, ū1, ū2) = (0, 0, 0), logo é ótimo. A condição
de posto completo não é válida. Mas a condição de regularidade
vale, pois Im(A(t)) ⊂ Im(B(t)) q.s. e existe kB =

√
10 sa-

tisfazendo a condição (ii). O PMP vale com p(t) = −1, λ = 1,
q1(t) = q2(t) = 0 q.s..

Conclusão

Provamos a validade da condição necessária de otimalidade para um
problema de controle ótimo com restrições lineares mistas de igual-
dade sob uma condição de regularidade mais fraca do que a condição,
tradicional da literatura, de posto completo. O próximo passo deste
trabalho é estender o resultado para problemas com restrições lineares
mistas de igualdade e de desigualdade.
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