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Definicoes Basicas

(I) Seja G um grafo simples com n vértices.
e Emparelhamento em G: é um conjunto M de arestas de G tal
que nenhum par de elementos de M possui vértice em comum.

e Emparelhamento )/ satura o vértice v de G: quando existe
aresta em M que seja incidente em v.

e Numero de emparelhamento de G , ;4(G): nimero de arestas
de um emparelhamento que tenha cardinalidade maxima dentre
todos os emparelhamentos em G.

e Emparelhamento perfeito em G: emparelhamento que satura
todos os seus vértices. Neste caso, n é par e 1(G) = 5.

e Conjunto independente de vértices em (: conjunto S de
vértices do grafo G tal que nao existem dois vértices adjacentes
do grafo em S.

(II) Sejam G, Go grafos com conjuntos de vértices V; e V5. O pro-
duto cartesiano de G; por (G5 € o grafo G1[L1G9 com conjunto de
vértices V' = V7] x V5 e tal que

(u1,v1) ~ (ug, v2) em G10Go <

u1NUQGmGlerl:vgouul:ugevlwvgemGg.
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Figura 1: Ilustracdo de produto cartesiano.

Resultado:

No que se segue, exibe-se uma familia infinita de grafos G sem
empalhamento perfeito tal que G2 possui emparelhamento perfeito.
Descreve-se um método para encontrar um emparelhamento em G2
para um elemento genérico da familia.

Teorema 1. Para todo inteiro k > 3 o grafo G, com n = 2k vértices
constituido por um caminho com 2k — 4 vértices e 2 vértices penden-
tes em cada extremidade, ndo possui emparelhamento perfeito, mas
G2 =G UG possui emparelhamento perfeito.
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Figura 2: Familia de grafos citada acima.

Demonstracao:

Fixe-se k > 3 e G;. = G, como acima. Verifica-se que GG possui
= uG)=Fk—1<k =3, e portanto, G ndo possui emparelha-
mento perfeito.

Para mostrar que G = GOG posui emparelhamento perfeito,
considera-se um emparelhamento maximo com vértices rotulados
COmo

M = {010}, V2V 41, - - -, Vk—2V2)—3, Vp—1V2k—2}
em (&, chamado de emparelhamento mdximo inicial; e também um
emparelhamento maximo

/
M = {V09k—1, VU1 15 - - - Vk—2V2k—35 V2)—2V2k |

chamado de emparelhamento mdximo secunddrio.
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Figura 3: Grafo com a rotulacdo explicada acima. Em vermelho temos o empare-
lhamento M e em azul o M'. Aqui R = {vy, vo, v3}, T{v7, 05} e Q = {v5}

Sejam R = A{vy,...,vuf, T = A{vop_1,v0k} € Q@ =
{vpi1, Vi, 09 _3} . Verifica-se que S = R U T é um conjunto
de vértices independentes de G com cardinalidade maxima, igual a
k4 1.

Para formar G2, para cada vértice v; de GG; 1 < ¢ < 2k. considera-se
uma copia G; de GG cujos vértices serao rotulados vij; 1 < j < 2k
de acordo com a rotulagao inicialmente considerada para G. Depois,
efetuam-se as ligagdes conforme a defini¢cao de produto cartesiano.

Figura 4: GLIG paran = 8

ETAPA 1: Nas copias de GG correspondentes aos vértices pertencen-
tes a R e (), selecionam-se arestas correspondentes a M/. Assim, para
cadai, 1 <17 < k — 1, selecionam-se na copia (5; as arestas:

U)M@ k) Y(a)(2) Yilk+1)r o V() (R—1) V() (2k—2)-

Paracadaj, k+1 < 5 < 2k — 3 selecionam-se na copia G ; as arestas:

YHMYG) R VG2 G (k41 2 UG (R=1)Y(5)(2k—2)-

Assim, |R|-|M|+|Q|-|M]| arestas foram secionadas na etapa 1, isto
é 1(G)-p(G)+((2k—3) = (k=1)+1)-u(G) = (k=1)*+(k—=3)(k—1) =

2k? — 6k + 4 arestas selecionadas.
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Figura 5: Etapa 1 ilustrada em GLIG para n=8.

ETAPA 2: Nas coOpias correspondentes aos vértices pertencen-
tes a T, selecionam-se as arestas correspondentes ao M’. Assim,
selecionam-se na copia (G9;._1 as arestas:

Y2k—1)kY(2k—1)(2k—1) Y(2k—1)2Y(2k—1)(k+1)> - Y(2k—1)(k—2)Y(2k—1)(2k—3)}

Y(2k—1)(2k—2)Y(2k—1)2k
e, na copia (z9;. as arestas:

YV2k)EY(2k)(2k—1) Y(2k)2V (2K) (k+1)s - -+ » YV(2k) (k—2)Y(2k)(2k—3)

Y(2k)(2k—2)V(2k)2k

Selecionam-se entdo |T| - | M| arestas, isto é, 2 - u(G) = 2(k — 1)
arestas.

g s
e, B o Pt

D DN

Figura 6: Etapa 2 ilustrada em GLIG para n=8.

ETAPA 3: Nas copias dos vértices de S = R U T, saturam-se 0s
vértices que ainda ndo foram saturados. Para isto, selecionam-se as
arestas que ligam aqueles vértices a vértices em outras copias de G
segundo a definicdao de G?2. Assim nas copias dos vértices v; com
1 <1<k —1, que sao os vértices de R, selecionam-se as arestas:

V(i) (2k—1)V(k+i—1)(2k—1)> Yi(2k)V(k+i—1)(2k)

Como T = {w9p._1, 91}, selecionam-se: na copia de vy;._q as ares-
tas

Y(2k—1)(1)Y(k)(1)> U(2k—1)(k—1)"(k)(k—1)
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e na copia de vy, as arestas:

Y2k) ()Y (2k—2)(1)> Y(2k—1)(k—1)Y(2k—2)(k—1)

Desta forma, sao selecionadas 2 arestas para cada vértice de S.
Entdo 2 - |[RUT| = 2(|R| + |T'|) = 2(k + 1) = 2k + 2 arestas sdo
selecionadas na etapa 3.
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Figura 7: Etapa 3 ilustrada em GLIG para n=8.

ETAPA 4: Resta selecionar arestas arestas independentes nos ca-
minhos F»;._ 4 nas copias dos vértices v;. € vi._o. Assim na copia de
cada um destes vértices, seleciona-se um emparelhamento maximo

no caminho P;._ 4 existente. Assim sao selecionadas 2 - pu(Pop._4) =
2(k — 2) = 2k — 4 arestas.
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Figura 8: Etapa 4 ilustrada em GLIG para n=8.

Portanto, sendo n = 2k, o total de arestas selecionadas em G? 2é

(2k% — 6k +4) + (2k +2) + (2k — 2) + (2k —4) = 2k* = 2(})* = 1.

. . . 2 / . /
Assim, exibimos emparelhamento em G? com - vértices. Dali,

como G? tem n? vértices entio G2 tem emparelhamento perfeito.

Iustracdo de G? para G com n = 8 (k = 4) com o emparelhamento
perfeito selecionado:

Figura 9: Emparelhamento perfeito selecionado em GLIG para n=8.

Para a continuacdo do trabalho, pretende-se obter outras familias
com as propriedades acima mencionadas e, também investigar uma
maneira de garantir a existéncia de emparelhamento perfeito em seus
elementos usando propriedades de matrizes que se associam a grafos.
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