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Introducao

Estudamos propriedades espectrais € dinamicas de operadores de
Schrodinger obtidos por perturbagoes do operador auto-adjunto e nao
limitados Hy, agindo em £%(Z), com espectro discreto cujos autova-
lores { A\, }inez satisfazem

para algum 3 > 0. As correspondentes autofunc¢oes de H; sao deno-
tadas por {¥,, }mez. Consideremos as perturbagdes autonomas M.
Apresentaremos condi¢coes suficiente para persistencia de espectro
pontual puro e localizacao dinamica para certas pertubacoes; devido
a (1), um argumento geral (Veja Teorema 4.1 in [3]) implica que
para toda perturbacao limitada de H; tem espectro discreto, contudo,
para provar localizacao dinamica precisamos de informagoes sobre as

autofunc¢oes, empregaremos uma versao adaptada para a teoria espec-
tral da técnica KAM.

Resultados

Considere o operador de Schrodinger H ', agindo no espaco de Hilbert
¢%(Z), cuja acdo

(Hy)(n) := (Hiyp)(n) + (M) (n), ¢ €1*(Z), ((2)

com ambos H; e M operadores auto-adjunto e H; conforme discuti-
mos acima.

Estamos particularmente interessados em estudar uma propriedade
dindmica chamada localizacdo dinamica (veja [5] e suas referéncias),
a qual € dada pelos momentos

Ph(t) o= (e Hap, | X|P et )
de ordem p > 0, onde | X| denota o valor absoluto do operador
posi¢do (| X |Py)(n) = |n|Py(n); eles medem a rapidez com que a
dinamica se espalha pela rede Z, em particular se esse espalhamento
cessa ou no. Seja (e,,) a base usual de £2(7Z), isto €, €,,(M) = O,m.
Dizemos que H tem localizacao dinamica se, para toda condi¢ao ini-

cial e,,, cada momento € uniformemente limitado no tempo, 1.e., para
cadap > 0en € Z,

supr? (t) < o©.
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Uma forma de provar essa propriedade € através de um certo con-
trole das autofun¢des do operador perturbado H dito SULE (Semi-

Uniformly Localized Eigenfunctions) [5], isto €, existe o > 0 e, para
cada autofuncao ¢,,, um n,, € Z tal que, para qualquer 0 > O,

pm(n)] < C(§) emmimaln=nnl - yn,

com algum parametro C'(d) para todo m.
Sabe-se que a localizacao dinamica requer espectro de ponto puro
do Hamiltonmiano H; no entanto, existem exemplos de sistemas
com comportamento incomum, 1sto €, espectro de ponto puro sem
localizacao dinamica [4]. '
Seja~y := 571 [[2, 2-(+2)/2™  Nosso resultado foi:
Theorem 0.1. Fixe » > 0. Seja Hi o operador ndo perturbado,
{vm}, B e v como acima. Se a perturbacdo M satisfaz
( /3 \
|M]|, < min =,y ¢,

entdo existe um operador unitdrio P € A, tal que
P 'Y(H, + M)P
¢ diagonal com espectro discreto e cujas autofuncoes Sdo
{ Py, }inez. Além disso, se existe c; > 0, p > 0, tal que
(Pm)(n)| < e e”?""™, ¥n,m,
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Estratégia da demonstracao(.1 Denotemos por Dy = H,, My =
dirag M entao

D+ eM = (D + eMy)

e(M — My) =: Dy + eM;.

Passo 1 Se os autovalores ()\;) jez de Dy satisfazem
‘)\711 — )\,,1n| > Ki, Vn £ m

para alguma constante iK; > 0 entdo existe W7 € A, invertivel tal
que

(W)™ (D 4+ eM)W; =: Dy + €*Ms,
sendo D, diagonal. Agora vamos iterar este processo. Supondo valido
0 k — 1-ésimo passo, 1sto €,

(Wi—1) ' (W) (D + M) (Wh) - - - (Wy_y) = D+ MF,

C)
com D¥* um operador diagonal.
k-ésimo passo Se os autovalores ()\f) jez de Dy, satisfazem

‘)\ﬁ—)\m > K, Vn#£#m

para alguma constante K > 0 entdo existe W, € A, invertivel tal
que

(W) e e (W) " (D+eM)Wy -« - WE =: D1+ €2* My, 4,

(5)
sendo Dy 1 diagonal. Um ponto importante € que a cada passo a or-
dem da perturbacao € reduzida de 2" para e2""". Tomando o limite
quando kK — oo em (5) obtém-se

~

P~ ' (D 4+ M) P = D = operador diagonal,

sendo P = limy_... WOW1...Wk—1

Para completar a prova da diagonalizacao, € necessario verificar que
no k—ésimo passo todos os autovalores sao simples, € suficiente 1m-
por que a soma de todas as corre¢oes dos autovalores sao menores do
que B/2,isto é, impomos que

S |ME, | = 3 [(diag M¥)n| < ©

k k -

para todo n € Z (como no caso |[A¥ — AF | > 0, para todon # m
etodo 0 < k < 00).
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