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Introdução

Estudamos propriedades espectrais e dinâmicas de operadores de
Schrödinger obtidos por perturbações do operador auto-adjunto e não
limitados H1, agindo em `2(Z), com espectro discreto cujos autova-
lores {λm}m∈Z satisfazem

|λm − λn| > β, ∀m 6= n, (1)

para algum β > 0. As correspondentes autofunções deH1 são deno-
tadas por {ψm}m∈Z. Consideremos as perturbações autônomas M .
Apresentaremos condições suficiente para persistência de espectro
pontual puro e localização dinâmica para certas pertubações; devido
a (1), um argumento geral (Veja Teorema 4.1 in [3]) implica que
para toda perturbação limitada de H1 tem espectro discreto, contudo,
para provar localização dinâmica precisamos de informações sobre as
autofunções, empregaremos uma versão adaptada para a teoria espec-
tral da técnica KAM.

Resultados

Considere o operador de SchrödingerH , agindo no espaço de Hilbert
`2(Z), cuja ação

(Hψ)(n) := (H1ψ)(n) + (Mψ)(n), ψ ∈ l2(Z), (2)

com ambosH1 eM operadores auto-adjunto eH1 conforme discuti-
mos acima.
Estamos particularmente interessados em estudar uma propriedade

dinâmica chamada localização dinâmica (veja [5] e suas referências),
a qual é dada pelos momentos

rpψ(t) :=
〈
e−itHψ, |X|p e−itHψ

〉
de ordem p > 0, onde |X| denota o valor absoluto do operador
posição (|X|pψ)(n) = |n|pψ(n); eles medem a rapidez com que a
dinâmica se espalha pela rede Z, em particular se esse espalhamento
cessa ou no. Seja (en) a base usual de `2(Z), isto é, en(m) = δnm.
Dizemos que H tem localização dinâmica se, para toda condição ini-
cial en, cada momento é uniformemente limitado no tempo, i.e., para
cada p > 0 e n ∈ Z,

sup
t
rpen(t) <∞ . (3)

Uma forma de provar essa propriedade é através de um certo con-
trole das autofunções do operador perturbado H dito SULE (Semi-
Uniformly Localized Eigenfunctions) [5], isto é, existeα > 0 e, para
cada autofunção ϕm, um nm ∈ Z tal que, para qualquer δ > 0,

|ϕm(n)| 6 C(δ) eδ|nm|−α|n−nm|, ∀n,
com algum parâmetro C(δ) para todom.
Sabe-se que a localização dinâmica requer espectro de ponto puro

do Hamiltoniano H; no entanto, existem exemplos de sistemas
com comportamento incomum, isto é, espectro de ponto puro sem
localização dinâmica [4].
Seja γ := 5−1

∏∞
j=0 2

−(j+2)/2j+1

. Nosso resultado foi:
Theorem 0.1. Fixe r > 0. Seja H1 o operador não perturbado,
{ψm}, β e γ como acima. Se a perturbaçãoM satisfaz

‖M‖r < min

{
β

2
, γ

}
,

então existe um operador unitário P ∈ Ar tal que

P−1(H1 +M)P

é diagonal com espectro discreto e cujas autofunções são
{Pψm}m∈Z. Além disso, se existe c1 > 0, ρ > 0, tal que

|(Pψm)(n)| 6 c1 e
−ρ|n−m|, ∀n,m,

entãoH = H1 +M tem localização dinâmica.

Estratégia da demonstração0.1 Denotemos por D0 = H1, Md =

diagM então

D + εM = (D + εMd) + ε(M −Md) =: D1 + εM1.

Passo 1 Se os autovalores (λ1
j)j∈Z deD1 satisfazem∣∣λ1

n − λ
1
m

∣∣ > K1, ∀n 6= m

para alguma constante K1 > 0 então existe W1 ∈ Ar invertı́vel tal
que (

W 1
)−1

(D + εM)W1 =: D2 + ε2M2,

sendoD2 diagonal. Agora vamos iterar este processo. Supondo válido
o k − 1-ésimo passo, isto é,

(Wk−1)
−1 · · · (W1)

−1 (D +M) (W1) · · · (Wk−1) = Dk+ε2
k−1
Mk,

(4)
comDk um operador diagonal.
k-ésimo passo Se os autovalores (λkj)j∈Z deDk satisfazem∣∣λkn − λkm∣∣ > Kk, ∀n 6= m

para alguma constante Kk > 0 então existe Wk ∈ Ar invertı́vel tal
que

(Wk)
−1 · · · (W1)

−1 (D+εM)W1 · · ·W k =: Dk+1+ε
2kMk+1,

(5)
sendo Dk+1 diagonal. Um ponto importante é que a cada passo a or-
dem da perturbação é reduzida de ε2

k

para ε2
k+1

. Tomando o limite
quando k→∞ em (5) obtém-se

P−1 (D +M)P = D̃ = operador diagonal,

sendo P = limk→∞W
0W 1 · · ·W k−1.

Para completar a prova da diagonalização, é necessário verificar que
no k−ésimo passo todos os autovalores são simples, é suficiente im-
por que a soma de todas as correções dos autovalores são menores do
que β/2, isto é, impomos que∑

k

∣∣Mk
nn

∣∣ =∑
k

∣∣(diagMk)nn
∣∣ < β

2
(6)

para todo n ∈ Z (como no caso |λkn − λkm| > 0, para todo n 6= m

e todo 0 ≤ k ≤ ∞).
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