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Introdução

Os polinômios de Chebyshev aparecem em vários ramos das ciências exa-
tas, em particular com a teoria na aproximação de funções. As raı́zes des-
tes polinômios são reais e distintas e têm propriedades que geram muitas
aplicações.
Uma propriedade que destaca os polinômios de Chebyhev, de primeira

espécie, dos demais é a seguinte.
Proposição 1. Os Polinômios de Chebyshev de primeira espécie na forma

mônica T̃n(x) =
1

2n−1
cos(n arccos(x)) satisfazem

1

2n−1
= max

x∈[−1,1]
|T̃n(x)| ≤ max

x∈[−1,1]
|Pn(x)|, (1)

para todo Pn(x) polinômio de grau n , ocorrendo a igualdade somente
quando Pn ≡ T̃n. Além disso, existem −1 := t∗0 < t1 < ... < t∗n := 1

tal que |T̃ (t∗k)| = max
x∈[−1,1]

|T̃ (x)| k = 0, ..., n.

Um problema clássico é: se quisermos interpolar uma função em n + 1

pontos em [a, b] qual seria a melhor escolha destes pontos a fim de minimi-
zar o erro de aproximação?
Teorema 1. Sejam f ∈ Cn+1[a, b] e n + 1 pontos distintos em [a, b],
x0, x1, ..., xn. Se Pn(x) é o polinômio de interpolação, isto é, Pn(xi) =

f(xi), i = 1, . . . , n, então o erro na interpolação é dado por

f(x)− Pn(x) =
π(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx), a < ξx < b, (2)

onde π(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) e ξx ∈ (a, b).

Portanto a melhor escolha para esses pontos são os zeros dos polinômios de
Chebyshev de primeira espécie isto é, π(x) = T̃n(x).

Problema de Interpolação de Hermite

Consideraremos agora, um problema mais geral, quando se procura um po-
linômio que interpole não somente a função, mas suas derivadas também.
Sejam {xk}n0 pontos distintos da reta real que chamaremos de nós de

interpolação. Sejam {νk}n0 números inteiros positivos e ykl, k =

0, . . . , n e l = 0, . . . , νk− 1. Denotemos porN := ν0 + · · ·+ νn− 1.
O problema de construir um polinômio algébrico P de grauN , que satisfaz
as condições

P (l)(xk) = ykl, k = 0, . . . , n, l = 0, . . . , νk − 1. (3)

é conhecido como problema de interpolação de Hermite.
Teorema 2. Para toda escolha dos nós de interpolação {xk}n0 (xi 6= xj
para i 6= j) e para toda tabela de dados {ykl} o problema de interpolação
de Hermite tem uma única solução.
A existência do polinômio P que satisfaz (3) segue direto do sistema linear

que surge com asN + 1 equações (3) cujas incógnitas são osN + 1 coefi-
cientes do polinômio P . O determinante deste sistema ser zero implica que
o sistema homogêneo

P (l)(xk) = 0, k = 0, . . . , n, l = 0, . . . , νk − 1

tem uma solução não-nulaP (x) = a0x
N+· · ·+aN−1x+aN (i.e., com

pelo menos um coeficiente ai diferente de zero). Mas, as condições acima
significam que P temN + 1 zeros, contando as multiplicidades. Como P
tem grau N então P (x) ≡ 0 e daı́ a0 = . . . = aN = 0. Chegamos a
uma contradição. Logo o determinante é diferente de zero e o sistema dado
por (3) tem solução única.
O polinômio que satisfaz a condição (3) é denotado por HN(f ;x) e cha-

mado de polinômio de interpolação de Hermite.

Polinômio de Chebyshev Generalizado

Definição 1. Dados {νk}n0 inteiros positivos, existe um único polinômio
mônico

τ∗(x) := Πn
j=1(x− x

∗
j)
νj

onde−1 < x∗1 < · · · < x∗n < 1 com n + 1 pontos−1 := t∗0 < t∗1 <

... < t∗n := 1 tal que |τ∗(t∗k)| = max
x∈[−1,1]

|τ∗(x)| k = 0, ..., n.

Veremos que por (4) e pela propriedade 1, que o polinômio generalizado de
Chebyshev é o que nos forneçe o erro mı́nimo na interpolação.

Erro de Interpolação de Hermite

Teorema 3. Sejam a ≤ x0 < · · · < xn ≤ b e {νk}n0 inteiros positi-
vos. Suponha que f tem derivada contı́nua de ordem N + 1 em [a, b],
N := ν0 + · · ·+ νn− 1. Então, para todo x ∈ [a, b], existe ξ ∈ [a, b],,
tal que

f(x)−HN(f ;x) =
f (N+1)(ξ)

(N + 1)!
(x− x0)

ν0 · · · (x− xn)νn. (4)

Demonstração. A demonstração de (4) é feita da mesma maneira que a
demonstração do caso de interpolação de Lagrange. Construimos a função

F (z) = f(z)−HN(f ; z)− CΩ(z)

e escolhemos C de modo que F (z) tem raiz z = x. Então, F (z) tem
N + 2 zeros: {xk}n0 com multiplicidades {νk}n0 e o ponto x. Pelo teo-
rema de Rolle, F (N+1)(z) tem pelo menos um zero entre a maior e a me-
nor raı́z de F (z). Denotamos esse zero por ξ. Obtemos C pela igualdade
F (N+1)(ξ) = 0 e pela condição F (x) = 0. O resultado é (4).

Outras Propriedades

Sejam {νk}n0 e P um polinômio arbitrário da forma

P (z) := cΠn
j=1(z − xj)

vj, (−1 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1) (5)

então
1. ||τ∗(ν; ·)||∞ = inf

xj∈[−1,1]
||Πn

j=1(x− xj)νj||∞.

2.τ∗(ν; t∗k) = (−1)σk||τ∗(ν; ·)||∞. − 1 := t∗0 ≤ t∗1 ≤ · · · ≤ t∗n :=

1, σ0 = 0, σk := νk+1 + · · ·+ νn, k = 0, . . . , n− 1.

3. ||P (k)||p ≤
||τ (k)
∗ (ν; ·)||p
||τ∗(ν; ·)||∞

||P ||∞. p ∈ [1,∞], k = 0, . . . N.

4. |P (k)(z)| ≤
|τ (k)
∗ (ν; z)|
||τ∗(ν; ·)||∞

||P ||∞. ∀z /∈ (−1, 1), k = 0, . . . N.
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