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Resumo

A Teoria dos Grafos é um campo da Matemática
que surgiu no século XVIII, as ideias básicas fo-
ram introduzidas pelo famoso matemático suı́ço
Leonhard Euler. Ele usou grafos para resol-
ver o problema hoje conhecido como As sete
pontes de Königsberg. A teoria de grafos tem
extensa aplicabilidade na área de Matemática,
principalmente na modelagem matemática, que
permite interpretar e analisar várias situações
reais em Fı́sica, Quı́mica, Biologia, Engenha-
ria, Pesquisa Operacional, Psicologia e Teo-
ria da Computação. Com o desenvolvimento
da ciência da computação, a teoria sobre gra-
fos tem permitido obter resultados importantes
de modelos matemáticos que representam várias
situações reais e auxiliam na solução de diversos
problemas.

Introdução

Os grafos de Cayley foram introduzidos por
Arthur Cayley em 1878, com o intuito de as-
sociar a teoria dos grupos à teoria dos grafos. A
teoria dos grupos estuda as estruturas algébricas
conhecidas como grupos. Um grafo é um par
G = (V,E) onde V é um conjunto não vazio
cujos elementos são chamados vértices eE é um
conjunto cujos elementos são chamados arestas.
Cada aresta é um subconjunto com dois vértices.
Denotamos por V (G) o conjunto de vértices e
E(G) o conjunto de arestas deG.

Exemplo 1. Designado em homenagem ao ma-
temático Danes Julis Petersen por grafo de Pe-
tersen, esta estrutura combinatória possui 10
vértices e 15 arestas, como podemos observar
na figura 1.

Figura 1: Tı́tulo da Figura

Os grafos de Cayley surgiram para representar
graficamente os grupos abstratos e, assim, estu-
dar suas estruturas.

Definição 1. Seja (g, · ) um grupo, e seja B um
subconjunto de g tal que a identidade do grupo
1g /∈ B .
Suponha que B−1 = {b−1 : b ∈ B} = B.
O grafo de Cayley X ′ := Cay(g, B) é um
grafo não orientado possuindo o conjunto de
vértices V (X ′) = g e o conjunto de arestas
E(X ′) = {ab : a· b−1 ∈ B, a, b ∈ g}.
Chama-se B o conjunto conector.

Exemplo 2. Seja g = Z5, B = {1̄, 4̄} =

B−1, então X ′ = Cay(Z5, B). Veja Figura
2.

Figura 2: Tı́tulo da Figura

Exemplo 3. Seja g = Z6, B = {1̄, 2̄, 4̄, 5̄} =

B−1, então X ′ = Cay(Z6, B). Veja Figura
3.

Figura 3: Tı́tulo da Figura

Definição 2. Um grafo é conexo, se para todo
par de vértices {v, w}, existe um caminho sim-
ples com extremos v e w. Caso contrário, o
grafo é desconexo. Veja Figura 4.

Figura 4: a) conexo; b) não-conexo

Propriedades gerais

Teorema 1.X ′ = Cay(g, B) é um grafo |B|-
regular.

Demonstração. Seja a ∈ V (X ′) = g. A
cada b ∈ B associemos xb ∈ g da forma
xb := b−1a ∈ g. Veja que

xb = xb̃
b−1a = b̃−1a

b−1aa−1 = b̃−1aa−1

b−1 = b̃−1

(b−1)−1 = (b̃−1)−1

b = b̃

isto é, cada xb ∈ g está associado a um único
b ∈ B. Veja que

b = (b−1aa−1)−1 = (xba
−1)−1 = ax−1

b

ou seja, cada b ∈ B é uma aresta adjacente a a.
Logo, grau(a) = |B|. Como a é arbitrário, o
grafo X ′ é regular de grau igual a cardinalidade
de B.

Proposição 1. A função σg : g → g definida
por σg(a) = g ? a e com ação definida por
g ? a := a· g−1 para todo g, a ∈ g, onde g é
um elemento fixo de g, é automorfismo deX ′.

Teorema 2. O grafo de Cayley X ′ =

Cay(g, B) é transitivo pelo vértice.

Teorema 3. Se X ′ = Cay(g, B) é conexo
entãoB é um conjunto gerador de g.

Exemplo 4. Nem todo grafo de Cayley é co-
nexo. Contra-exemplo g = Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄},
B = {2̄} = B−1.

Figura 5: Tı́tulo da Figura

Teorema 4.Aut(X ′) contém um subgrupo re-
gular isomorfo a g.
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