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Introducao

A geometria diferencial € o estudo de geometria
utilizando calculo diferencial. O estudo de superficies
diferenciaveis € muito importante e parte fundamental do
desenvolvimento dessa geometria

Este trabalho consiste em desenvolver o estudo de
uma classe de superficies muito conhecidas e importantes,
as superficies regradas, que possuem como principal
caracteristica o fato de serem {folheadas por retas.
Serao apresentados alguns dos principais exemplos dessas
surpeficies, mostraremos que sua curvatura gaussiana €
sempre negativa, por fim provaremos que a unica superficies
regrada minima completa € o helicoide.

1 Superficies Regradas

Definicao 1. Uma superficie é chamada regrada, se pode ser
parametrizada da seguinte maneira

fu,v) = a(u) +v - 5u)(*)

Onde o : R — R® é uma curva parametrizada diferencidvel
B:R — R\ (0,0,0) um vetor associado a cada ponto
da curva.
Dizemos que a superficie parametrizada por (*) é
gerada pela familia a 1-pardametro de retas {ca(u), 5(u)}
L; é a reta dada, fixado um t.

Definicao 2. Uma superficie é dita minima se sua curvatura
média (H) é constante igual a 0.

Observacao 1. Todas as superficies mencionadas no
trabalho sdo de classe C™

Exemplo 1. Cilindro

Um cilindro é uma superficie regrada gerada por
uma familia 1-pardmetro de retas {a(u), B(u)}, onde a(u)
estd contida em um plano P e [B(u) uma direcdo fixa
em R’ndo paralelo a P. Assim podemos generalizar uma
parametrizagdo de cilindro como:

flu,v) = alu) +v- B

Exemplo 2. Cone

Um cone é uma superficie regrada gerada por uma
familia 1-parametro de retas {a(u), B(u)}, onde a(u) estd
contida em um plano P e todas as retas L; passam por
um ponto p € R°. Também é possivel generalizar a
parametrizacdo do cone como:

flu,v) =v-B(u)+p

Exemplo 3. Hiperboloide

Seja S' o circulo unitdrio, x*>+vy* = 1 no plano z = 0, e
o(w) uma parametrizacdo de S* pelo comprimento de arco.
Para cada u, seja B(u) = o'(u) + (0,0, 1)

Desse modo, podemos escrever

f(u,v) = a(u) +v(a'(u) + (0,0,1))
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2 Linha de estriccao

Proposicao 1. Seja S uma superficie regrada e f : R* — R’
uma parametrizacdo, definida por f(u,v) = a(u) +v - 5(u)
entdo existe uma reparametrizacdo f : R> — R’ da formaa
folu,v) = ao(u) +v - By(u) tal que:

(D) || 32| = 1
(1) {as(u), B(u)) =0
Solucao 1. (I) Basta tomarmos
_ Blw
> T8

Observacao 2.

|Bo]| = 1 = (Ba(u), B3(u)) =0

(Il)Suponha que tal curva exista, logo as(u) estd em S,
Isto é
as(u) = a(u) +r(u) - B(u)(1)
, onde r(u) é uma funcdo real.
De fato, basta tomar
(& (u), By(w))

W= T EwE @

Assim, definimos as(u) pelas equacoes (1) e (2) que
obteremos a curva desejada.
A curva as(u) é chamada de linha de estricgao.

3 Curvatura Gaussiana

Proposicao 2. Seja S uma superficie regrada, entdo a
curvatura Gaussiana é ndo positiva em todo ponto de S.
Solucao 2. Seja, f(u,v) = «alu) + v - B(u) uma

parametrizacdo de S e suponha sem perda de generalidade
det(IT)

que « é linha de estriccdo. Sabendo que K = Tet(T) Assim,
B ] I <fu><fv7fuv> ]
e f ¢ 7 F
Il = =
<fu><fv7fuv>
RAE L [fux ol { 1 9%9

Desse modo,

<fu><fvafuv> 2
(ot

det (1)

Observe que na fungdo acima, o numerador é
sempre ndo positivo e o denomindor é positivo (Afinal é
comprimento de vetor).

Logo, K é sempre ndo positivo para todo ponto de S.

4 Superficie minima regrada

Proposicao 3. Toda superficie minima regrada completa é o
helicoide.

Solucao 3. Seja S uma superficie regrada, dada a

parametrizacdo X (t,v) = a(t) + vB(t) suponha sem perda

de generalidade que:
(o, B) =0
8,8y =1=(p,5)=0

(o, ) =1= (a’, )

Observe que a primeira e segunda forma fundamental da
superficie é:

P
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E ainda,
_ - (o’ +uB7 o' xBHuB'xB) (B,a'xB) T
e f VEG—F? VEG—F?
11 = ——
(B,a'x )
_f NS, | VEG—F? U - 2X2

Calculando a curvatura média, concluimos que S é
minima se e somente se,e = ()
Por outro lado, se ¢ = 0 entdo: ¢ = () <

(a”,a' x B) =0(x) e
(a”, 6" x B) + (67,a' x B) = 0(*x)
(87, 8" % B) = 0(x x %)

Logo,

De (x) (", a' x B) =0

O que nos permite concluir que, o/ x 8 1 o e jd tinhamos,
o’ 1 o' Desse modo, o = k,B(iv)

De (% * *)

Obtemos que (" pertence ao plano gerado por (' e [
(Denotado por P,), e ainda,Temos que " L 5’ x [ Assim,

@, B x B) =—=(f"a xB)=0

Obtemos que w’ pertence ao plano gerado por o' e [
(Denotado por P,)

Como a intersegcdo desse plano é ndo vazia, caimos em 02
casos:

Caso 01 (p1 = po) :
Nesse caso, concluimos que S é um plano.
Caso 02 (P, # P,):(Que é o caso mais interessante)
A intersecdo é uma reta na direcdo de (5, como (3 estd nos
dois planos, temos que 5 = \(3”
Consequentemente ([3', 37) = 0
Observe que (o', 8) =0 = (a”, ) = —(a’, 5") Assim.:

Ko = k&<ﬁ,ﬁ> — <O/776> — _<O/75,>
ky =—((a”,8) +(a/,87)) =0

A curvatura é constante.
Jd para torgao,

To = (€, €1 X €9)

Onde ey = ‘g—| cer = o Assim:

To = (8,0 x 8) =

To =(B",0/ x B) + (80" x B+a' x ) =0

Logo, T ¢ constante. Assim, o é hélice. Para encontrar (3
basta usar que o’ = A3 Nesse caso, concluimos que S é um
helicoide.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos uma familia muito
especial de superficies, que sao as superficies regradas
e provamos um problema de rigidez mostrando que toda
superficie minima completa regrada € o helicoide.
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