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Resumo

E bastante difundido no meio académico matematico que o Teorema
de Tychonott (TT) € equivalente a0 Axioma da Escolha (AC), porém
geralmente sO € apresentada a implicacao AC = TT, quase sempre
utilizando o Lema de Zorn. Tendo 1sso em vista, procuramos mostrar
a reciproca TT = AC bem como uma prova por indu¢ao do Teorema
de Tychonotf. A demonstracdo parte do Teorema de Zermelo e € um
exemplo de aplicacdo de inducao transfinita a Topologia.

Introducao

O Axioma da Escolha tem varias formulacoes possivels. Uma delas,
a que utilizamos nesse trabalho, diz que o produto cartesiano arbitrario
de conjuntos nao-vazios € nao-vazio. Uma observacao a ser feita € que
o Axioma da Escolha nao € necessario no produto cartesiano de uma
quantidade finita de conjuntos.

O Teorema de Zermelo, equivalente ao Axioma da Escolha, diz que
todo conjunto Z pode ser bem ordenado, 1sto €, existe uma ordem em
Z para a qual todo subconjunto nao-vazio de Z tem minimo.

Todo conjunto bem-ordenado € 1somorfo a um ordinal (isomorfismo
de ordens), onde faz sentido falar de sucessor. Um ordinal diferente de
zero que nao € sucessor € chamado de ordinal limite. A inducao trans-
finita sobre os ordinais generaliza a indugao finita sobre os naturais e
diz que, dada uma férmula ¢(x), se:

(i) ¢ (0) é verificada;
(i) = v + 1 e ¢(v) € verificada implica que ¢ () € verificada;

(iii) « € um ordinal limite e ¢(v) € verificada para todo v < « im-
plica que ¢ () é verificada;
entdo ¢ () € verificada para todo ordinal a.

O Teorema de Tychonoff € uma equivaléncia do Axioma da Escolha
no contexto de Topologia. Ele diz que o produto arbitrario de compac-
tos € compacto.

O Axioma da Escolha implica o Teorema de Tychonoff

Demonstragdo. Sejam { K, : ¢+ € a} uma familia de compactos in-
dexada por um ordinal v e X, = ||, c o K- O Teorema de Zermelo
garante que nao ha perda de generalidade ao assumir que o conjunto
de indices € um ordinal.
(1) Se a = 0, entao X, tem apenas um ponto, logo € compacto. Se
a = 1, temos X, = K, que € compacto.
(1) Se ¢ = v + 1, supondo X, compacto, temos X, ~ X, X K,,
e o produto de dois compactos € compacto.
(1) Se « € um ordinal limite, suponha X, compacto para todo
v < O
Se K, = o para algum ¢ € «, temos |[, ., K, = I, que é
compacto. Caso contrario, para cada ¢t € a fixeum x, € K,.
Considere X, = |[,., K, =~ LY =Y, C X, em

L E
uve LV = K,set € ve LY = {ax,t caso contrario (isto €,
L L L L
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Y, ={r € Xq: Ve € a~v (m(x) =x,)},etemos Y, C X,
compacto). Note que se 8 < v < «, entdo Yz C Y.

Seja A uma cobertura aberta de X . Sendo A = {A; : = € I},
temos, paracadaz € I, A; = | ied, B, onde cada B; € um aberto
basico (em particular {§ € o : w(B;) # Xg¢} € finito). Seja
B={Bj:3 € JfemquedJ = J,.;J; (note que B € uma
cobertura aberta de X ).

Tome kK < . Como B é cobertura aberta de Y,, existe B, C B
subcobertura finita de Y,.. Seja

B € Bi (m¢(B) # X¢)} U{0})

(existe pois o conjunto € finito). Como B € cobertura aberta de Y,
existe B,, C B subcobertura finita de Y),.

Por constru¢do, obtemos que B, U BB, € uma cobertura finita de
Xq- Paracada B € B, U B,,,tomeum A € Atalque B C Ap,
eseja A" = {Ap : B € B, U B,}. Temos que A" C A ¢é uma
subcobertura finita de X, logo X, € compacto.

p = max({£ € o :

O Teorema de Tychonoff implica o Axioma da Escolha

Demonstragdo. Seja { X, : A € A} uma familia de conjuntos nao-
vazios.

Para cada A € A, sejaY, = X, U {X,} e considere em Y, a
topologia Ty = {2, Y, X, { X }}.

Claro que Y) é compacto (uma vez que 7T ¢ finita, toda cobertura
aberta de Y) € finita). Assim, temos pelo Teorema de Tychonoff que
Y =[], c Y> é compacto.

Para cada k € A, seja A, = [[,cpA WS, em que W = Y, se
A#FreW! ={X;}G(stoé A, ={x €Y : m.(x) = X,}) e
tome A = {A) : A € A}. Note que A € um conjunto de abertos de
Y.

Dado A" C A finito, existe ¢ € ][, c o X (pois o produto € fi-
nito), logo ¢ U {(A, Xa) : A€ ANA'} €Y N Uy Ar istoé,
A ndo tem um subconjunto finito que cobre Y, o que implica que A
ndo € uma coberturade Y,logo [[, oA Xo =Y N U A # @.

Referencias

1] T. Jech. Set Theory. Springer, 3rd millennium edition, 2002.

2]J. L. Kelley. The tychonoff product theorem 1mplies the axiom of
choice. Fund. Math., pages 75-78, 1950.

[3]J. Munkres. Topology. Prentice Hall, 2nd edition, 2000.

Agradecimentos

O presente trabalho fo1 realizado com apoio da Coordenagao de
Aperteicoamento de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) —
Codigo de Financiamento 001.



