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Resumo

O artigo [3], de Nguyen Cong Phuc e Monica Torres, apresenta resul-
tados que caracterizam a existéncia de solu¢coes em LP, com1 < p <
o0, Ou continuas, € singularidades removiveis para a equacao

div F' = p, (1)

no qual ¢ € uma medida de Radon.
Aqui, apresentamos os resultados do caso em que F' € LP(R™).

Introducao

Se FF € LP(R™,R"™) € um campo vetorial, com 1 < p < oo, entio,
divF’ define uma distribui¢ao como

divF(p) = | F-Veodzr ,Ve € CP(RM.
]Rn

Definicao 1. Dizemos que div F' = p se

b r() = [ o

n

Ve € CT(R").

Definicao 2.Seja 1 < p < oo. Uma medida de Radon positiva p
tem energia-(1, p) finita se

| u@)rde <

no qual I € o potencial de Riesz de ordem 1 definido por
|

Li(z) = — du(y).

Re |2 — Y|

Definicao 3.Se K C R" € compacto, €
A(K) = {p € C*(R") : 0< ¢ <1, p = 1em K},

entdo definimos a (1, p’)-capacidade de Sobolev do conjunto K por

a8 =it [ v

O seguinte resultado € util em algumas demonstragoes:

Lema de Frostman. Seja B C R"™ um conjunto compacto. Entdo
H?(B) > 0 se, e somente se, existe uma medida de Radon p, con-
centrada em B, com 0 < p(B) < oo, tal que p(B(x, 7)) < 7’
para todo x € R"™ er > 0. Mais ainda, podemos encontrar . de
modo que p(B) > cH?_(B), no qual ¢ > 0 depende apenas de s.

Demonstragdo. Se p existe, tome uma cole¢ao {B(x;, 7;)} en tal
que B C U2, B(zj,7;). Entdo, u(B) S > 7~ a(s)(2r;)°, de
onde obtemos que 0 < pu(B) S H?_(B) e, portanto, H*(B) > 0.

Seja Dy, a colecdo dos cubos diddicos de lados 27%. Podemos as-
sumir que B esta contido em algum cubo diadico. Fixado m &€ N,
definimos p’" de modo que pu*(Q) = 27 para todo Q € D,, tal
que B N Q # <. Fazemos u" com densidade constante em cada
Q € D,,. Se, para algum Q € D,,_;, temos ™ (Q) > 7=l
entdo reduzimos a densidade do () correspondente de modo que a

massa em Q se torne 2~ (™~1)3  Denotamos a funcio resultante por
m

H m—1°
Repetimos tal procedimento, aumentando o tamanho dos cubos, até

que B C Qg, para algum Q, € D,,_k, € definimos pu™ = um_ko.
A funcdo pu™ satisfaz p™(Q) < 27(m=%)5 paratodo Q € Dyt
comk € Z,.

Definindo v™ = p™(R™)~'u™, temos que v™(Q) < 2 (m—k)s,
para Q € D,, i, com k € 7Z,. A sequéncia (v"™) possui uma

AL w .
subsequéncia fracamente convergente v — v, no qual v € uma
medida de Radon positiva. Temos que v € concentrada em B e

v(B(x,r)) S 1.

Resolubilidade

Nocasoemquen/(n — 1) < p < oo, a existéncia de uma solugao
para (1) é caracterizada pela energia-(1, p) de .

Teorema 1. Suponha n/(n — 1) < p < oco. Se F € LP(R"™)
é solucdo de div F' = u, para alguma medida de Radon positiva
L, entdo p possui energia-(1, p) finita. Reciprocamente, se | é uma
medida de Radon positiva com energia-(1, p) finita, entdo existe um
campo vetorial F € LP(R"™) tal que div F' = p.

Resultado analogo ao anterior existe quando p = oc.

Teorema 2. Se u é uma medida de Radon positiva tal que
w(B(xz, 7)) < Cr" ', paratodor > 0,z € R", (2)

para alguma constante C > 0, que independe de x e r, entdo existe
um campo vetorial F € L*>°(R") que satisfaz div F = u. Recipro-
camente, se F' € L°°(R"™) ¢ tal que div F' = p para alguma medida
de Radon positiva u, entdo p satisfaz a propriedade (2).

Singularidades Removiveis

Teorema 3. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto
tais que E C U C R", pu uma medida de Radon com sinal em U tal
gue W(EF) = 0en/(n —1) < p < oo (ouseja, 1 < p’ < n).

Se capy,(E) = 0, entdo toda solucdo F' de

dvF=pu em U\E, FeL, (U) ®)
¢ uma solucdo de
dvF =p em U, F e L, (U). (4)

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial
F solugdo de (4) e suponha que toda solugdo de (3) é também solugdo
de (4). Entdo, necessariamente, capy ,(E) = 0.
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