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Introducao

Nesse estudo apresentamos o Teorema de Calderon-Zygmund € uma

aplicacao sobre a limitacao da transformada de Riesz nos espacos de

Lebesgue, além de contraexemplos para os casos limite do teorema.

Teorema de Calderon-Zygmund

Teorema 1.Seja K € S'(R™) N L}
(i) |K(£)\ < A, para todo & € R";

(i) |K(x —y) — K(x)| de < B, para todoy € R".
x| >2]y|
Entdo o operador T definido por Tf = K * f é forte (p, p) para

1 < p < ooefraco (1,1).

(R™\{0}) satisfazendo:

loc

Aplicacao

Definicao 1. Definimos as transformadas de Riesz R;, para 73 =

1,...,mn, por

: Yj
R,f(x) = c, lim
7 =0 Jiy|>e |y|" !

para f € S(R"™), no qual

n ]. n—+1
cnzI‘< -2|- )7‘&'_;,

Como resultado direto Teorema de Calderon-Zygmund, temos que

f(:l? I y) dya

R, é um operador forte (p, p)paral < p < oo e fraco (1,1).

De fato, se K;(x) = z')
x|"

K, % f. Temos que K; € S’'(R™). Ainda,

— f 137
K. (&) = <1,
i (&) |€‘ el =

ou seja, o item (1) do Teorema 1 € satisfeita. Além disso, afirmamos

Lj
com €2;(x') = Cni entdo R;f =

— |K;(&)| =

que se

VK (z)| < |

w‘n—l—l’
entdo K satisfaz o item (ii) do teorema. Com efeito, seja |x| > 2|y|.

Pela Desigualdade do Valor Médio, temos

K(z—y) — K(z)| < |yl sup |VK(z)]

zE[a:,a:—y]

1
<Cly|| sup :
(zE[w’,w—y] ‘Z|n+1)

Temos que |z| > %\a:| e entao,

2"+ Lyl
K(z —y) — K(z)| < Cly| =2""C -
|w‘n 1 |a:.‘n 1
Portanto,
1
[ IK@-y) - K(@)|dz < 2"Cly .
| >2|y] z|>2y| ||

= 2"C|S" 1,
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e K satistaz a hipotese (11). Calculando as derivadas parciais de K,

vemo que
n + 2
‘mln—l—l

|VKJ($)| < c,

e entao K ; satistaz o item (i1) do Teorema 1. Concluimos entdo que

R; é forte (p, p) paral < p < oo e fraco (1,1).
Observacao 1. A frransformada de Hilbert definida por

Hf(at)—ﬂ_lllm/ f(m_y) Y,

ly| >t

para f € S(R), é um caso particular da transformada de Riesz
quando n = 1. Portanto, pelo Teorema de Calderon-Zygmund, a

transformada de Hilbert também ¢ fraco (1,1) e forte (p, p) para
1 <p<oo

Contraexemplos

No Teorema de Calderon-Zygmund, os casosemque p = lep = oo

sdo falsos. De fato, para p = oo, basta considerar f = xjo,1] €ntao

Hf(x) = 7 'log ~

r —1
que nao € limitada e portanto H nao € forte (oo, 00).

No caso para p = 1 enunciaremos o seguinte resultado:
Lema 1.Seja p € S(R). Se H¢p € L'(R), entdo q/b\(O) = 0.
Demonstragédo. Como ¢ € S(R) C L*(R) entdo ¢ é continua e

Ho(¢) = —isgn(£)d(£).

Pela hipétese H¢p € L', entdo (H @) é continua. Logo, pela ex-
pressdo anterior H ¢ € continua na origem se, ¢ somente se, ¢(0) =

0.

Se considerarmos f(x) = e~ temos que f € S(R) e ainda,

f(f) — v2me~%. Como f(O) = v/ 2@ # 0, entdo pelo Lema 1,
Hf & L'(R) e portanto H nao é forte (1,1).
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