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Resumo

No cálculo quântico trabalhamos com funções cujo domı́nio é a se-
guinte escala temporal

qN = {qn : n ∈ N},
onde q > 1. Neste trabalho apresentaremos as definições para os
q-análogos do Cálculo para o Cálculo Quântico, o q-cálculo. Vere-
mos a noção da q-derivada, suas propriedades e semelhanças com a
derivada usual, um q-análogo para o binômio. A partir do q-binômio
definiremos, por fim, o q-análogo para a fórmula de Taylor.A partir da
definição do q-análogo da fórmula de Taylor conseguimos definir as
Funções Exponenciais e Trigonométricas estudando a Fórmulas Bino-
miais de Gauss e de Heine. Por fim, e a fim de estudar as integrais,
vemos uma noção da q-Antiderivada.

Objetivo

1. Apresentar um breve introdução ao Cálculo Quântico, mostrando
suas principais ferramentas.

Resultados

Utilizando a seguinte definição de q-diferencial

dq = f(qx)− f(x)

podemos definir a q-derivada que é dada por

Dqf(x) =
dqf(x)

dqx
=

f(qx)− f(x)

(q − 1)x

Exemplo:

Dqx
n
q =

(qx)n − xn

(q − 1)x
=

qnxn − xn

(q − 1)x
=

(qn − 1)xn

(q − 1)x
=

qn − 1

(q − 1)
xn−1

Denotamos qn−1
(q−1) por [n], e o chamamos de análogo de n, e então:

Dqx
n
q = [n]xn−1

q

Temos ainda os q-análogos para as regras do produto, do quociente e
da cadeia, respectivamente:
Dq(f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x)

= g(qx)Dqf(x) + f(x)Dqg(x)

Dq

(
f(x)
g(x)

)
=

g(x)Dqf(x)−f(x)Dqg(x)

g(x)g(qx)

=
g(qx)Dqf(x)− f(qx)Dqg(x)

g(x)g(qx)

A regra da cadeia só pode ser aplicada quando f(u(x)) é tal que
u = u(x) = axb, daı́:

Dq(f(u(x))) = Dqbf(u(x))Dqu(x)

Para encontrar o q-análogo da Fórmula de Taylor, utilizamos o se-
guinte teorema:
Teorema: Sejam a um número, D um operador linear no espaço dos
polinômios e Pn(x) uma sequência de polinômios satisfazendo três
condições:
1.P0(a) = 1 e Pn(a) = 0, para todo n ≥ 1;
2. grauPn(x) = n;
3.DPn(x) = Pn−1(x), para todo n ≥ 1.
Então para qualquer função f(x) de grau N , temos a seguinte fórmula
de Taylor generalizada:

f(x) =
N∑

n=1

(Dnf)(a)Pn(x)

Agora vamos utilizar o teorema tomando D = Dq e Pn(x) como
um q-análogo de (x−a)n

n!
.

Para isso vamos definir os q-análogos de n! e (x− a)n:

[n]! =

{
1, se n = 0,

[n][n− 1][n− 2]...[1], se n ≥ 1.

e

(x−a)nq =

{
1, se n = 0,

(x− a)(x− aq)(x− aq2)...(x− aqn−1), se n ≥ 1.

Agora temos um operador linear Dq e uma sequência de polinômios
(x−a)nq
[n]!

que satisfazem as hipóteses do teorema, portanto obtemos o
q-análogo da fórmula de Taylor para a Escala Quântica:

f(x) =
N∑
j=0

(Dj
qf)(c)

(x− c)jq

[j]!

Aplicando a fórmula de Taylor em f(x) = (x + a)nq obtemos a
seguinte expressão

(x + a)nq =
n∑

j=o

[
n

j

]
ajq

j(j−1)
2 xn−j

que é chamada de fórmula Binomial de Gauss. Aplicando em f(x) =
1

(1−x)nq
obtemos

1

(1− x)nq
= 1 +

∞∑
j=1

[n][n + 1]...[n + j − 1]

[j]!
xj

que é chamada fórmula Binomial de Heine. Fazendo n → ∞ nestas
fórmulas podemos definir as funções exponenciais:

exq =
∞∑
j=0

xj

[j]!
=

1

(1− (1− q)x)∞q

e

Ex
q =

∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
xj

[j]!
= (1 + (1− q)x)∞q .

Calculando as q-derivadas podemos ver que Dqe
x
q = exq e DqE

x
q =

Exq
q . Definimos então as funções trigonométricas:

senqx =
eixq − e−ixq

2i
, Senqx =

Eix
q − E−ixq

2i

cosqx =
eixq + e−ixq

2
, Cosqx =

Eix
q + E−ixq

2
.

Temos por fim que a função F (x) é uma q-Antiderivada de f(x) se
DqF (x) = f(x) e é denotada por

∫
f(x)dqx. Uma propriedade

importante sobre a q-Antiderivada é que ela é única quando a função
é contı́nua em x = 0.

Conclusão

Os estudos nessa área são bastante atuais por ser uma teoria recente.
O estudo do q-cálculo tem sido importante na descoberta de novos
resultados em combinatória, teoria dos números e outros campos da
Matemática e também da Fı́sica. Esperamos aprofundar as descober-
tas e os resultados.
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