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Resumo

Neste trabalho relacionamos soluções das equações de configurações
centrais com os extremos da função potencial restrita ao conjunto de
configurações sem colisões cujo momento de inércia assume um valor cons-
tante, por meio do teorema dos multiplicadores de Lagrange. Estuda-
mos as bifurcações da famı́lia de configurações centrais de quatro corpos
na qual três corpos de massas iguais ocupam os vértices de um triângulo
equilátero centrado em um corpo de massa arbitrária e as bifurcações de
uma configuração central na qual quatro corpos de massas iguais ocupam os
vértices de um quadrado centrado num corpo de massa arbitrária. Para qua-
tro corpos encontramos duas famı́lias de triângulos isósceles que bifurcam
da única configuração degenerada. Por fim, para cinco corpos encontra-
mos três famı́lias de configurações centrais que bifurcam das três possı́veis
configurações degeneradas. Uma no formato de pipa, um trapézio isósceles
e um losango.

Introdução

O problema de N corpos no plano é definido por um sistema de equações
diferenciais ordinárias

mjq̈j = ∇qjU(q) j = 1, 2, ..., N,

onde qj ∈ R2 e U =
∑

i<j
mimj

‖qi−qj‖
.

Definição 1. Uma configuração de N corpos de massas m1, ...,mN é dita
central se existe uma constante λ ∈ R tal que

∇qjU(q) + λmj(qj − c) = 0 j = 1, 2, ..., N,

onde c é o centro de massa da configuração. Usando como coordenadas as
distâncias mútuas: rij = ||qi− qj||, 1 ≤ i < j ≤ N, a função potencial
e o momento de inércia são expressas por

U =
∑
i<j

mimj

rij
, I =

1

2M

∑
i<j

mimjr
2
ij .

Objetivos

1. Estudar bifurcações de uma configuração central na forma de um triângulo
equilátero centrado numa massa arbitrária m, ou seja, de uma solução do
sistema {

mimj(λ− r−3ij ) + σ ∂F
∂r2ij

= 0 1 ≤ i < j ≤ 4,

I − I0 = 0, F = 0.
(1)

Denotamos por F o determinante de Cayley-Manger associado ao volume
do tetraedro formado pelos quatro corpos. Seja

z0 =

(
3m+

√
3

3m+ 9
,
m

27

(√
3− 9

m+ 3

)
,
√
3,
√
3, 1,
√
3, 1, 1

)
,

a solução dos sistema (1).

Figura 1 : Configurações que surgem do triângulo centrado na massam
quando (1)m < mc (2)m > mc.

2. Estudar bifurcações de uma configuração central na forma de um quadrado
centrado numa massa arbitrária m, isto é, de uma solução do sistema de
equações{
mimj(λ− r−3ij ) + σ3

∂F3

∂r2ij
+ σ4

∂F4

∂r2ij
+ σ5

∂F5

∂r2ij
= 0 1 ≤ i < j ≤ 5,

I − I0 = 0, F3 = 0, F4 = 0, F5 = 0.

Donde F3, F4 e F5 são os determinantes de Cayley-Manger.

Figura 2 : Configurações que surgem do quadrado centrado.

Resultados (Problema de Quatro Corpos)

Consideramos a função

W : R× R8 −→ R8

(m, z) 7−→ (f1, ..., f8)

onde fi = 0, i = 1, ..., 8 são as equações do sistema (1). Verificamos que∣∣∣∣∂W∂z (z0)

∣∣∣∣ 6= 0 ∀m > 0,

exceto para mc = 64
√
3+81

249
. Aplicamos o teorema da função implı́cita na

função

W̃ = π6 ◦W : R3 × R6 −→ R6

(α, γ) 7−→ (f1, ..., f6)

no ponto (α0, γ0), onde γ = (λ, σ, r12, r13, r14, r23), γ0 =(
3m+

√
3

3m+9
, m
27

(√
3−9
m+3

)
,
√
3,
√
3, 1,
√
3
)

, α = (r24, r34,m) e α0 =

(1, 1,mc). Concluı́mos que W̃ (α, γ(α)) = 0 e α(γ0) = α0. Para
que as funções f7 (z,m), f8 (z,m) também se anulem, fazemos m =

mc + ε e z = z0 + ε b + ε2 c + ... , onde b, c, ... ∈ R8. Defini-
mos F : (−η, η) ⊂ R −→ R8 tal que F (ε) = W (m(ε ), z(ε )) e
expandimos esta função em série de Taylor

F (ε ) = W (mc, z0) + ε F ′(0) +
ε2

2
F ′′(0) + O(|ε|3).

Verificamos que o primeiro termo que não se anula é o termo de segunda
ordem. Logo o problema se resume em estudar as equações

(2b7 + b8)(b8 + p) = 0,

(b7 + 2b8)(b7 + p) = 0,

onde p = 4531167−3089347
√
3

18889832
. As soluções não-triviais destas equações são

b7 = −p e b8 = −p, b7 = −p e b8 = 2p, b7 = 2p e b8 = −p. Por
fim, aplicamos o teorema da função implı́cita à função

V : R× R2 −→ R2

(ε, (r24, r34)) 7−→ (f̃7, f̃8)

onde f̃7 =
f7(ε, (r24, r34))

ε2
, f̃8 =

f8(ε, (r24, r34))

ε2
, no ponto v0 =

(0, (−p,−p)).
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