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Resumo

Neste trabalho 1rremos introduzir o conceito de homeomorfismos continuum-
wise fully expansivos ou cwi-expansivos, os quais formam uma classe espe-
cial dos homeomorfismos cw-expansivos. No 1ntuito de estudar a dinamica
desses objetos apresentaremos o teorema que garante que a propriedade de
mistura (topologicamente mixing) esta presente nos mesmos. Além disso,
veremos dois exemplos de homeomorfismos cwi-expansivos, dentre eles o
tdo famoso Solenoide no Toro.

Definicoes

Estaremos considerando um continuo como sendo um espa¢o métrico com-
pacto, conexo e nao-degenerado. Se X € um continuo, o espaco {A C
X | A € um subcontinuo nao-degenerado de X } com a métrica Hausdorff
d gy, 1Sto €,

dg(A,B) :=inf{e >0| B CU.(A), A CU.(B)},

onde U.(A) denota a e-vizinhanca de A, é um continuo conexo por cami-
nhos.

Considere X um espaco métrico compacto com métrica d.

Definicao 1. Um homeomorfismo f : X — X € dito expansivo se

existe um nimero ¢ > 0 tal que se ¢,y € X e & # y, entdo existe
N = N(x,y) € Ztal que

d(f" (x), N (y)) > c.

Definicao 2. Dizemos que um homeomorfismo f : X — X € cw-
expansivo se existe um numero ¢ > 0 tal que se A € um subcontinuo
nao-degenerado de X entdo existe N = IN(A) € Z tal que

diam(fN(A)) > e

Definicao 3. Dizemos que um homeomorfismo f : X — X € cwf-
expansivo se para todo € > 0 e todo 0 > 0 existe um natural N =
N(e,d0) > 0 tal que se A é um subcontinuo nao-degenerado de X com
diam(A) > 6 entdo, uma das duas opgdes abaixo acontece:

l.dg(f"(A), X) < e paratodon > N;
2.dg(f~™(A), X) < eparatodon > N.

Uma aplicacao continua f € pcwf-expansiva se para todo € > 0 e todo
0 > 0 existe um natural N = N (e,d) > 0 tal que se A € um subconti-
nuo nao-degenerado de X com diam(A) > 4 entdo 1. acima ocorre.

Definicao 4. Seja f : X — X uma aplicagao continua. Definimos o
espaco de limite inverso por:

(Xa f) — {EE — (mk)kEN | xrE € X, .f(mk-l-l) — :Bk}

O conjunto (X, f) é um espaco métrico compacto com a métrica

~ ~ — d(wk yk)
d(:B, y) — Z 2; 9
k=0

onde & = (Tk)kens Y = (Yr)ren € (X, f).
Definicdio 5. Definimos uma aplicacdo f : (X, f) — (X, f) por

f((we, Ti,...)) = (f(xo), f(T1),...) = (f(T0), T, T15-...),

onde (zg, 1,...) € (X, f). A aplicacdo f é homeomorfismo conhecido
por shift da f.

Observacao: Dizemos que um aplicacao f € topologicamente mixing se
dados dois abertos U e V ndo-vazios existe N = N (U, V) € N tal que
fNU)YNV #£0.

Exemplos

Exemplo 1. (Solendide) Considere a aplicacio f : S! — S! dada
por f(z) = 2z (mod 1). Entdo o espaco de limite inverso (S, f)
¢ 0 solendide e o shift £ : (SLf) — (SL ), f((zp)ren) =
(f(x0), g, 1, ...) € um homeomorfismo expansivo ¢ também pcwi-
expansivo (provaremos mais a frente).

E facil ver que f definida acima é topologicamente mixing, pois dado qual-
quer aberto U nao-vazio de S*, podemos tomar m € N tal que 2™U = S,
desta forma f™(U) = 2™U (mod 1) = S* interseccionard qualquer
aberto V' ndo-vazio de S*.

O resultado a seguir garante que f € topologicamente mixing se, € somente
se, [ € topologicamente mixing. Por isto e pelo acabamos de ver acima,
temos que o solendide (X, f) tem a propriedade de ser misturador.

Figura 1: Solenoide - figura retirada de [3].

Exemplo 2. Seja I = [0, 1] o intervalo unitario e seja f, : I — I
(n > 2) a aplicacao definida por

fn(t) = 4

S 1
parat € |[—, s+ —|es=0,1,...n — 1. Oshift da f,,

_n n_
Jen ¢ (I7 .fn) — (I7 .fn)
¢ um homeomorfismo pcwi-expansivo, mas nao € expansivo.

‘nt — s, s par,
—nt + s+ 1, simpar,

Resultado

Teorema. Seja f : St — S! uma aplicacio sobrejetora. Entdo as seguintes
afirmagodes sao equivalentes:

1. A aplicacao shift f de f € um homeomorfismo cwif-expansivo.
2. f € um homeomorfismo pcwf-expansivo.
3. f € uma aplicacao pcwif-expansiva.

4. f € topologicamente mixing.

S. f € topologicamente mixing.
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