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Resumo

Neste trabalho iremos introduzir o conceito de homeomorfismos continuum-
wise fully expansivos ou cwf-expansivos, os quais formam uma classe espe-
cial dos homeomorfismos cw-expansivos. No intuito de estudar a dinâmica
desses objetos apresentaremos o teorema que garante que a propriedade de
mistura (topologicamente mixing) está presente nos mesmos. Além disso,
veremos dois exemplos de homeomorfismos cwf-expansivos, dentre eles o
tão famoso Solenóide no Toro.

Definições

Estaremos considerando um contínuo como sendo um espaço métrico com-
pacto, conexo e não-degenerado. Se X é um contínuo, o espaço {A ⊂
X | A é um subcontínuo não-degenerado de X} com a métrica Hausdorff
dH, isto é,

dH(A,B) := inf{ε > 0 | B ⊂ Uε(A), A ⊂ Uε(B)},

onde Uε(A) denota a ε-vizinhança de A, é um contínuo conexo por cami-
nhos.
ConsidereX um espaço métrico compacto com métrica d.

Definição 1. Um homeomorfismo f : X → X é dito expansivo se
existe um número c > 0 tal que se x, y ∈ X e x 6= y, então existe
N = N(x, y) ∈ Z tal que

d(fN(x), fN(y)) > c.

Definição 2. Dizemos que um homeomorfismo f : X → X é cw-
expansivo se existe um número c > 0 tal que se A é um subcontínuo
não-degenerado deX então existeN = N(A) ∈ Z tal que

diam(fN(A)) > c.

Definição 3. Dizemos que um homeomorfismo f : X → X é cwf-
expansivo se para todo ε > 0 e todo δ > 0 existe um natural N =

N(ε, δ) > 0 tal que se A é um subcontínuo não-degenerado de X com
diam(A) ≥ δ então, uma das duas opções abaixo acontece:

1.dH(fn(A), X) < ε para todo n ≥ N ;

2.dH(f−n(A), X) < ε para todo n ≥ N .

Uma aplicação contínua f é pcwf-expansiva se para todo ε > 0 e todo
δ > 0 existe um natural N = N(ε, δ) > 0 tal que se A é um subcontí-
nuo não-degenerado deX com diam(A) ≥ δ então 1. acima ocorre.

Definição 4. Seja f : X → X uma aplicação contínua. Definimos o
espaço de limite inverso por:

(X, f) = {x̃ = (xk)k∈N | xk ∈ X, f(xk+1) = xk}.

O conjunto (X, f) é um espaço métrico compacto com a métrica

d(x̃, ỹ) =
∞∑
k=0

d(xk, yk)

2k
,

onde x̃ = (xk)k∈N, ỹ = (yk)k∈N ∈ (X, f).

Definição 5. Definimos uma aplicação f̃ : (X, f)→ (X, f) por

f̃((x0, x1, . . .)) = (f(x0), f(x1), . . .) = (f(x0), x0, x1, . . .),

onde (x0, x1, . . .) ∈ (X, f). A aplicação f̃ é homeomorfismo conhecido
por shift da f .

Observação: Dizemos que um aplicação f é topologicamente mixing se
dados dois abertos U e V não-vazios existe N = N(U, V ) ∈ N tal que
fN(U) ∩ V 6= ∅.

Exemplos

Exemplo 1. (Solenóide) Considere a aplicação f : S1 → S1 dada
por f(z) = 2z (mod 1). Então o espaço de limite inverso (S1, f)

é o solenóide e o shift f̃ : (S1, f) → (S1, f), f̃((xk)k∈N) =

(f(x0), x0, x1, . . .) é um homeomorfismo expansivo e também pcwf-
expansivo (provaremos mais a frente).
É fácil ver que f definida acima é topologicamente mixing, pois dado qual-

quer abertoU não-vazio deS1, podemos tomarm ∈ N tal que 2mU = S1,
desta forma fm(U) = 2mU (mod 1) = S1 interseccionará qualquer
aberto V não-vazio de S1.
O resultado a seguir garante que f̃ é topologicamente mixing se, e somente

se, f é topologicamente mixing. Por isto e pelo acabamos de ver acima,
temos que o solenóide (X, f) tem a propriedade de ser misturador.

Figura 1: Solenóide - figura retirada de [3].

Exemplo 2. Seja I = [0, 1] o intervalo unitário e seja fn : I → I

(n ≥ 2) a aplicação definida por

fn(t) =

{
nt− s, s par,
−nt+ s+ 1, s impar,

para t ∈
[
s

n
, s+

1

n

]
e s = 0, 1, . . . n− 1. O shift da fn,

f̃n : (I, fn)→ (I, fn)

é um homeomorfismo pcwf-expansivo, mas não é expansivo.

Resultado

Teorema. Seja f : S1→ S1 uma aplicação sobrejetora. Então as seguintes
afirmações são equivalentes:
1. A aplicação shift f̃ de f é um homeomorfismo cwf-expansivo.
2. f̃ é um homeomorfismo pcwf-expansivo.
3.f é uma aplicação pcwf-expansiva.
4.f é topologicamente mixing.
5. f̃ é topologicamente mixing.
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