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Resumo

Primeiramente vamos definir o que € variedade algébrica irredutivel
e 1deal wrredutivel. Em seguida demonstraremos que todo i1deal em
Klxy,...,2x,], onde K é um corpo, possui decomposicdo em ir-
redutivels nao necessariamente unica. Além disso, toda variedade
também possur decomposicao em irredutiveis, a qual € unica a me-
nos de permutacao. Em busca de unicidade para a decomposi¢ao de
1deais, vamos demonstrar que todo i1deal possuir uma decomposi¢cao
primaria nao redundante que € unica. Concluimos o trabalho explo-
rando a relacdo entre a decomposi¢ao primaria nao redundante de um
1deal e a decomposi¢ao 1rredutivel de uma variedade.

Introducao

Definicao: Um ideal I C R € redutivel se pode ser escrito como
intersecao de dois i1deais maiores de R. Isto €, I = J; N J5 tais que
I C Jq, J2. Se I nao € redutivel, dizemos que I € irredutivel.

Seja V' C A™(K) uma variedade algébrica. Se existem Vi, V5, C
A™(K) variedades tais que V. = V; U V5, entdo dizemos que V é
uma variedade redutivel. Caso contrario, dizemos que V' € irredutivel.

Teorema: Se V' C A™(K) é uma variedade algébrica irredutivel,
entdo I (V') € irredutivel em K|x1, ..., x,|. O inverso também & ver-
dade, se I C K|xq,...,x,| éirredutivel, entdo V (I) € irredutivel.

Deste ponto me diante consideramos /2 um anel noetheriano comu-
tativo com unidade.

Proposicao: Todo ideal I C R pode ser escrito como I =
ILNnIlaN-.--N1I,.onde m € N e cada I; ¢ uredutivel. Dize-
mos que a decomposi¢ao € fracamente nao redundante se nenhum dos
I; pode ser removido, isto é, I; 2 I1N---NL;_1NI 1N+ -NI,,.

Teorema: Seja V' C A™(K) uma variedade. Entao podemos escre-
verV =ViUVWV,U-..-UV,.onder € Necada V; € uma variedade
irredutivel. Se essa escrita € nao redundante, entdo a decomposicao
¢ unica a menos de permutacdo. Os V; com 37 € {1,...,7r} sdo
chamados de componentes irredutiveis de V.

Unicidade

Definicao: Um ideal I em um anel R € chamado de primario se, para
todos f,g € Rtaisque fg € I vale f € I ou g™ € I para algum
inteiro positivo 1.

Se Q@ C R é um ideal primdrio, entdo seu nilradical 4/Q é um ideal
primo, chamado de primo associado a Q. Além disso, todo ideal irre-
dutivel I em um anel noetheriano R € primario.

Exemplo: Em 7Z é facil perceber que os ideais primarios sao {0}
e (p™) onde p € 7Z é um primo € m um inteiro positivo. Mas nem
sempre os 1deais primarios sao poténcias de primos. De fato, para o
ideal Q = (x, y?) C K[z, y] temos que /Q = (x, y) = P que
é primo. No entanto, P? # @ e ainda vale P? C Q C P. Logo Q
nao pode ser poténcia de P.

Teorema da Decomposicao Primaria: Dado um ideal I C R po-
demos escrever I daformal = Q1 N --- N Q, onde cada QQ; € um
1deal primario. Esta escrita € chamada de decomposi¢cao primaria de 1.

Se nenhum dos @ ; € desnecessario na decomposicao de I, dizemos
que a decomposi¢cao primaria € fracamente nao redundante. Nessas
condigdes, os ideais primos do conjunto {4/Q1, . . . , v/ Q. } sdo cha-
mados de primos associados de I. Infelizmente nem mesmo essa
decomposi¢ao € unica.

Definicao: Seja I C R um ideal. Um primo P associado a I €
chamado de minimal se nao contém nenhum dos outros primos asso-
ctados de I. Caso contrario, dizemos que P € mergulhado.

Definicao: Uma decomposi¢cao primaria de um ideal € (fortemente)
nao redundante se € fracamente nao redundante e cada um dos primos
associados sdo distintos (em outras palavras, minimais).

Teorema: Seja I C R um 1deal com decomposi¢cao primaria nao
redundante I = QM- -NQ,. Se P; € um primo associado minimal,
entdo existe um elemento a € ();,; Pitalque a & Pje

Q;= | )T : (a™)).

Além disso, os primos associados de I sao aqueles que podem ser es-
critos da forma

P = /I:(f)
para algum elemento f € R. Em particular, a decomposi¢ao primaria
nao redundante € unica.

Conclusao

Finalmente vamos explorar a relagao entre as duas decomposicoes.
SejaV.= ViU--- UV, C A"(K) uma variedade escrita na sua
decomposi¢ao em irredutiveis. Entao, I(V) = I(Vy)N-.-NI(V,)
onde cada I (V;) é um ideal primo e irredutivel e, além disso, I (V;) #
I(V;) se 1 # 3. Em outras palavras, o ideal de cada componente irre-
dutivel de V' é um primo associado de I (V).

Por outro lado, se I = Q1 N :-- N Q, C Klxy,...,x,| é um
1deal na sua decomposi¢cao primaria nao redundante, entio escreve-
mos a decomposigao irredutivel de sua variedade associada V' (I) =
Vi--.UV,etemosque I C I(V(I)) =I(V1)N---NI(Vy,)
onde cada I (V;) primo e irredutivel. Pela unicidade dos primos asso-
ciados, m = r e cada I(V;) é um primo associado de I.

Portanto, cada componente iwrredutivel de uma variedade corres-
ponde a um primo associado do seu ideal e vice-versa. Para finali-
zar, se K é algebricamente fechado, temos que I(V (I)) = vI =
VQ1 N -+ N +/Q,, isto é, j4 temos a decomposicdo primdria de
I(V(I)).

Exemplo: Seja I = (x*, zy) C R[x,y], vamos determi-

nar as componentes irredutiveis de V' (I). Temos que I = (x) N
(%, y*) = Q1 N Q2. Temos que Q; é um ideal primo e Q-
¢ um 1ideal primario. Os primos associados de I sao P, = Q7 ¢
P, = (x, y) e,como P; C P>, o tnico primo minimal de I é Q1.
Portanto, V(I) = V(z) = {(0,y) € R?: y € R.}
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