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Resumo

Uma relagao entre solucdes periodicas e limitadas de equacoes dife-
renciais ordinarias fo1 estabelecida inicialmente por Massera em 1950.
Desde entao, foram apresentadas generalizacoes desse teorema para
outros tipos de equacao, como pode ser visto em [?]. Neste traba-
lho, apresentamos uma outra generalizacao desse problema, envol-
vendo equacgoes diferenciais ordinarias generalizadas (EDOGs). Esse
tipo de equacao usa a integral de Kurzweil em sua definicdo e € uma
generalizacdo das equacgoes diferenciais ordinarias (EDOs).

Introducao

Uma relacao entre solucoes limitadas e periodicas de EDOs fo1 esta-
belecida pela primeira vez em 1950 por Massera. Em seus papé€is, ele
mostra que a existéncia de solucoes limitadas implica na existéncia de
solugoes periodicas quando o sistema satistaz determinadas condigoes.

Desde entao, outras formulacoes desse resultado foram apresentadas
para diferentes tipos de equac¢oes como equacgoes diferenciais em me-
dida (EDMs). Nesse poster, apresentamos outra generalizacao do Te-
orema de Massera, envolvendo EDOGs. Tal tipo de equagao fo1 apre-
sentado em XX por Jaroslav Kurzweil e apresenta uma elegante sim-
plicidade em sua generalizacao para a classe de equagoes diferenciais
e possibilita a modelagem de movimentos com grande oscilagao, como
0 caso do péndulo de Kapitza.

Objetivos

Estabelecer uma relacao entre solugcoes limitadas e solu¢oes periodicas
para EDO Generalizadas lineares.

A integral de Kurzweil

Antes de definir as EDOGs, € necessario definir a integral de Kurzweil.

Definicao 1. Uma fungdo calibre de um intervalo |a, b] é uma fungdo

0 : |a,b] — (0,00). Podemos ainda considerar uma particdo pon-
tilhada P* = (P, &) de |a, b] e a funcdo d serd dita d-fina quando

[ti—la ti] C (‘s’t — 5(51)7 & + 5(‘52))9 paratodor = 1,2, ..., n.

Definicao 2. Uma fungcdao U : |a,b] X [a,b] — R" é Kurzweil in-
tegrdvel (e serd denotada como U € K(|a, b])) se existir I € R™ tal
gue para todo € > 0 existir uma fungdo calibre 6. em |a, b tal que se
P é uma particdo pontilhada 0.-fina, entdo a seguinte desigualdade é
verdadeira

Z[U(Tz‘a t;) — U(Ti,ti—1)] — I|| = ||S(U, P) — I|| < e,

onde I ¢ chamada de integral de Kurzweil e serd denotada por
[ DU(T,t).
Exemplo 1. Considere a fungdo de Dirichlet definida como:

D(z) 1, seax ¢ racional,
L) = : :
0, sex éirracional.
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Entdo D é Kurzweil integrdvel em |0,1] mas ndo é Riemann in-
tegravell.

Com a definicdo da integral de Kurzweil, € possivel generalizar uma
equac¢ao diferencial ordinaria.

Definicao 3. Uma funcdo x : |[a,b] — R ¢ dita solucdo de uma
equacdo diferencial ordindria generalizada

dx
o= DF(x,s),

no intervalo |a, bl se x(t) € O = {x € R; ||x|| < ¢} para todo
t € |a, b e seguinte igualdade vale

t

x(t) —x(to) = | DF(x(7),1),Vt, o € [a,b],

Lo
onde a integral acima deve ser entendida como a integral de Kurzweil.

Resultados

Com as definicOes apresentadas acima, € possivel enunciar uma
generalizagao do Teorema de Massera, como feito a seguir.

Teorema 2. Considere a seguinte EDOG linear

%w = D[A(t)x 4+ g(t)], x=(to) = w0, (1)

onde as funcoes A e g satisfazem as seguintes condicoes
A : R — L(R™) é coninua a esquerda e tem variagcdo limitada.
g : R — R" tem variacdo limitada
Existe uma constante T’ > 0 e C > O tais que

A(t+T)—A(t) =C and g(t+T) = g(t) forevery t € R.

Entdo a existéncia de uma solucdo limitada de [?] implica na
existéncia de uma solucdo T'-periodica.

Para demonstrar o teorema acima, utilizamos o Teorema do Ponto
fixo de Brouwer junto com algumas propriedades da EDOG.

Conclusao

O Teorema de Massera também pode ser estendido para as EDOGs
lineares. Tal generalizacao € interessante pois mostra a existéncia de
solucdes peridodicas de equacdes diferenciais que podem depender de
fung¢des nao necessariamente continuas.
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