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Resumo

Introduzimos o conceito de difeomorfismo de Anosov numa varie-
dade fechada e suave e, para o caso nao inversivel, generalizamos
esse conceito com a definicao de endomorfismo de Anosov € o es-
tudo das direcoes estaveis e instaveis utilizando o espaco de limite
inverso. Apresentamos alguns exemplos e o fato de que para um ponto
pode haver mais de uma direcdo instavel. Mencionamos um resultado
de Al1 Tahzib1 e Fernando Micena sobre as dire¢coes instaveis de um
endomorfismo de Anosov.

Introducao

Consideramos M uma variedade Riemanniana C'°° fechada (com-
pacta, conexa, sem fronteira e de dimensao finita).

Definicao 1.Seja f : M — M um difeomorfismo. Dizemos que
f € um difeomorfismo de Anosov se para todo x € M existe uma

decomposi¢ao T, M = E"(x) @& E°(x) tal que
e Df(z)E"™ () = E")(f(x)):

e Existem constantes ¢ > 0 e A > 1 tais que
Df~"(z)v|| < eA~
Df™(z)v|| < eA-

(x) . (direcdo estavel)
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toro um difeomorfismo de Anosov.  bora nao seja inversivel.

Em dimensao 2 e 3, toros sao as unicas variedades que suportam di-
feomorfismos de Anosov [1] [4], e todo difeomorfismos de Anosov em
T™ € topologicamente conjugado a um linear [2]. Por 1sso, queremos
generalizar para o caso nao inversivel.

Espaco de limite inverso

Definicao 2.Se (X, d) € um espago métrico compactoe f : X — X
continua. O espaco de limite inverso associado é (X, d), onde

OX — {ZE = (.’,Ek) c X~ P L1 = f(il?k) Vk € Z}
° (f(a:))k — Tp+1 Vk € ZeVx & X (shift)

d(@,§) = ¥, W)

2 2|k
(X : ci) € espaco métrico compacto e f € continua e inversivel.
Seja ™ X —» X projecao na coordenada k = 0. Temos
7T O f — f O TT.

Definicao 3.Seja f : M — M um difeomorfismo local. Dizemos
que f € um endomorfismo de Anosov se para todo x € M existe para
todo ¢ € Z uma decomposi¢io T, M = E"(x;) & E°(x;) tal que
e Df(x) E*®)(z) = B“C)(f(x)):

e Existem constantes ¢ > 0 e A > 1 tais que

D f"(z;)v|| = c
D f™*(x;)v|| < eA™

), Vi € Z,
(2137;), Vi € /.
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Exemplo de Przytycki

Teorema 1 (Przytycki [5]).Seja A um endomorfismos de Anosov li-
near hiperbolico no toro 1™ cuja matriz é simétrica. Seja o
| det A| o grau de A. Sejam A, 1 € (A) tais que ||
max{|A| : XA € (A)} e || = max{|A| : X € (A) e |A| < 1}.

Se o — 1 > %, entdo para todo € > 0 e x &€ 1™ exis-

tem f € CYT™,T™) com dci(f, A) < &, e R > 0 tais que
{(War: (Tn)n € 7 ()} = [0,1]
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Figura 3: Perturbamos a funcao A nas vizinhancas U acima para gerar uma funcao
f proxima que tenha infinitas dire¢des instaveis no ponto .

Além disso, Przytycki também mostrou que em toda vizinhana de um
endomorfismo de Anosov que ndo € expansao nem inversivel existe
uma quantidade nao enumeravel de endomorfismos que dois a dois
nao sao semi-conjugados.

Teorema 2 (Micena-Tahzibi [3]).S¢eja f : M — M um endomor-
fismo de Anosov transitivo. Entdo

1.1 é especial ou
2.existe R C M residual tal que todo x € ‘R tem infinitas direcoes
instaveis.

Conclusao

Os endomorfismos de Anosov nao sao estruturalmente estaveis, ape-
sar de terem varias propriedades em comum com 0 caso inversivel.
Diversos resultados da dinamica hiperbolica assumem inversibilidade.
Uma possibilidade de estudo € verificar se valem resultados semelhan-
tes para endomorfismos.
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