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Com o objetivo de otimizar a resolucao do problema de
quadrados minimos, neste trabalho implementamos na lin-
guagem Julia a fatoracao QR por Gram-Schmidt e por
Rotacao de Givens, comparando os dois métodos a par-
tir da memoria e tempo gastos.

Um dos problemas mais importantes em aplicacoes ma-
tematicas é a resolucao de sistemas lineares da forma:

Ax =D (1)

onde A € R"™" e b € R™. Quando m > n, temos um
sistema com mais equacoes do que incognitas e (1) pode
nao ter solucdao. Nesse caso, a melhor solugao é resol-

ver o Problema de Quadrados Minimos: mi]? |Ax — bl[3.
XER?

Isso envolve resolver o sistema: AtAx = Ay, o qual pos-
sui solucdo Unica x = (A'A)~ 1Aty sempre que A tem
vetores coluna L.l. Porém, a inversao de matrizes possui
um gasto computacional alto. Para isso, utilizaremos a
decomposicao QR.

Definicao 1. A decomposicao QR de uma matriz A € o par
de matrizes Q e R, ortogonal e triangular superior, respec-
tivamente, satisfazendo A = QR.

Proposicao 1. Se Q é uma matriz ortogonal entao Q pre-
serva a norma.
De fato,

1QV]I3 = (Qv)!Qv =vtQtQv = viv = ||v||3

2.1 Por Gram-Schmidt

Teorema 1. Sgja A € R™ ™ com colunas L.I. Pode-
mos usar o processo de Gram-Schmidt nas colunas
a4, Q9,...,an da matriz A e normaliza-las, obtendo ele-
mentos q1, 49, - - - » n para encontrar a decomposicao QR,

sendo: Q = (qq1q2..-qn) € R = Q'A.

Abaixo o algoritmo para o calculo da decomposicao QR por
Gram-Schmidi.

Algoritmo 1: QR POR GRAM-SCHMIDT

Entrada: Ac R™ ™ A = (a1, a, ..
Saida: Q,R Decomposicdo QR de A
1 1nicio
aj
laal

paraide 2 am faca
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| Erro: Norma de wi muito préxima de 0
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9 fim
10 Q{_[ qquZI-*-Iqﬂ. :]
11 R=0QA
12 retorna Q, R
13 fim
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2.2 Por Rotacao de Givens

Teorema 2. Se A € uma matriz que satisfaz posto(A) =n,
entao existem matrizes de rotacao Q4,Qo,...,Qn tais
que: Q1Q1...0nWA = R, sendo R triangular superior. Por-
tanto, se Q = QLQL _....Q}, entdo: A = QR é uma
decomposicao QR de A.

A seguir o algoritmo desenvolvido para o calculo da
decomposicao QR por Rotacao de Givens.
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Algoritmo 2: QR POR ROTACOES DE GIVENS

Entrada: A € R™*™ A = (ai, az, ..., an )t
Saida: Q,R Decomposicdo QR de A
inicio

1
2 Q=1I(q1, q2, ..., qn )t = Identidade n x n
3 parajde1an faca
4 paraide j+1 a m faca
5 se ai; > 0 entao
6 Cij ﬂjj/\/ﬂ% + ﬂ%i Supondo aij, aj; # 0
7 Sij ﬂﬁ/\/ﬂ% + ﬂ%j
8 aj, Qi < Q§Cij + Ai84j, ﬂi(—Eﬁj + ACij
9 dj, di < 9jcij +qisij, qj(—sij) + gicy
10 fim
11 fim
12 fim
13 Q«+ Q'
14 R+ A
15 retorna OJ,R
16 (fim

Como a decomposicao QR ajuda no Problema de Quadra-
dos Minimos?
Se A = QR, pela Proposi¢caol, podemos resolver o Pro-

blema de Quadrados Minimos de (A,b) como
|Ax —b]|3 = [QRx — b3

- |Q'(QRx — b)||3

— ||Rx — Q'b||3

= |[Rx — c|i3+ [|dI|3

() 0o (3

Assim, basta resolver o sistema triangular Rx = c.
A resolucao de quadrados minimos por decomposicao QR
é dada pelo algoritmo abaixo.

Onde

Algoritmo 3: RESOLUCAO DE QUADRADOS MINIMOS

Entrada: A ¢ R**™, b ¢ Rmx1
Saida: X € R™*! solucio de rniﬁp |Ax=b||3
xepRm

1 inicio

2 Q, R +— Decomposicao QR de A
3 Ri «— R[1:m,]

4 b+ Q'

5 b1 « b[l:m]

6 | X<+ R/'by

7 retorna x

8 fim

Vejamos uma aplicacao na industria de molas. Para obter a
constante da mola k proveniente da Lei de Hooke F = —kx
sao utilizadas medi¢oes da forca aplicada a mola F e o des-
locamento x obtido. A partir das medicoes, obtemos as
seguintes relacoes:

4.0k +p = 2.614
6.0k + p = 5.7309
8.0k + p = 7.2909

10.0k + p = 6.4058

12.0k + p = 9.6112

14.0k + p = 12.9009

Representadas no grafico:
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Aplicando o algoritmo de decomposicao QR por rotacao
em A, obtemos k =0.8884 e p = 0.5703. Ou seja, areta que
melhor aproxima esses pontos é: F = 0.0884x — 0.5703.
Graficamente:
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Exemplo 1: (Matrizes esparsas) Utilizamos a biblioteca
SparseArrays para criar uma matriz A € R19%10 ggparsa
arbitraria e um vetor b € R19 também arbitrario, obtivemos:

Tempo (s) Alocacoes | Memoria
Gram-Schmidt 0.0000150070 351 allocations 57.81 KiB
Rotacao  0.0000021864 30 allocations | 8.02 KiB

Note que o método das rotacoes de Givens € mais efici-
ente.

Exemplo 2: (Matrizes densas) Criando uma matriz densa
arbitraria A € R19%10 ¢ p € R19 ym vetor arbitrario, obti-
VEMOS:

Tempo (s) Alocacoes Memodria

Gram-Schmidt | 0.0000152320 | 351 allocations| 57.81 KiB

Rotacao 0.0000409430 910 allocations | 145.52 KiB

Ja neste exemplo, 0 método mais vantajoso é o processo
de Gram-Schmidt.

Nos exemplos acima podemos ver uma grande
diferenca entre os valores obtidos, principalmente se tra-
tando de memodria utilizada e alocacdes, sendo que no
exemplo 1, a rotacao € muito melhor que Gram-Schmidt
e no exemplo 2 temos o contrario.

Isso acontece porque para matrizes esparsas o método
da rotacao é de fato muito mais eficiente, pois quando o
aplicamos, procuramos zerar elementos da matriz para en-
contrar a matriz R no formato triangular superior. Se a ma-
triz ja tem varios zeros (esparsa), entao nao precisamos
zera-los, portanto, o algoritmo da rotacao pulara diversos
Passos.

Ja para matrizes densas, como no exemplo 2, nao ha
zeros na matriz 10 x 10, e portanto, para o método de
rotacao é necessario zerar diversas entradas, ao invés de
“ pular ” algumas, como acontece com matrizes esparsas.
Por conta disso, o método de Gram-Schmidt se torna mais
vantajoso, ja que utiliza menos memoria e realiza menos
alocacoes comparado ao método da rotacao de Givens.

Concluimos que nao podemos generalizar uma maneira
mais eficiente de se calcular a fatoracao QR, ja que para
0 caso de matrizes esparsas, o preferivel é utilizar as
rotacoes de Givens e, para matrizes densas, o melhor é
0 processo de Gram-Schmidt.

Entretanto, é vantajoso usar métodos QR para resolver
estes problemas, ja que o custo computacional € bem me-
nor do que ao utilizar o método tradicional (invertendo ma-
trizes).
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