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Resumo

Com o objetivo de otimizar a resolução do problema de
quadrados mı́nimos, neste trabalho implementamos na lin-
guagem Julia a fatoração QR por Gram-Schmidt e por
Rotação de Givens, comparando os dois métodos a par-
tir da memória e tempo gastos.

1. O Problema de Quadrados Mı́nimos

Um dos problemas mais importantes em aplicações ma-
temáticas é a resolução de sistemas lineares da forma:

Ax = b (1)

onde A ∈ Rn×n e b ∈ Rm. Quando m > n, temos um
sistema com mais equações do que incógnitas e (1) pode
não ter solução. Nesse caso, a melhor solução é resol-
ver o Problema de Quadrados Mı́nimos: min

x∈Rn
||Ax− b||22.

Isso envolve resolver o sistema: AtAx = Aty, o qual pos-
sui solução única x = (AtA)−1Aty sempre que A tem
vetores coluna L.I. Porém, a inversão de matrizes possui
um gasto computacional alto. Para isso, utilizaremos a
decomposição QR.

2. Decomposição QR

Definição 1. A decomposição QR de uma matriz A é o par
de matrizes Q e R, ortogonal e triangular superior, respec-
tivamente, satisfazendo A = QR.

Proposição 1. Se Q é uma matriz ortogonal então Q pre-
serva a norma.
De fato,

‖Qv‖22 = (Qv)tQv = vtQtQv = vtv = ‖v‖22

2.1 Por Gram-Schmidt

Teorema 1. Seja A ∈ Rn×n com colunas L.I. Pode-
mos usar o processo de Gram-Schmidt nas colunas
a1,a2, . . . ,an da matriz A e normalizá-las, obtendo ele-
mentos q1,q2, . . . ,qn para encontrar a decomposição QR,
sendo: Q = (q1q2 . . .qn) e R = QtA.

Abaixo o algoritmo para o cálculo da decomposição QR por
Gram-Schmidt.

2.2 Por Rotação de Givens

Teorema 2. Se A é uma matriz que satisfaz posto(A) = n,
então existem matrizes de rotação Q1,Q2, . . . ,Qn tais
que: Q1Q2...QnA = R, sendo R triangular superior. Por-
tanto, se Q = Qt

nQ
t
n−1 . . .Qt

1, então: A = QR é uma
decomposição QR de A.

A seguir o algoritmo desenvolvido para o cálculo da
decomposição QR por Rotação de Givens.

3. Quadrados mı́nimos via decomposição QR

Como a decomposição QR ajuda no Problema de Quadra-
dos Mı́nimos?
Se A = QR, pela Proposição1, podemos resolver o Pro-

blema de Quadrados Mı́nimos de (A,b) como

‖Ax−b‖22 = ‖QRx−b‖22
= ‖Qt(QRx−b)‖22
= ‖Rx−Qtb‖22
= ‖R̂x− c‖22 + ‖d‖

2
2

Onde

R =

(
R̂
0

)
Qtb =

(
c
d

)
Assim, basta resolver o sistema triangular R̂x = c.
A resolução de quadrados mı́nimos por decomposição QR
é dada pelo algoritmo abaixo.

4. Aplicação

Vejamos uma aplicação na indústria de molas. Para obter a
constante da mola k proveniente da Lei de Hooke F = −kx
são utilizadas medições da força aplicada à mola F e o des-
locamento x obtido. A partir das medições, obtemos as
seguintes relações:

4.0k+p = 2.614
6.0k+p = 5.7309
8.0k+p = 7.2909

10.0k+p = 6.4058
12.0k+p = 9.6112
14.0k+p = 12.9009

Representadas no gráfico:

Aplicando o algoritmo de decomposição QR por rotação
em A, obtemos k = 0.8884 e p = 0.5703. Ou seja, a reta que
melhor aproxima esses pontos é: F = 0.0884x− 0.5703.
Graficamente:

5. Exemplos

Exemplo 1: (Matrizes esparsas) Utilizamos a biblioteca
SparseArrays para criar uma matriz A ∈ R10×10 esparsa
arbitrária e um vetor b ∈ R10 também arbitrário, obtivemos:

Tempo (s) Alocações Memória
Gram-Schmidt 0.0000150070 351 allocations 57.81 KiB

Rotação 0.0000021864 30 allocations 8.02 KiB
Note que o método das rotações de Givens é mais efici-
ente.

Exemplo 2: (Matrizes densas) Criando uma matriz densa
arbitrária A ∈ R10×10 e b ∈ R10 um vetor arbitrário, obti-
vemos:

Tempo (s) Alocações Memória
Gram-Schmidt 0.0000152320 351 allocations 57.81 KiB

Rotação 0.0000409430 910 allocations 145.52 KiB

Já neste exemplo, o método mais vantajoso é o processo
de Gram-Schmidt.

6. Comparação dos métodos

Nos exemplos acima podemos ver uma grande
diferença entre os valores obtidos, principalmente se tra-
tando de memória utilizada e alocações, sendo que no
exemplo 1, a rotação é muito melhor que Gram-Schmidt
e no exemplo 2 temos o contrário.

Isso acontece porque para matrizes esparsas o método
da rotação é de fato muito mais eficiente, pois quando o
aplicamos, procuramos zerar elementos da matriz para en-
contrar a matriz R no formato triangular superior. Se a ma-
triz já tem vários zeros (esparsa), então não precisamos
zerá-los, portanto, o algoritmo da rotação pulará diversos
passos.

Já para matrizes densas, como no exemplo 2, não há
zeros na matriz 10× 10, e portanto, para o método de
rotação é necessário zerar diversas entradas, ao invés de
“ pular ” algumas, como acontece com matrizes esparsas.
Por conta disso, o método de Gram-Schmidt se torna mais
vantajoso, já que utiliza menos memória e realiza menos
alocações comparado ao método da rotação de Givens.

Concluı́mos que não podemos generalizar uma maneira
mais eficiente de se calcular a fatoração QR, já que para
o caso de matrizes esparsas, o preferı́vel é utilizar as
rotações de Givens e, para matrizes densas, o melhor é
o processo de Gram-Schmidt.

Entretanto, é vantajoso usar métodos QR para resolver
estes problemas, já que o custo computacional é bem me-
nor do que ao utilizar o método tradicional (invertendo ma-
trizes).
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