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‘ Resumo |

Em Novembro de 1859, Bernhard Riemann publicou o ar-
tigo Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebe-
nen Grosse, onde ele conjecturou que todos 0s zeros “nao-
6bvios” da sua fungdo zeta tinham parte real 5. Apesar de
ndo sabermos ainda se a conjectura é verdadeira, sabe-
mos que ela vale quando se trata de uma funcao zeta de
uma curva algeébrica definida sobre um corpo finito.

A primeira prova para esse resultado instigante foi dada por
André Weil na década de 1940. Em 1969, Stepanof forne-
ceu um novo método de prova, o qual foi generalizado por
Bombieri em 1973. Neste trabalho, vamos prova-lo a par-
tir do Lema de Bombieri, cuja demonstracao sera omitida
para fins didaticos.

‘ 1. Funcao Zeta de uma Curva sobre um Corpo Finito |

Sejam [F, um corpo finito com ¢ elementos e C uma curva
[ ] [ q ~ [ ] L] [ ] [ ]
projetiva nao-singular, geometricamente conexa, definida
sobre F,, com corpo de funcoes K e F, exatamente o seu

q q
corpo de constantes.

Definicao 1. Dado um ponto fechado P em C, definimos o
grau de P por

fp

ap)= |0

Iy

onde (Rp,mp) € o anel de valuacao discreta correspon-
dente a P. Definimos a norma de P por N(P) = ¢,
Seja Div(C') o grupo dos divisores da curva C. Para cada
D € Div(C), o numero

d(D) = » " ordp(D)-d(P)
PeC

é o grau de D e o nimero N(D) = ¢'?) é a norma de D.
A funcao zeta de C sobre I, € a serie formal

Z(t) ="y P

D>0

A priori deveriamos mostrar que a funcao zeta acima esta
bem-definida, i.e, que a série formal que a define, tem
raio de convergéncia positivo. No entanto, esse e ou-
tros fatos basicos (mas bem importantes) sobre ela serao
assumidos, em detrimento dos lemas que envolvem a
demonstracao da Hipdtese de Riemann, no nosso caso.

A fungao zeta de C sobre I, carrega propriedades bastante
uteis, que estao resumidas no seguinte teorema.

Teorema 1. 1. Z(t) = [] (1 —¢?P))~1;

PeC
L(t) .
2. 7(t) = onde L(t) € Z[t| com grau 2q, satis-
R Ty (1 1[] grau 2g
fazendo L(0) =1 e L(t) = ¢9t*9L (&) ;

o 1 ) )
3.2(t)=exp| ¥ Nm— | onde N,, é o nimero de pontos
m=1 m
fechados de C, que sao racionais sobre [Fn, I.e.,
N =#{P € C | d(P)|m}

4. Se C,, é a curva obtida de C, extendendo o corpo de
constantes F, aF», entao

Z(t",Cn) = | 2(ct.0).
¢"=1

Observacao 1. Note que a segunda propriedade mostra
que se ay,...,ay, SA0 0S reciprocos das raizes de L(t),
entao oo,y ; = q, paratodoi=1,...,g.

2. A Hipotese de Riemann sobre 7 (t)

Sejam C' uma curva completa, nao-singular, definida so-
bre F, e ((s,C) = Z(qg % C). A Hipotese de Riemann
afirma que todos os zeros de ((s, (') estao na linha critica
Re(s) = % Isso é claramente equivalente ao seguinte re-

sultado.

Teorema 2. (Hipotese de Riemann)

. 1
Os reciprocos das raizes de L(t) satisfazem |«;| = q2, para
todoi=1,...,2qg.

Observacao 2. A validade do teorema 2 implica imediata-
mente que

NS

[N — (¢ +1)| < 2¢¢

29
pois Ny, =q" +1— > o', paratodom > 1.

i=1
A partir dessa observacao sera simples mostrar que vale a
seguinte equivaléncia.

Proposicao 1. A Hipotese de Riemann vale para Z(t,C)
se, e somente se, existem A, B constantes e N > 0 inteiro
tais que

d

2

[Ny — (¢ +1)| < A+ Bg
para todo d >> 0 multiplo de N.

Demonstragao. Suponha que vale a H. R. para Z(¢,C).
Pela observacao 2, obtemos N =1, A=0e B = 2g.
Reciprocamente, suponha que existem A, B constantes e
N > 0 Inteiro tais que

d
IN,— (¢*+ 1) < A+ Bqge

para todo d >> 0 multiplo de N. O item 4 do teorema 1,
implica que a H. R. segue para Z(t,C') se, e somente se,
segue para Z(t,C),). Entao basta mostrarmos que a H. R.
vale em Z(t,Cy). Temos

29
d d
j=1
29
para todo d > 1. Como [] af = ¢Y, pela observagéo 1,
j=1
basta mostrarmos que |a;| < q%, para todo j = 1,...,2qg.
29
Seja L(t) = [] (1 — «;t) e considere a série de poténcias
j=1
1 = td
p— d e o o d S
10g (m) = dz:l(@l -+ + 0429> p .

A partir da desigualdade acima, temos

log (ﬁ) | < i(A + qu>¥ <

1 1
< Alog (1—> + Blog — |-
— |t] 1 — |q2t|

1
Isso garante que log (—) converge absolutamente, para

L(t)
todot € C;|t| < q_Tl. Assim, todas as singularidades de

1 . -1
log (— encontram-se na regiao |t] > ¢2 do plano com-

L)

plexo, donde os zeros de L(t) satisfazem

Yj

‘ 3. Coberturas de Galois |

Agora, seja (\y uma curva completa, conexa, nao-singular,
definida e racional sobre F, = F,, com corpo de fungoes
Ky. Considere F = Fy, K = K; - F, ¢ : K — K dado por
o(f) = f4, o mapa de Frobenius e C' 0 modelo nao-singular
tal que K é o corpo algébrico de funcoes associado. Sa-
bemos que existe um elemento ¢ € K transcendente sobre
[F tal que a extensao K|F(¢) & separavel. Logo, existe uma
extensdo K’ de F(t) que é normal com relagdo a F(¢) e a

> q7. ]
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K, simultaneamente. Isso significa que existe uma curva
suave C’ com corpo de funcdes K’ tal que ¢/ — C — P!
sdo coberturas de Galois, i.e., K'|K e K'|F(¢) sdo extensoes
de Galois. Alem disso, tais coberturas sao nao-ramificadas
fora de um conjunto finito de pontos de P!.

Sejam G = Aut(C'|PY) e H < G que age trivialmente em
C. Como G age sobre qualquer extensao finita de I, pelo
item 4 do Teorema 1, a Hipdtese de Riemann segue para
Z(t,Cy) se, e somente se, segue para Z(t, (Cp)n). Assim,
para nossos fins, podemos assumir, sem perda de genera-
lidade, que G age sobre Iy,

Dado P < P! racional sobre F e ndo-ramificado em ¢/ —»
P!, tome Q € C' que estd sobre P. Entdo »(Q) = ¢ - Q,
para algum ¢ € G. Essa substituicao € conhecida como
substituicao de Frobenius de GG no ponto ). Considere o
numero

Ni(C,g9) =#{Q € C"(F)|¢(Q) = g - Q}.

Os seguintes resultados (cujas demonstracoes omitiremos
por razoes didaticas) sao a chave da demonstracao da H.
R. para um cobertura de Galois sobre um corpo finito (isso
é o0 bastante para provar a H. R. para um curva qualquer
sobre um corpo finito, pois o0 caso geral pode ser reduzido
facilmente usando uma cobertura de Galois).

Lema ..

Y Ni(C ) = |GINy(PY) + O(1)
gelG

onde O(1) e uma constante que independe de q e
Ni(P') = #{P € P'|p(P) = P}

2. (Bombieri) Se ¢ = p* > (g + 1)* e C — P! é cobertura
de Galois sobre IF;, entao

Ni(C,g) < 1+q+ (2g+1)g2.

4. Prova da H. R. para uma Cobertura de Galois |

~inalmente podemos mostrar a H. R. para uma cobertura
de Galois. Suponha que ¢ — P! é uma cobertura de
Galois. Pelo lema de Bombieri, temos a desigualdade

1
Ni(C,g) <1+q+ A+ Bq2
e pelo item 1 do lema 1, temos

Ni(C,1) == > Ni(C,9)+|GIN(C) + O(1) >
geG\{1}

> —(|G|-1D)(1+q+A+ Bq%) +|G|(1+q) + O(1)

e ISSO ocorre se, e somente se,

1

Ni(C,1)>q+1+ A+ Bga.

Por outro lado, pondo ¢ = 1 na desigualdade acima gerada
por Bombieri, obtemos

DO | —

N1<C, 1) < A+ Byg

donde 1
IN1(C,1) — (g +1)] < A" + Bz

Portanto, pela equivaléncia da proposicao 1, a H. R. esta
provada para uma cobertura de Galois.

5. Referencias |

1] MORENO, C. J. - Algebraic Curves over Finite Fields,
Cambrigde Tracts in Mathematics, 1991;

[2] MACK-CRANE, S. - The Riemann Hypothesis for Vari-
eties over Finite Fields, Berkeley, 2015.




