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Introducao

O estudo de derivacoes e derivacoes localmente nilpotentes forma um rico e intrincado ramo da Matematica, com uma teoria
algébrica bastante ampla e profundas ligagcoes com geometria. Varios problemas historicos podem ser colocados em termos
de derivagoes ou possuem solucao através desta teoria, como exemplos temos:

e Se A &€ uma algebra finitamente gerada sobre um corpo de caracteristica zero k¥ e B € uma subalgebra de A, entao B é
algebricamente fechado em A se, e somente se, é o nucleo de uma k-derivacao de A;

e Se k£ &€ um corpo contido em um anel A, entao o conjunto de k-derivacoes sobre A forma uma algebra de Lie sobre .

Tendo em vista tais propriedades, o presente trabalho tem como objetivo apresentar alguns resultados sobre a teoria basica
de derivacoes e de derivacoes localmente nilpotentes, bem como algumas propriedades algébricas sobre os nucleos de
derivacoes localmente nilpotentes em anéis de polinomios e seus quocientes.

Definicao: Um anel € um conjunto A com duas operacoes binarias +
(soma) e - (produto) tais que

ea+(b+c)=(a+b)+c, Va,b,c € A;
ea+b=b+a, Va,b € A;
edlc Atalque 0 +a=a, Va € A;

eVac A, dbe Atalque a+b=0;
ea-(b-c)=(a-b)-c, Va,b,c € A,
e(a+b)-c=a-c+b-c, Va,b,ce A.
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Aneis

Definicao: Seja A um anel, dizemos que A € um dominio se € unitario,
comutativo e nao tem divisores de zero, ou seja,

a-b=0 <= a=00Ub=0, Va,b € A.

Seja A um anel, o conjunto de todos os polinomios nas variaveis
Ty, ...,T,, com coeficientes em A, munido de soma e produto usuais
de polindmios, forma um anel e € denotado por Az, ..., x,)].

Derivacoes
Definicao: Seja A um anel, uma derivagao em A é qualquer funcao
D : A — A que satisfaca
e D(a+0b)=D(a)+ D), Va,b € A,
e D(ab) = D(a)b+ aD(b), Va,b € A.

Se B é um subanel de A, dizemos que D é uma B-derivacao se satisfaz
D(b) =0, Vb € B.
Notacao:
e Der(A) € 0 conjunto de todas as derivacoes em A;
e Derp(A) € 0 conjunto de todas B-derivagcoes em A.

Definicao: Seja Aum anele D € Der(A), definimos o anel de nilpoténcia
de D como

Nil(D)={a € A; D"(a) =0 para algum n € N}.

Derivacoes Localmente Nilpotentes

Definicao: Seja A um anel, dizemos que uma derivacao D € Der(A) é
localmente nilpotente se Nil(D) = A, ou seja, se

Va € A, 9n € N tal que D"(a) = 0.

Notacao:

e LND(A) € o conjunto de todas as derivacoes localmente nilpotentes
em A;

e Se B é um subanel de A, LNDg(A) = LND(A) N Derg(A).

Definicao: Sejam A um anel e D € Der(A), definimos o nucleo de D
coOmo

ker(D) = A” = {a € A; D(a) =0}.

Propriedades Algebricas Fundamentais

1. Sejam A um dominio e D € Der(A), entao
ker(D) € algebricamente fechado em A.

fechado em A.
Sejam A e B anéis com B C A, dizemos que
um elemento o« € A é transcendente sobre B
se nao é raiz de nenhum polindbmio nao nulo
com coeficientes em B. Se todo elemento de
A\ B é transcendente sobre B, dizemos que
B € algebricamente fechado em A.

2. Sejam A um dominio de caracteristica zero
e D € LND(A), entao ker(D) € fatorialmente

Sejam A e B anéis tais que B C A, dizemos
que B é fatorialmente fechado em A se

3. Sejam A um dominioe D € LND(A), entao
tr.deg,p(A) =1 € Frac(A)Y = Frac(AP).

Seja A um dominio, dizemos que A € um
COrpo se

Va € A\ {0}, 3b € A tal que ab = ba = 1.

a,be Aeabe B = a,be B.

Definimos o corpo de fragoes, Frac(A), de um
dominio A como 0 menor corpo contendo uma
copia de A.
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