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Introdução

O espalhamento de uma onda, por exemplo por uma impu-
reza em uma rede cristalina, é descrito por uma matriz unitá-
ria cujos elementos são amplitudes de probabilidade [3]. Asso-
ciada a ela, podemos definir uma matriz M cujos elementos são

Figura 1: Espa-
lhamento por uma
impureza.

probabilidades:

Mij = |Uij|2 .

A matrizM é estocástica.
Estudamos as propriedades estatísticas do es-

pectro de matrizes estocásticas para as quais a
matriz U está uniformemente distribuída em um dos grupos de Lie
clássicos ou um espaços simétricos compactos, Tab. 1.

AI U(N)/O(N)
Ensembles Circulares

AII U(2N)/Sp(2N)

AIII U(N)/ (U(a)× U(b))
Ensembles Quirais,
com a+ b = N

BDI O(N)/ (O(a)×O(b))
CII Sp(2N)/ (Sp(2a)× S(2b))

DIII O(2N)/U(N) Ensembles de
Bogoliubov-de GennesCI Sp(2N)/U(N)

Tabela 1: Espaços simétricos compactos.

Resultados

Os autovalores das matrizes do ensemble estocástico ΣΛ são comple-
xos se Λ = U(N),O(N),Sp(2N) e são reais se Λ for um espaço
simétrico. Apesar de os elementos de M não serem independentes,
observamos a presença de universalidade.
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Figura 2: Distribuições de valores singulares em ΣU (à esquerda) e de autovalores
em ΣAI (à direita).
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Figura 3: Distribuição de autovalores em ΣAIII, com α = a−b
N

.

Gostaríamos de provar a universalidade através do método dos mo-
mentos. Os momentos da distribuição dos autovalores estão associa-
dos à média do traço das potências
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Por exemplo, no espaço simétrico AI, temos

TrMn =
∑
~i

Ui1i2Ui2i3 · · ·Uini1U∗i1i2U
∗
i2i3
· · ·U∗ini1. (2)

Aplicando a média sobre AI, obtemos

〈TrMn〉ΣAI
=
∑
~i

∑
σ∈S2n

WgAI(σ,N)δσ(~p, ~p), (3)

com ~p = (i1, i2, i2, ..., in, in, i1) e WgAI(σ,N) é a função de
Weingarten do espaço AI, dada em termos de quantidades que estão
relacionadas às representações dos grupos de permutações [1].
O cálculo do momento acima, Eq. 3, envolve encontrar o número de

permutações em S2n que têm coset-tipo λ e o grupo gerado por σ e
ϕU temm órbitas, com

ϕU = (1 2n) (2 3) . . . (2n− 2 2n− 1)

uma permutação que reflete os vínculos na lista ~p.
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Assintoticamente, correspondem aos dois primeiros momentos não
nulos de uma distribuição semicircular com raio 2/

√
N .

Para os outros ensembles estocásticos encontramos diferentes pro-
blemas combinatórios, porém de natureza semelhante. No caso dos
ensembles estocásticos quirais (ΣAIII,ΣBDI e ΣCII), aparecem no-
vas distribuições de probabilidade que dependem do parâmetro α. Se
α = 0, recuperamos a distribuição semicircular.

Conclusão

•Definimos ensembles de matrizes estocásticas associadas aos grupos
Unitário, Ortogonal e Simplético e aos espaços simétricos compac-
tos.

•Numericamente, observamos que os ensembles estudados
comportam-se como ensembles gaussianos.

•Utilizando o método dos momentos, juntamente com o maquinário
das funções de Weingarten, calculamos os primeiros momentos das
distribuições. Eles concordam com os resultados numéricos.

•Momentos de ordem mais alta necessitam da solução de problemas
de combinatória que envolvem fatoração de permutações.
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