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Resumo

Faremos uma breve abordagem sobre os corpos quadraticos. Veremos como
sa0 construidos através de teoremas e proposi¢oes importantes que direcio-
nam toda a teoria conhecer o anel de inteiros, identificar o grupo de Galois e
ver algumas aplicacdes como norma, traco € discriminante.

Introducao

O matematico francés Evariste Galois (1811-1832) foi o primeiro a unificar
a teoria de corpos. A abordagem moderna da teoria de Galois fo1 desenvol-
vida por Richard Dedekind, Leopold Kronecker e Emil Artin entre outros,
que envolve o estudo de automorfismos de extensoes de corpos. Os corpos
quadraticos fazem parte desses estudos, que nos proporciona conhecer a sua
estrutura.

Objetivos

|. Definir um corpo quadratico e explicitar sua forma.
2. Encontrar o anel de inteiros dos corpos quadraticos.
3. Definir e encontrar o grupo de Galois dos corpos quadraticos.

4. Definir o discriminante o discriminante do anel de inteiros dos corpos
quadraticos.

Resultados

Definicao: Seja Q C K uma extensao de corpos. Um elemento ¢ € K €
chamado de algébrico sobre QQ se existe um polindomio f(x) € Q|x]| tal que

f(a) = 0.

Se a € K ¢é algébrico sobre (Q, sempre existe um polinomio p(x) € Q[x]
que seja monico € de grau minimo cujo « € raiz. Esse polinOmio sera irre-
dutivel e 0 minimal de .

Definicao: Seja Q C K uma extensao de corpos € a € K. Definimos:
1. Q() sera definido como o menor corpo que contém QQ e .
2. Q|a] sera definido como o menor anel que contém Q e a.

Proposicao: Seja Q C K uma extensao de corpos e a € K, entao:

L0 = { EZi  f(@),9(x) € Qlz] e gla) £ 0},

2.Qla] = {f(a) : f(x) € Q[z]}.

De imediato temos que Q[a] C Q(a).

Teorema: Consideremos (Q C K uma extensao de corpos e a« € K. Defi-
nimos ¢ : Qx| — Qla] por p(f(x)) = f(a), entdo:

1. € um homomorfismo.

2.3(p) = Qla].

3.Ker(¢) = {0} & o é transcendente.

4. Ker(p) # {0} & «a é algébrico.

Teorema: Nas condicdes do Teorema anterior, seja Ker(w) # {0}, entdo:

Qlz]
LKer(go) = Qla].
2. Ker(p) = (p(x)), sendo p(x) € Q|x| o polindbmio minimal de c.

3.Q[a] = Q(a).

Proposicao: Seja Q C K uma extensao de corpos e a € K um elemento
algébrico sobre Q. O conjunto {1, ar, ..., a™ '} forma uma base para K
sobre Q e [K : Q] = n,com n € N o grau do polindmio minimal de c.
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Definicao: Seja ) C K uma extensao de corpos, dizemos que K € um corpo
quadratico se [K : Q] = 2.

Proposicao: Todo corpo quadratico € da forma Q(\/&), escrito como
@(\/E) — {a—l—b\/a : a,b € Q}, onde d é um inteiro livre de quadrados.

Definicao: Seja Q C K uma extensao de corpos. O conjunto Ok € formado
por elementos de K que sao algébricos sobre (. Esse conjunto € um anel e
chamamos-o de anel de inteiros de K.

Lema: Seja Q(v/d) um corpo quadritico, onde d é um inteiro livre de
quadrados. Se @ = a + bv/d é um inteiro algébrico, entio 2a e 2b sio
numeros 1nteiros.

Teorema: Se K = Q(+/d) é um corpo quadritico com d € Z livre de
quadrados, entdo o anel de inteiros Ok € dado por:

Z[Vd], sed =2,3 (mod 4)

Oy = 14 d
- 7 2\/_ ,sed =1

(mod 4)

Definicao: Seja Q C K uma extensiao de corpos. O grupo de Galois € o
conjunto de (Q-automorfismos de K que fixam os elementos de (. Denota-

remos por Gal(K : Q).

Exemplo: Considere K = Q(+/d), com d € Z livre de quadrados, temos
que Gal(K : Q) = {o1,02}, onde o7 e o2 sdo Q-automorfismos defini-

dos por o1 (a 4+ bvVd) = a + bvde o3(a + bvd) = a — bv/d, com
a+ bvd e Q(Vd).

Definicio: A norma e o trago de um elemento o« € Q(+/d), onde d & li-
vre de quadrados, sao definidos respectivamente como N (o) = aos(a) e
Tr(a) = a+ oz(a).

Teorema: Sejam K = Q(+/d), onde d € Z é livre de quadrados e Ok é o
anel dos inteiros de K. Assim:

1.Sed = 2,3 (mod 4), entdo o discriminante de Oy € dado por 4d.

2.Sed =1 (mod 4), entdo o discriminante de Ok é dado por d.
Exemplo: Seja K = Q(1/5),como 5 = 1 (mod 4), temos:

14+ 5
DK/Q (17 > ) —

Tr(l) TT <1+2\/5) 2 1 B 5
1+/5 145 ° | R
Tr ( > ) Tr ( > ) 2

Conclusao

Os corpos quadraticos e seus automorfismos nos levam ao grupo de Galois.
Assim, particularizando a teoria de reticulados para os corpos quadraticos,
podemos intervir que na teoria da transmissao de dados, que nos permite
minimizar as interferéncias no sinal e melhorara-lo.
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