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Resumo

O objetivo basico da teoria dos Sistemas Dinamicos € entender o com-
portamento eventual ou assintotico de um processo interativo. Se o
processo for um processo discreto, como a iteragdo de uma funcgao,
entao a teoria espera entender o comportamento eventual das Orbitas
x, f(x), f*(x)... f*(x) quando n se torna grande.

Neste trabalho tentaremos ilustrar, pelo menos parcialmente, para
uma das classes mais simples de Sistemas Dinamicos: os sistemas
unidimensionais. Em particular trabalharemos em um modelo de
aplicacoes do circulo S

Definicoes elementares

Apresentamos 1nicialmente alguns conceitos importantes para estabe-
lecer a proxima secao.

Definicao 1.Seja S ¢ R. O ponto x € R é um ponto de aderéncia de
S se existe uma sequéncia x,, € S convergindo para x.
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Exemplo 2. Se I := {—};’;1, entdo 0 é um ponto de aderéncia de I,
n

1

pois &, = — € I e x,, —> 0. Note que nem sempre o ponto aderente

n :
pertence ao con]unto.

Dado um conjunto S, o conjunto dos pontos de aderéncia de S € de-
notado por S e chamado de fecho de §.

Definicao 3. Um subconjunto U de S é denso em S se U=S

Exemplo 4.Se U = Q entdo @ =R e Q é denso em R.

Demonstracdo. Uma maneira de demonstrar € considerar a
represetacao decimal de um numero irracional ag,aiasasz.... A
sequéncia de truncamentos,

apad1s ... dAn

100...0

Lnpn =y, A1A2 ... Ap =

Logo, x,, € Qe x,, — a.
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Definicao 5.A orbita positiva de x é o conjunto dos pontos
x, f(x), f?(x)... e é denotado por O*(x). Se f é um homeomor-
fismo podemos definir a érbita completa de x, O(x), como o conjunto
de pontos f"(x) paran € Z.

Teorema 6 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limi-
tada de numeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Tal resultado pode ser obtido em [2]

Rotacao em S

Nessa secao apresentaremos um importante exemplo da teoria dos Sis-
temas Dinamicos unidimensionais.

Exemplo 7 (Rotacdo do Circulo).Seja A € R e T»(0) = 0 + 2w . Os
mapas T’y se comportam de maneira bastante diferentes dependendo
da racionalidade ou irracionalidade de \. Se X\ = p/q, com p, q intei-
ros entdo T;\](H) =0+ 27p = 0 e T), fixa todos os pontos na g-ésima
iteracdo. Quando X é irracional a situacdo é um tanto quanto dife-
rente.

O resultado a seguir € conhecido como Teorema de Jacob.

Teorema 8. Toda orbita de T é densa em S se \ é irracional.

Demonstragdo. Seja @ € S1. Assim, os pontos da orbita de 6 sdo dis-
tintos, pois, se Ty*(0) = T,"(0) teremos que (1 -m)A € Z e portanto
n =m.

Como S € limitado, a 6rbita de 8 admite subsequéncia convergente.
Portanto, dado € > 0 devem existir inteiros 72 € m tais que

| Ty (0) -T,"(0) [< e =|T"™(0) -0 |<e.

Se considerarmos k = n - m temos | T*(6) - 0 |[< .

T preserva o comprimento em S, consequentemente o mapa de T)’f
conecta 0 € Tf(@) por um arco de comprimento menor do que e.

Se aplicarmos T'¥ temos que os pontos T(0) e T7*(0) também
estdao conectados por um arco de comprimento menor do que €. Em
particular segue que os pontos 8, T¥(0),T*(0), ... particionam S*
em arcos de comprimento menor do que €. Logo, todo a pertencente
a S deve pertencer a algum dos arcos com extremidades na orbita de
0. E para concluir, para todo 6 € S*, para todo € > 0, existe um T}*
pertencente a Orbita de 0 tal que

|0 -T%(0) |<e.

T4(0)
TE(6)

Circunferéncia sendo particionada em arcos de comprimento menor do
que €. Fonte: Autor.
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