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Resumo

Dado um elemento B € sl(2), iremos mostrar que as orbitas da exponencial
et2d(B) restritas ao cone determinado pelo nicleo da forma de Cartan-Killing
coincidem com as se¢coes conicas determinadas por um plano associado a B.

Introducao

Seja

sl(2) = (a b ), onde a,b,c € R,

C —Qa

/

o conjunto das matrizes 2 X 2 de trago nulo. Dado um elemento B € s1(2),
podemos associar de maneira natural o sistema dinamico

X (t) = ad(B) - X(t), X(t) € sl(2). (1)

Tal sistema se restringe naturalmente ao nucleo da forma de Cartan-Killing
de s1(2) que, na base adequada, é um cone duplo. Nosso objetivo € anali-
sar as solucoes de (1) restritas a esse cone e mostrar que tais trajetorias sao
dadas como a interse¢cao do cone com um plano determinado por B.

Setup Geométrico

Dados A, B € sl(2), o colchete de A e B ¢ definido por
A,Bl|=A-B— B-A.

Dado um elemento B € sl(2) define-se entdo a adjunta de B como sendo
a transtormacao linear

ad(B) :sl(2) — sl(2), ad(B)(X) := B, X], X € sl(2).
Em sl(2) a forma de Cartan-Killing € a forma bilinear simétrica dada por
(X,Y) = itr(X -Y), X,Y €sl(2).
A relacao do colchete com a forma de Cartan-Killing € dada por
(I X,Y],Z2) =(X,|Y,Z]), VX,Y,Z € sl(2). (2)
Tal forma esta associada com o produto interno em sl(2) dado por
(X,Y)=(X,Y"), X,Y €sl(2),

onde Y * denota a transposta de Y .
Consideremos em sl(2) a seguinte a base ortogonal

f 1 0 01 0 —1
p==(0) 9= (50) 4= (10))

Note que transpor um elemento B € sl(2) nessa base nada mais € que
refletir B pelo plano gerado por {H, S}, pois H* = H, S* = Se¢
A* = —A.

A forma quadratica associada a forma de Cartan-Killing € entao

Q:sl(2) >R, QX):=(X,X).

Com relacao a base 3, seu nucleo € dado por
__ .2 2 _ 2
C = {(ala 2, ()tg), Q7 + a; = 043}

que € um cone duplo cujas geratrizes tem inclinacao de 45 graus com o plano
gerado por { H, S'}.

Figura 1: Secoes cOnicas

Secoes Conicas e Sistemas Dinamicos

Note que um elemento X esta no interior do cone, que denominamos Cig,
se e somente se (X ) < 0e X estd no exterior do cone, que denominamos
Cext» S€ € somente se Q(X) > 0.

Um célculo simples mostra que e24(B)C = C paratodo t € R, ou seja, C
€ invariante pelas soluc¢oes de (1).

De modo a entender as curvas induzidas em C consideraremos o funcional
linear

fB:sl(2) = R, fp(X)=(B,X).

Dado ¢ € R, temos que
B} = f5'(c) = {X €51(2); (X,B)=c}
¢ um plano ortogonal a B*. Além disso,
et?dB)pL — BVt € R,

e portanto B CL ¢ também invariante pelas solugoes de (1).
A analise de posi¢ao relativa de plano e cone nos da o seguinte:

l. BCl M C € aorigem se ¢ = 0 ou uma elipse se ¢ £ 0 para B € Cijut;

2. BCL M C € uma reta passando pela origem se ¢ = 0 ou uma parabola se
c # 0 para B € Cjut;

3.B CL MC sdo duas retas se ¢ = 0 ou uma hipérbole se ¢ 7= 0 para B € Cj.

Trajetorias no cone

Nessa secao mostraremos que as solucoes de (1) restritas ao cone sao dadas
pelas componentes conexas das intersecoes B CL N C.
Necessitaremos do seguinte lema:

Lema 1.Seja Z € C e B € sl(2) tal que ad(B)Z # 0. Entdo
a #~ 0.

Demonstragcdo. A demonstracao do lema segue direto do fato de que

(Z,B) =0 < ad(B)Z = aZ,

ad(B)Z € By N Zy, VZ € C,B € sl(2).

Teorema 1.Dado Z € C e B € s1(2), a érbita {et?dB)Z, t € R} ¢
dada por:

1.{Z}, se ad(B)Z = 0;

2.A componente conexa de B CL N C* que contém Z, se ad(B)Z # 0, onde
c=(B,Z)eC*=C\ {0}.

Demonstragdo. Se ad(B)Z = 0, segue direto de (2) que a érbita € { Z }.
Caso contrario dividimos o problema em duas partes, se (Z, B) = 0, pelo
Lema 1 temos que ad(B)Z = aZ, entao

{etadB)z. t ¢ R} = {e"*Z, t e R} ={AZ, X > 0},

que € precisamente a componente conexa de B CL N C*.
Agora para o caso (Z, B) # 0, notemos que os autovalores de ad(B)Z
sda0 0s zeros do polindmio

P(A) = —A(\2 — Q(B)).

Consequentemente a 6rbita {et24(B)Z, ¢ € R} é uma curva fechada se
B € Ciut, € uma curva sem autointersecgoes, satisfazendo

lim ||e"B)Z|| = 400, se B € Cex UC,

t— 100

e o resultado segue.
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