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1. Conceito Biológico de Homeostase

O conceito de homeostase está relacionado à capacidade de um organismo
manter constante alguns parâmetros internos a despeito de variações no am-
biente externo [1].
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Figura 1: Componentes de um sistema homeostático [1]

Notamos que a temperatura corporal em mamíferos é um exemplo de sis-
tema homeostático, já que a temperatura corporal é mantida razoavelmente
constante ao longo de uma faixa de valores de temperatura ambiente. No
entanto, para valores extremos de temperatura ambiente, a temperatura
corporal varia de maneira significativa [2, 3].

Figura 2: Temperatura corpórea do mamífero Metachirus nudiaudatus em função da temperatura ambi-
ente [2, 3].

O gráfico de temperatura do o Metachirus nudiaudatust pode ser aproxi-
mado pelo gráfico de uma função cúbica, como exemplificado na 2.

2. Modelo Matemático de Homeostase

Analisando o sistema biológico do ponto de vista de sistemas dinâmicos, a
homeostase seria então o princípio contrário de uma bifurcação [4], pois, a
homeostase pressupõe que, frente a uma perturbação suficientemente pe-
quena, além do sistema ter sua estrutura topológica estável, a variável regu-
lada mantém-se quantitativamente constante [4]. A variável regulada pode
ser chamada funções de saída do sistema, e depende de um ou mais parâme-
tros externos (os quais podem ou não sofrer a influência da função de saída,
os quais são denominados funções de entrada [4].

Figura 3: O Sistema X é dividido nas componentes Y e Z, e tem como função de entrada λ.

Consideramos um sistema de EDOs na variáve X = (x1, x2, · · · , xn) ∈
Rn. Suponhamos que xn represente a variável regulada do sistema, e por-
tanto a função de saída do mesmo. Renomeando os componentes do sistema
como Y = (x1, x2, · · · , xn−1) e Z = xn, temos X = (Y, Z).

Definição 1 Considere a família de equações diferenciais ordinárias

Ẋ = F (X,λ) (1)

onde λ ∈ Rk é o parâmetro de entrada do sistema. Suponhamos que (1) tem um
equilíbrio linearmente estável em (X0, λ0). Pelo teorema da função implícita,
existe em uma vizinhança de λ0 uma família de equilíbrios linearmente estáveis
X̃(λ), com X̃(λ0) = X0, de tal forma que para todo λ nessa vizinhança temos:

X̃(λ) = (Ỹ (λ), Z̃(λ))⇒ F (X̃(λ), λ) ≡ 0 (2)

•A família de equilíbrios (Ỹ (λ), Z̃(λ)) exibe Z-homeostase em λ0 se

Z̃λ(λ0) = 0 (3)

•Se Z̃λ,λ(λ0) 6= 0, então λ0 é um ponto de Z-homeostase simples
•A família de equilíbrios (Ỹ (λ), Z̃(λ)) exibe Z-cadeira em λ0 se

Z̃λ(λ0) = Z̃λ,λ(λ0) = 0 e Z̃λ,λ,λ(λ0) 6= 0 (4)
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Figura 4: Comportamento de X̃ em relação a λ na ausência de Z−homeostase
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Figura 5: comportamento de X̃ em relação a λ na presença de Z−homeostase

De acorodo com a teoria de singularidades, mais especificamente a teoria de
catástrofes [4], dada uma função real g : R → R, o menor k ∈ N tal que
g(k)(0) 6= 0 determina a forma normal de g, dada por ±λk e o correspondente
desdobramento universal :

±λ2 se k = 2 ou ± λk + ak−2λ
k−2 + ak−3λ

k−3 + · · · a1λ se k ≥ 3 (5)

Aplicando as equações em (5) e a definição 1, concluímos que:
•Se o sistema exibe homeostase simples, então a forma normal coincide com o
desdobramento universal, dados por:

Z̃(λ) = ±λ2 (6)

•Se o sistema exibe homeostase do tipo cadeira, então o desdobramento univer-
sal de sua forma normal (singularidade de codimensão 1) é dado por:

Z̃a(λ) = ±λ3 + aλ (7)

3. Conclusão
A aplicação da teoria de sistemas dinâmicos associada à teoria de singularidades
permite a formalização de um fenômeno biológico fundamental: a homeostase.
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