‘ Resumo |

No estudo da algebra abstrata, muitas vezes é importante
e eficiente trabalhar com suas representacoes. Para o caso
particular de algebras de Lie semi-simples de dimensao
finita, a teoria de representacao de sly(C) desempenha
um papel crucial. Neste trabalho focamos no estudo das
representacoes da algebra de Lie sla(C) e apresentamos
a classificacao de todos os seus modulos de peso irre-
dutiveis.

‘ 1. Definicoes e Resultados Preliminares |

Definicao. Seja g um espaco vetorial sobre um corpo K,
e defina sobre g um produto [, | : g X g — g, cha-
mado de colchete. Dizemos que g munido do colchete é
uma Algebra de Lie, se o colchete satisfazer as seguintes
condicoes:

1. Bilinearidade;
2. Anti-Simetria: [ X, X]| = 0, para todo X € g;
3. ldentidade de Jacobi:

(X, Y, Z]] + [Z, [ X, Y]] + [Y,[Z, X]] =0,

para X,Y,Z € g.
Definicao. A algebra de Lie sl2(C) € o espacgo vetorial

5&@32{(Z_Z>u%mc€C},

ou seja, todas as matrizes de ordem 2 com trago zero
e entradas complexas, munido com o colchete dado por
[z, y| = xy — yx, para todo x, y € sla(C).

Note que, como espaco vetorial, 0s seguintes elementos
formam uma base para sl (C)

(381 (30)m=(3.%)

Desta forma, podemos formar a seguinte tabela a partir da
aplicacao do colchete nos elementos da base:

[,]l e f | h
e 0 h|-2e
f '-n| 0| 2f
h 2e|-2f| O

Definicao. Um modulo sobre si3(C), ou um sl (C)-
moddulo, € um espaco vetorial V' com trés operadores line-
ares fixados, E, F e H em V, satisfazendo as seguintes
relacoes:

(i) EF — FE = H;

(iWlHE — EH = 2F;

(iVHF — FH = —2F.

As condicoes impostas para os operadores E, F e H para
definir um sl2(C)-mddulo sao analogas as obtidas apli-
cando o comutador nos elementos da base da algebra de
Lie sl5(C), como foi feito na tabela acima.

Definicao. Seja V um sly(C)-mddulo. Um subespacgo ve-
torial W C V é dito ser um submodulo de V se for inva-
riante pela acao de E, F e H, isto é, se satisfazer:

(i) EW C W;
(i) FW C W
(i) HW C W.

Definicao. Seja V' um sl2(C)-mddulo. Para cada A € C
defina
Vi={veV:H(v) =}

O autovalor A é chamado de peso de V sempre que
V) # 0 e o conjunto Vy é subespaco vetorial de V' cha-
mado de espaco de peso de V de peso A\. O mddulo V é
chamado de modulo de peso se

V:@V)\.
AeC

Para um sl5(C)-modulo de peso V, definimos o suporte
de V, denotado por suppV, como

supp(V) = {x € C:V, # 0}.
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Lema. Se \ € C, entao:
(@) EV) C V12,

(b) FVy C Vx_2;
ﬂﬂfIVAC:‘&.

Definicao. Dados dois sl5(C)-mddulos V e W, um homo-
morfismo de V para W éumafuncaolinear® : Vv — W
que faz o seguinte diagrama comutar, para todo X €&
{E,F,H}:

®| E

X
w Y w
Um homomorfismo bijetor € chamado de isomorfismo.
Quando dois modulos forem isomorformos utilizaremos a
notacao V = W.

Definicao. Dado um sl(C)-méodulo de peso V, dize-
mos que V ¢ irredutivel, ou simples, se seus uUnicos
submodulos sao os triviais, isto €, V ou 0. Um sl (C)-
modulo V' é chamado de decomponivel se

V =V @ Vs,

para algum V7 e V» sl2(C)-modulos nao nulos. Quando
nao € possivel obter tal decomposicao, dizemos que V é
indecomponivel. Ainda mais, um moddulo que € isomorfo a
uma soma direta de modulos simples é dito semissimples.

Logo, para estudar os moddulos semissimples €& sufi-
ciente estudar os modulos simples. No estudo das
representacoes de sly(C), iremos utilizar dois elementos
importantes: o suporte de um moédulo e o operador Casi-
mir C, definido por

C = (H +1)2 4+ 4FE € End(V).

O operador de Casimir desempenha um papel fundamental
na classificagao dos mddulos simples devido ao seguinte
resultado:

Lema. Seja V- um sl2(C)-modulo. O operador de Casimir
age emV como um multiplo escalar da identidade, ou seja,
Cy =mn-idy, paran € C.

‘ 2. Construcao de alguns sl5(C)-modulos |

Para realizar a construcao das familias dos sly(C)-
moddulos, definiremos as acdoes dos operadores E, F e
H nos elementos da base do espaco vetorial associado.
Para isso, utilizaremos diagramas, onde as setas simples
representam as acoes de FE, as setas duplas as agoes de
F e as setas pontilnadas representam as agoes de H.

(i) Médulo V(™): n € N.
Sejam V um espaco vetorial de dimensao n € uma base

{vg,v1,-++ ,vpn—1}. Definimos as acoes dos operado-
res da seguinte forma:

Ev; = i(n —1)v;_1;
H’Ui — (n — 1 — 2’1:)’07;;
F’Ui = ’U,i_|_1.

Podemos representar tais acoes pelo diagrama abaixo,
onde a; = 1(n — %):

—n—+1 —n—+3 n—3 n—1
(/—.\) anp—1 (/—.\/\ Ap_2 a-s (/—.\/\ aq (/—.\/\
N /s~ N ;o A R A A,

Un—1 VUn—2 coe (o] Vo

(i) Modulo Verma M (A\): A € C.
Seja M () um espaco vetorial cuja base € {v;,7 € Ng}.
Definimos as acoes dos operadores da seguinte forma:

F(v;) = vj41;
H(v;) = (A — 2i)v;;

a;vi_1, t 70
E(vi) = {oj Ti=0

Podemos representar tais acoes pelo diagrama a segulir,
ondea; = ¢(A — ¢+ 1):
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A—2n A—2 \
An+1 / —.\\ An az //—.\\ aq "
7 IV T N/ 7 N/
Un 1 Vo

(iii) Modulo M (X\): X € C.
Seja M () um espago vetorial cuja base é {w;,i €
Np}. Definimos as acOes dos operadores da seguinte
forma:

E(w;) = w;41;
H(w;) = (A + 2i)w;;

b;w;_ 1 £ 0
PXU%)::{Ri t ;;:6# .

Podemos representar tais acoes pelo diagrama abaixo,
onde b; = —i(A+ ¢ — 1):

)Y A+2 A+2n
O 1 O 1 1 O 1
\.v / /\ \.v /I /\ /\ )v /I ~
wo w1 Wnp,
1 2 n

(iv) Modulo Denso V (&, 7): £ € C/2Z e T € C.

Seja V (&, ™) um espago vetorial cuja base € {vy,, n €
¢}. Definimos as acOes dos operadores da seguinte
forma:

F(vy) = Vp—25
H(vy) = poy;

B(oy) = (7 — (1 + 1)Hopsa

Podemos representar tais acoes pelo diagrama abaixo,
onde a,, = (T — (1 + 1)3):

A—2 )Y A+2
ax—_4 (~3 aj_2 ( 3 ax (/~) ax+2
S I A A U A N G
V-2 U\ UN+2
— T— Y——
1 1 1 1

‘ 3. Classificacao dos sl>(C)-Modulos |

Teorema. Cada sl2(C)-modulo de peso irredutivel é iso-
morfo a um unico modulo a sequir:

() V(") para algumn € N;
(i) M (X\) para algum A € C\Ny,
(i) M (—X) para algum X € C\Ny;

(iv)V (&, 1) para algum £ € C/2Z et € C tal que T #
( + 1)? para todo i € €.
A ideia da demonstracao se baseia em estudar as acoes
dos operadores E e F' da seguinte maneira:

e Se E nao for injetivo entdo V pode ser da forma V() ou
M (), dependendo da dimensao do modulo V;

e Se F' nao for injeivo, entao V' pode ser da forma V(") ou
M (M), dependendo da dimensao do médulo V;

e Se E e F forem injetivos, temos que V é da forma

V(& 7).

Referencias |

[1]MAZORCHUK, V. Lectures on sl (C)-modules. Impe-
rial College Price, 2009.

[2] SAN MARTIN, L.A.B. Algebras de Lie. 2. ed. Campi-
nas, SP: Unicamp, 2010.

[S]HUMPHREYS, J.E. Introduction to Lie Algebras
and Representation Theory. Third Printing. Springer-
Verlag. New York, 1980.




