Introducao

Neste trabalho estudamos uma estrutura de c6digos corretores de erros, onde é necessdria
uma abordagem a teoria de anéis de grupos e, especificamente usaremos os anéis de grupos
sobre o grupo Diedral, o qual serad o foco para construgao de codigos por meio de divisores
de zero do anel de grupo.

O objetivo deste trabalho é estabelecer um isomorfismo entre anéis de grupos e o conjunto
das matrizes n x n e, com isso, construir cddigos por meio das matrizes correspondentes
a elementos divisores de zero do anel de grupo e, em especial, obter c6digos auto-duais
através de divisores de zero nilpotentes de ordem 2.

Preliminares

Grupo Diedral

Observe o grupo gerado pelas simetrias de um tridangulo equilétero: [1]
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Onde Id, Rz, R sdo rotagdes no sentido anti-hordrio e I, F» e I35 sdo reflexdes. O grupo
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Sa € formado entdo por 3 rotacOes e 3 reflexdes.

O grupo de simetrias de um poligono regular sera chamado de Grupo Diedral, o qual sera
denotado por Dy, e possui 2n elementos, onde n elementos sdo rotacdes e n sdo reflexdes.

Ainda podemos ver que D,, = (R, F), onde R = R e F' uma reflexdo qualquer, entdo

R"=F?=]de FRF = R~!. A forma geral de um grupno diedral sera dado entédo por:
Dy, =(R,F:R"=F?=Id;FRF = R™Y)
D, ={Id,R,R* R’,....R"\F,FR,FR*, ... FR"}.
Anéis de Grupo

Sejam IR um anel com unidade e G um grupo qualquer, definimos o anel de grupo RG como
o conjunto de combinacdes lineares formais do tipo:

Q= Zagg

geG

Note que, dados dois elementos, a, 5 € RG, a = ¥ jeagg € B = X 4ec; Bgg, €les sdo iguais se,
e somente se, ay = 54, Vg € G.
As operagOes definidas sdo: [2]

* Soma: Dados dois elementos « = Y jcq gg € 5 = X yez Bg9

a+ 3= Z (Bg+yg)g.
geG

* Produto: Dados dois elementos a = ¥ e agg € 5 = Ypei Bph

af = Z (agBp)gh.
g,heG

* Produto por escalar: Se A\e Re a =} cqayg

A=Y AMag)g.
geG

Verifica-se que RG é um R-moédulo com identidade 1.1 = 1. Se R for comutativo, segue
que RG é uma algebra sobre R.

Considere, entdo, o anel de grupo Z,D3. Vejamos como é um elemento do anel de grupo:
Seﬁ1u<szllg

U = Z aggz1[d+1R120+0R270+1F+OFR+OFR2=Id+R120+F
geDs

Codigos Diedrais
Codigo de Anel de Grupo

Definicao 1. Sejam RG um anel de grupo e u € RG ndo nulo, dizemos que u é um divisor de zero a
esquerda de RG se existe v € RG, v # 0, tal que, uv = 0. De maneira andloga, u é chamado divisor
de zero a direita de RG se vu = 0. Se u é divisor de zero a direita e d esquerda de RG, entio dizemos
que u € divisor de zero de RG.

Seja v um divisor de zero do anel de grupo RG e, seja W um submoédulo de RG com base
S ¢ G. O submodulo Wu é chamado de codigo a esquerda do divisor de zero u. No caso
em que RG ndo é comutativo, podemos também definir no anel de grupo o c6digo a direita
uW. O elemento u é chamado de gerador do codigo Wu e, este submodulo tem base Su. Os
elementos de Wu sdo chamados de palavras do codigo.
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Matriz Geradora

Seja u = > geG Qg € RG. Construimos, entdo, a RG-matriz sobre u, a qual denotamos por
M(RG,u) definida da forma:
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M(RG,u) =] 929 91.192 . 91.1971
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Teorema 2. Dada uma lista dos elementos de um grupo G de ordem n, existe um isomorfismo de

anéis entre o anel de grupo RG e as G-matrizes de tamanho n x n sobre R. Este isomorfismo é dado
por o(w) = M(RG,w).

Proof. A demonstracdo pode ser encontrada em [2]. O

Codigo sobre o grupo Diedral

Definimos anteriormente o Grupo Diedral de um poligono de n lados como sendo: D), =
(F,R: F?=R"=¢, FR = R™1F). Onde F é uma reflexdo qualquer e R é a rotacdo de 3%00, 0S
elementos de D,, sdo:

D, ={Id,R,R* ....R* '\ F FR FR? ..., FR" 1}

Note que o inverso de F R é ele mesmo. A matriz relativa aos elementos de D,, sera: [3]

Id R R?2 ... Rl |F FR FR? ... FRv 1’

Rv1 1d R ... R"? |FR FR?FR’>... F

R R?2 R3 ... Id FR-l'Fp FR ... FR"?

F FR FR? ... FR"1|]Id R R? ... Rnl

FR FR?2FR> ... F R Jd R ... Rv?

FR1F FR ... FR"2R R* RS ... Id |
A B

L onde A é uma matriz circulante e B é uma

matriz circulante reversa (Matriz de Hanke), é isomorfo ao anel de grupo sobre D,.

Assim, o espacgo das matrizes da forma

Conhecendo, entdo, um elemento divisor de zero no anel de grupo sobre D,,, podemos
facilmente construir uma matriz geradora de um cdédigo tomando as linhas linearmente
independentes de sua matriz. Se o elemento for nilpotente de ordem 2 no anel de grupo
teremos um codigo auto-dual.

Codigo Binario de Golay Extendido

Vamos verificar os parametros do cédigo sobre o Anel de Grupo Z»D19, a partir do ele-
mento v = 1+ F(R+ R?+ R*+ R°+ RO+ R + RY) € ZyD1», que é um divisor de zero em
ZoD15. Observe a submatriz B, circulante reversa, da matriz geradora construida com base
na estrutura enunciada acima:
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Este codigo sera o codigo bindrio de Golay extendido, cuja a distancia minima calculamos
utilizando o programa SageMath:

= codes.GolayCode(GF( ))

C.minimum_distance()

Os parametros do codigo gerado serdo [24,12,8].

Conclusao

Obtemos uma estrutura geral para construcao de diversos c6digos com variadas caracteris-
ticas, em especial codigos auto-duais, utilizando a teoria de anéis de grupo juntamente com
a estrutura de grupos de simetrias de poligonos regulares.
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