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Resumo

Sao definidos um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem
e 0 que € sua solucao. Posteriormente sao apresentados o conceito de
fluxos lineares e as possivels configuragcoes geométricas para os siste-
mas bidimensionais simples.

Introducao

Seja I um intervalo de a;;, b; de fun¢des continuas em I, com valores
reais ou complexos, 2,7 = 1,2,...,n, que ¢ denotado abreviada-
mente por:

i =) aij(t)z; + bi(t) (1)
j=1

Uma familia de fun¢oes reais ou complexas @1, @2, ..., @,de classe

C' num intervalo Iy C I, chama-se solucdo do sistema (1) em I se

vt € I, 22 — g7

Na equac¢ao matricial:
' = A(t)x + b(t) 2)
Se b;(t) = 0, tem-se um sistema linear homogéneo '’ = A.x

que esta associada ao campo vetorial definido pela aplicacao linear
x — A(t)x. Em particular, paran = 1e A = a € R ou C, temos

o(t) = e™.

Teorema: Para todo (tg,xg) € I X E existe um unica solucao
@(t) = p(t, ty, xg) de (2) definida em I tal que p(tg) = xy.

Fluxos Lineares: Uma aplicacdo ¢ : RzE — E de classe C*! é dita
um fluxo se (0, ) = x e p(t + s, x) = p(t, p(s,x)). Se para
cadat € R, pi(x) = (t, x) for uma apliagao linear em [E, entdo o
fluxo se chama linear e existe uma unica matriz A tal que

pi(x) = et

Proposicao: Seja a matriz A de ordem m com autovalores
A1, A2, ...y Ay, Ielacionados aos autovetores v, Uy +oey V. A matriz
V (t), cuja i-ésima coluna corresponde a solugido ;(t) = e tw; é
uma matriz fundamental de " = Awx.

Sistemas Bidimensionais Simples

Considerando A com dimensao 2 e ndo singular (a origem 0 € R é
o tnico ponto fixo do fluxo linear). O polinOmio caracteristico de A é

A\° — (tracoA)\ + det(A), com

tracoA + tracoA)? — 4det( A
At As = Vitracod) D

Com isso € possivel determinar as configuracoes geométricas
possiveis das solucoes de sistemas lineares bidimensionais simples:

Caso A (autovalores reais, distintos e nao nulos): A solucao de

x' = Ax se escreve como p(t) = ceMtv; + cpe??tv,. Pode-se ter

no atrator (A, < A\; < 0), no instavel/fonte (A5 > A\; > 0) e sela
(Ao > 0 > A\q).

\ E 2
\

(ay) né atrator

(az) né instavel (fonte)

Caso B (autovalores sao complexos conjugados): Se o autova-
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lor A\ = o + 23 € associado ao autovetor v = v; + v, entio
U = v; — 1V € um autovetor associado a um autovalor A = o« — 2.
Pela proposi¢do, p(t) = e e p(t) = e v sdo solugdes linear-

mente independentes de ' = Ax. Logo, para dimensao 2

p1(t) = 3lp(t) + @(t)] e pa(t) = 5;[e(t) — (2]

¢ uma base de solu¢des de *’ = Ax. Reescrevendo

p1(t) = e*[cos(Bt)vy — sen(Bt)vy] = Re[p(t)]
p2(t) = e™[sen(Bt)vy + cos(Bt)vy] = Im[p(t)]
Tomando ¢; = p.cos(w) e c; = p.sen(w) em p(t) = c1p1 +
C22
p(t) = e**plcos(w — Bt)vy + sen(w — Bt)v,)]
Pode-se ter centro (o = 0), foco atrator (o« < 0) e foco instavel
(o > 0).

(b1) centro (by) foco estavel

(bs) foco instavel

Caso C (autovalores sao reais, iguais e nao nulos): Se para um

dado autovalor A, ha dois autovetores associados v;, v2 linearmente
independetes,

p(t) = e(c1v1 + cav2)

Quando um autovalor de multiplicidade algébrica 2 tem apenas 1 au-
tovetor independente associado, deve-se investigar solu¢des de outras
formas além da exponencial. Para tal situacao

p(t) = e[(c1 + tep)vr + covs)

Conclusao

Apenas uma 1deia qualitativa do comportamento do fenOmeno
dinamico pode ja bastar e € esse o trunfo dos retratos de fase.

o det(4) S i
Focos estaveis Focos instaveis det(d) = _J—Ir*r.ﬁA )

. _.-.:' by r 7 "

Centros

Nos estiveis / Nds instdveis

g '4.‘_\ . i
-

Fontos de sela Pontos de sela

Referencias

[I] MONTEIRO, L. H. A. , Sistemas dinamicos. 2¢ ed., Sao Paulo:
Editora Livraria da Fisica, 2006.

[2] SOTOMAYOR, J. , Licoes de Equagoes Diferenciais Ordindrias,
Projeto euclides: IMPA-RJ, 1979.



