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Resumo

São definidos um sistema de equações diferenciais de primeira ordem
e o que é sua solução. Posteriormente são apresentados o conceito de
fluxos lineares e as possı́veis configurações geométricas para os siste-
mas bidimensionais simples.

Introdução

Seja I um intervalo de aij, bj de funções contı́nuas em I , com valores
reais ou complexos, i, j = 1, 2, ..., n, que é denotado abreviada-
mente por:

x′i =
n∑
j=1

aij(t)xj + bi(t) (1)

Uma famı́lia de funções reais ou complexas ϕ1, ϕ2, ..., ϕnde classe
C1 num intervalo I0 ⊂ I , chama-se solução do sistema (1) em I0 se
∀t ∈ I0

dϕi(t)
dt

= x′i.

Na equação matricial:

x′ = A(t)x+ b(t) (2)

Se bi(t) = 0, tem-se um sistema linear homogêneo x′ = A.x

que está associada ao campo vetorial definido pela aplicação linear
x→ A(t)x. Em particular, para n = 1 e A = a ∈ R ou C, temos
φ(t) = eat.

Teorema: Para todo (t0, x0) ∈ I × E existe um única solução
ϕ(t) = ϕ(t, t0, x0) de (2) definida em I tal que ϕ(t0) = x0.

Fluxos Lineares: Uma aplicação ϕ : RxE→ E de classeC1 é dita
um fluxo se ϕ(0, x) = x e ϕ(t + s, x) = ϕ(t, ϕ(s, x)). Se para
cada t ∈ R, ϕt(x) = ϕ(t, x) for uma apliação linear em E, então o
fluxo se chama linear e existe uma única matrizA tal que

ϕt(x) = etAx

Proposição: Seja a matriz A de ordem n com autovalores
λ1, λ2, ..., λn relacionados aos autovetores v1, v2, ..., vn. A matriz
V (t), cuja i-ésima coluna corresponde à solução ϕi(t) = eλitvi é
uma matriz fundamental de x′ = Ax.

Sistemas Bidimensionais Simples

Considerando A com dimensão 2 e não singular (a origem 0 ∈ R é
o único ponto fixo do fluxo linear). O polinômio caracterı́stico deA é
λ2 − (tracoA)λ+ det(A), com

λ1, λ2 =
tracoA±

√
(tracoA)2 − 4det(A)

2
(3)

Com isso é possı́vel determinar as configurações geométricas
possı́veis das soluções de sistemas lineares bidimensionais simples:

Caso A (autovalores reais, distintos e não nulos): A solução de

x′ = Ax se escreve como ϕ(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2. Pode-se ter
nó atrator (λ2 < λ1 < 0), nó instável/fonte (λ2 > λ1 > 0) e sela
(λ2 > 0 > λ1).

Caso B (autovalores são complexos conjugados): Se o autova-

lor λ = α + iβ é associado ao autovetor v = v1 + iv2, então
v̄ = v1− iv2 é um autovetor associado a um autovalor λ̄ = α− iβ.
Pela proposição, ϕ(t) = eλt e ¯ϕ(t) = eλ̄tv̄ são soluções linear-
mente independentes de x′ = Ax. Logo, para dimensão 2

ϕ1(t) = 1
2
[ϕ(t) + ¯ϕ(t)] e ϕ2(t) = 1

2i
[ϕ(t)− ¯ϕ(t)]

é uma base de soluções de x′ = Ax. Reescrevendo

ϕ1(t) = eαt[cos(βt)v1 − sen(βt)v2] = Re[ϕ(t)]

ϕ2(t) = eαt[sen(βt)v1 + cos(βt)v2] = Im[ϕ(t)]

Tomando c1 = ρ.cos(ω) e c2 = ρ.sen(ω) em ϕ(t) = c1ϕ1 +

c2ϕ2

ϕ(t) = eαtρ[cos(ω − βt)v1 + sen(ω − βt)v2]

Pode-se ter centro (α = 0), foco atrator (α < 0) e foco instável
(α > 0).

Caso C (autovalores são reais, iguais e não nulos): Se para um

dado autovalor λ, há dois autovetores associados v1, v2 linearmente
independetes,

ϕ(t) = eλt(c1v1 + c2v2)

Quando um autovalor de multiplicidade algébrica 2 tem apenas 1 au-
tovetor independente associado, deve-se investigar soluções de outras
formas além da exponencial. Para tal situação

ϕ(t) = eλt[(c1 + tc2)v1 + c2v2]

Conclusão

Apenas uma ideia qualitativa do comportamento do fenômeno
dinâmico pode já bastar e é esse o trunfo dos retratos de fase.
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