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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar invariantes topológicos que se
preservam em um conjunto munido de topologia, quando se troca a
topologia do conjunto por outra topologia.

Introdução

Dado um conjunto X , denotaremos em todo o texto a famı́lia de todos
os subconjuntos de X por P(X).

Definição 1. Seja X um conjunto eT ⊂ P(X). Diz-se que a famı́lia
T é uma topologia em X se, e somente se,
i) ∅ ∈ T e X ∈ T ;
ii) Se n ∈ N e U1, . . . , Un ∈ T , então U1 ∩ . . . ∩ Un ∈ T ;
iii) Se I é um conjunto qualquer de ı́ndices e Ui ∈ T , ∀ i ∈ I , então
∪i∈T Ui ∈ T .

Definição 2. Dados um conjunto X e uma topologia T em X , diz-se
que o par (X,T ) é um espaço topológico.

Exemplo 1. Seja X um conjunto não vazio. A coleção T0 = {∅, X}
é uma topologia em X denominada topologia trivial. A famı́liaP(X)

também é uma topologia em X denominada topologia discreta.

Exemplo 2. Considere X = {a, b} tal que a 6= b. A famı́lia
T s = {∅, {a}, X} é denominada topologia de Sierpinski. O con-
junto (X,T s) é denominado espaço de Sierpinski.

Exemplo 3. Seja (X,T ) um espaço topológico e W ⊂ X . A
famı́lia TW = {V ∈ P(W ) : V = U ∩W para algum U ∈ T }
é uma topologia em W chamada topologia induzida por T .
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Definição 3. Seja X um conjunto e T e S duas topologias em X .
Diz-se que:
(i) T e S são comparáveis se, e somente se, T ⊂ S ou S ⊂ T .
(ii) S é mais fraca que T (ou T é mais forte que S) se, e só se,
S ⊂ T .

Considere X um conjunto e T uma topologia qualquer em X . Note
que T é mais fraca que a topologia discreta em X e mais forte que a
topologia trivial em X , ou seja, T0 ⊂ T ⊂ P(X).

Proposição 1. Sejam (X,T ) e (Y,R) espaços topológicos. A
aplicação f : (X,T ) → (Y,R) é contı́nua se, e somente se,
f−1(V ) ∈ T , para todo V ∈ R.

Proposição 2. Sejam (X,T ), (X,S) , (Y,R) e (Y,Q) espaços
topológicos.
(i) Se f : (X,S) → (Y,R) é contı́nua e T é mais forte que S,
então f : (X,T )→ (Y,R) é contı́nua.
(ii) Se f : (X,T ) → (Y,R) é contı́nua e Q é mais fraca que R,
então f : (X,T )→ (Y,Q) é contı́nua.

Demonstração. i) Tem-se por hipótese que f : (X,S) → (Y,R)

é contı́nua, logo f−1(V ) ∈ S, para todo V ∈ R. Por hipótese
tambémS ⊂ T , donde resulta que f−1(V ) ∈ T , para todo V ∈ R.
Portanto, f : (X,T ) → (Y,R) é contı́nua. ii) Procede-se de modo
similar.

Corolário 1. Sejam (X,T ), (X,S) espaços topológicos. Se T é
mais forte que S então a inclusão i : (X,T )→ (X,S) é contı́nua.
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Definição 4. Sejam (X,T ) e (Y,R) esp. topológicos. Diz-se que:
(i) Uma aplicação f : (X,T )→ (Y,R) é um homeomorfismo en-
tre X e Y se, e somente se, f é contı́nua, bijetora e sua inversa f−1

é contı́nua.
(ii) (X,T ) e (Y,R) são homeomorfos se, e somente se, existe um
homeomorfismo f : (X,T )→ (Y,R).

Definição 5. Uma propriedade P é um invariante topológico se, e
somente se, dado qualquer espaço topológico (X,T ) que possui a
propriedade P e dado qualquer espaço topológico (Y,R) homeo-
morfo a (X,T ), tem-se que (Y,R) também possui a propriedade
P .

Definição 6. Uma propriedade P é um invariante contı́nuo direto se,
e somente se, dado qualquer espaço topológico (X,T ) que possui
a propriedade P e dada qualquer aplicação f : (X,T ) → (Y,R)

contı́nua, tem-se que a imagem direta f(X), com respeito a topologia
induzida porR, também possui a propriedade P .

É fácil verificar que todo invariante contı́nuo direto é também um in-
variante topológico. A definição abaixo é um exemplo de invariante
contı́nuo direto (ver referências) denominado conexidade.

Definição 7. Um espaço topológico (X,T ) é dito conexo se, e so-
mente se, não existem A,B ∈ T tais que A 6= ∅, B 6= ∅,
A ∩B = ∅ e X = A ∪B.

Definição 8. Seja (X,T ) um espaço topológico e x ∈ X . A união
de todos subconjuntos conexos de X que contém x é denominada
componente conexa de X com respeito a x e é denotada por Cx.
O número de componentes conexas presentes em um espaço to-

pológico é um invariante topológico (ver referências).

Teorema 1.Sejam (X,T ) e (X,S) espaços topológicos. Se (X,T )
tem P como invariante contı́nuo direto e S é mais fraca que T , então
(X,S) também tem P como invariante contı́nuo direto.
Demonstração. Segue do fato que P é invariante contı́nuo direto e que
se S ⊂ T , então a inclusão i : (X,T )→ (X,S) é contı́nua.

Por fim, será mostrado um exemplo de invariante topológico que não
é invariante contı́nuo direito. Considere X = {a, b} e T s a to-
pologia de Sierpinski em X . Como T s é mais fraca que P(X),
então a inclusão i : (X,T s) → (X,S) é contı́nua. É fácil verificar
que (X,T s) é conexo, logo possui uma única componente conexa.
Também é fácil verificar que (X,P(X)) possui duas componentes
conexas, a saber, {a} e {b}. Como os números de componentes co-
nexas de (X,P(X)) e de (X,T s) são diferentes, conclui-se que
a propriedade número de componentes conexas não se preserva pela
aplicação contı́nua inclusão, isto é, número de componentes conexas
não é invariante contı́nuo direto, embora seja invariante topológico.

Conclusão

Uma condição para que um invariante topológico seja preservado me-
diante enfraquecimento da topologia de um espaço é que este seja um
invariante contı́nuo direto.
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