
Semigrupos numéricos: Aritmética e Geometria
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Resumo

Para g ∈ N0, definimos S(g) a famı́lia de semigrupos numéricos de
gênero g e ng = ]S(g). Misteriosamente, ng se comporta assintoti-
camente como φg, onde φ é o número de ouro. Isto foi conjecturado
por M. Bras-Amorós e foi provado por A. Zhai. Uma outra conjectura
feita por ela que ainda está aberta é se ng+1 > ng, para todo g.

Introdução

Em 2008, após calcular o número ng para g até 50, Maria B. conjec-
turou certos comportamentos acerca desta sequência. Uma delas seria
sobre sua monotonicidade, que ainda está em aberto. Estudos sobre
este aspecto tem sido abordados de maneiras distintas, como por exem-
plo, contar semigrupos através do gênero e multiplicidade ou através
da contagem de lacunas pares.

Objetivos

1. Apresentar definições e resultados básicos da teoria de semigrupos
numéricos.

2. Exibir dois métodos utilizados para contar semigrupos numéricos.

3. Exibir o Resultado principal, Teorema 8.

Definições e notações

•Um subconjunto S de N0 é dito um semigrupo numérico se S é um
submonoide de N0 com respeito a soma e se N0\S é finito.

•N0\S = G(S) = {l1 < ... < lg} é o conjuntos da lacunas de S;

•g = g(S) = ]G(S) é o gênero de S;

•m(S) = min{x ∈ S| x 6= 0} é chamado de multiplicidade de
S.

•Dados S ∈ S(g). Podemos definir

G2(S) := {l ∈ G(S)| l ≡ 0mod(2)} e γ2(S) = ]G2(S).

Dizemos que S é γ−hipereliptico se γ2(S) = γ.

•Definimos também Sγ(g) = {S ∈ S(g)| γ2(S) = γ}.
•Nγ := ]Sγ(g).

Resultados

Lema 1. Se S ∈ S(g), então G(S) ⊂ [1, 2g − 1]. Em particular,
ng ≤

(2g−1
g

)
.

Teorema 2. Sejam S semigrupo numérico de gênero g > 1 e multi-
plicidadem. Então 2 ≤ m ≤ g + 1.

Teorema 3. Seja (ng) a sequência de número de semigrupos
numéricos de gênero g. Então

lim
g→∞

ng

φg
= L,

onde L e uma constante maior que 3, 78.

Teorema 4. Suponha que 2g < 3m. Então N(m − 1, g − 1) +

N(m− 1, g − 2) = N(m, g).

Teorema 5.N(m, g) é exatamente o número de composições de
m− 1 números não negativos {k1, ..., km−1} tais que g =

∑
ki.

Teorema 6. Seja S ∈ Sγ(g). Então

2g ≥ 3γ.

Desta forma, temos a seguinte decomposição S(g) =

b2g
3
c⋃

γ=0

Sγ(g) e

ng =

b2g
3
c∑

γ=0

Nγ(g).

Dado t ∈ Z, a t−translação de um semigrupo numérico S é definida
por Φ : S → Z onde Φ(s) = s se s é par e Φ(s) = s − 2t caso
contrário.
Teorema 7. Sejam S ∈ Sγ(g) e t = g − 3γ. Então Φ(S) ∈
Sγ(3γ).

Teorema 8. Se g ≥ 3γ, entãoNγ(g) = Nγ(3γ).

Segue que ng ≤ ng+1⇔
b2g

3
c∑

γ=bg
3
c+1

Nγ(g) ≤
b2g+2

3
c∑

γ=bg
3
c+1

Nγ(g + 1).

Figura 1: semigrupos γ-hieperelipticos

Conclusão

•Podemos tentar determinar o número ng usando simultaneamente o
método de contar lacunas pares e multiplicidade.

•Os métodos são interessantes pois permitem estudar temas variados.
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