Dimensao de Variedades Algebricas

Gabriela Gomes Gularte & Luis Renato Goncalves Dias

Universidade Federal de Uberlandia

gularte.gabriela@outlook.com

Resumo

O presente trabalho € uma introducao elementar a topicos de Geo-
metria Algébrica, sendo o principal tema a dimensao de variedades
algébricas. Apresentamos conceitos essenciails para compreensao do
topico e finalizamos com um resultado que garante a equivaléncia das
dimensoes algébrica e geométrica de uma variedade algébrica irre-
dutivel.

Introducao

Definicao 1. Dado I um ideal do anel de polinomios Clxq,...,x,],
definimos a variedade algébrica determinado pelo ideal I, como
sendo

V(I)={(b...,0,)eC" | f(b1y...,b) =0, paratodo f € I}.

Dado um conjunto V' c C", definimos o ideal I(V') de Clx1,...,x,]
da seguinte forma

I(V)={feClxr,...,xn]| f(bryer.,b,) =0,Y(b1y...,b,) e VY.

Definicao 2. Uma variedade algébrica V' é dita redutivel quando V é
uma reunido de variedades algébricas V7 e V5,

V =Viu Vs, V+VieV V.

Uma variedade algébrica ndo redutivel é chamada irredutivel.

Uma caracterizacao de variedade irredutiveis € dada pelo seguinte re-
sultado.

Proposicao 1. Uma variedade algébrica V' é irredutivel se, e somente
se, o ideal I(V') associado a'V é um ideal primo.

Para uma variedade algébrica V' no espac¢o afim n-dimensional C", o
anel quociente

ClV]:=Clx1y...,x,][I(V)

¢ chamado anel de coordenadas de V.

Nocoes de Algebra

Nesta se¢cao abordaremos alguns conceitos de algebra necessarios para
o calculo da dimensao algébrica de uma variedade. Sejam K e F
corpos, K € dito extensao de F' se F' c K. Utilizaremos a seguinte
notagao: F'[K.

Dado B = {X1,...,X,} € K, B¢ dito algebricamente independente
sobre F' se nao existem polinomios com coeficientes em F' zerados por

B.

AfeFly. .y ynl; f(X1,...,X5) =0
Definicao 3. Um subconjunto B de K é dito base de transcendéncia de
F[K se

i) B é algebricamente independente.

ii))B € B' e B’ ¢ um subconjunto algebricamente independente de F
entdo B = BB’
A cardinalidade de uma base de transcendéncia de F'[K é chamado
grau de transcendéncia de F'[K.
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Definicao 4.Se V' ¢ irredutivel, entdo o corpo dos quocientes f [g com
f e g no dominio de integridade

ClV]=Clx1,...,x2,]/I(V)

¢ chamado de corpo de fragcoes sobre V' e é denotado por (C[V']).

Perceba que C c (C[V']), dessa forma (C[V']) é uma extensdo de C
e assim a seguinte defini¢cao pode ser feita.

Definicao 5. O grau de transcendéncia de (C[V']) sobre C é chamado
de dimensdo algébrica de V' sobre C.

Seja V' uma variedade algébrica nao vazia qualquer. Pelo Teorema
da Base de Hilbert existe um numero finito de polindbmios fi,..., fx
que sdo geradores do ideal I(V'). Para cada @ € V, considere a matriz
0 f;/0x; de tamanho k x n avaliado em x. Seja p o maior posto que
esta matriz atinge em pontos de V.

Definicao 6. Um ponto *x € V ¢é dito ndo-singular se a matriz
(0 fi/O0x;) atinge seu posto mdximo p em x, e singular se

posto(0fi(x)/0x;)(x) < p.

A definicao acima nao depende da escolha dos polindmios geradores
de I(V).

Teorema 2. Seja V' uma variedade algébrica irredutivel. Considera-

mos My c 'V o conjunto de pontos p em que o posto de V é o mdximo
p. E sendo V1 :=V - M,, entdo

1) M é uma variedade analitica diferencidvel de dimensdo n — p;

i1) V1 é vazio ou é uma variedade algébrica propria de V',

iii)dim (V') =n - p.

A dimensdo de M é dita dimensdo geométrica de 'V .

A demonstracdo do item 2.i pode ser encontrada em [l] e as

demonstracoes dos itens 2.ii e 2.iii podem ser encontradas em [2],
Capitulo X, secdo 5.

Exemplo

Considere V' a variedade definida pelo 1deal de polinOmios gerado por
f(x,y,z) =x-y?+ z% Calculando a matriz das derivadas parciais
temos:

Vi(z,y,z)= (3% -2y 4z2°).
Vemos que o posto desta matriz € maximo e 1igual a 1 exceto no ponto
(0,0,0). Dessa forma, se escrevermos V' = M; u Vy, onde V; =
(0,0,0) e M; =V -(0,0,0), percebemos que dimM; =3 -1 = 2,
consequentemente,
dimV = 2.
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