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Resumo

Os corpos ciclotomicos desempenham um papel fundamental na Te-
orita dos Numeros Algébricos, ja que € possivel caracterizar o seu
anel de inteiros algébricos e também seu discriminante. Neste traba-
lho apresentamos e caracterizamos completamente o anel de inteiros
dos corpos ciclotomicos da forma Q((,), onde p é um niimero primo
impar.

Introducao

O mn-ésimo corpo ciclotdmico € a menor extensao de Q que contém
as raizes de f(x) = " — 1, n € N, n > 1. O niimero com-
plexo ¢, = e é uma raiz de f(x) e assim, o m-ésimo polindmio
ciclotdmico é um fator do polinomio f(x). Quando n = p, um
nimero primo impar, segue que [Q(¢p) : Q] = p — 1 e o anel de
inteiros de K = Q((,), denotado por Ok, € o conjunto formado pelos
elementos de K que sdo inteiros sobre Z, ou seja, a € Ok se, e sO se,

a € K € raiz de um polindbmio monico sobre Z.

Resultados

Provaremos que Ox = Z|(,]. Observe que Z|¢,| C Oxk. Para provar
1ss0, basta mostrar que ¢, € Ok, ja que Z C Ok e de fato, como ¢,
éraizdex? — 1 = (x — 1)(xP 1+ 2P 2+ ...+ 1) e, # 1,
segue que ¢, € raiz do polindmio P~ + xP~2 + ... + 1. Agora,
para mostrarmos que Ok C Z|(,], precisaremos de alguns resultados
e também utilizaremos a defini¢cao e propriedades de traco.

Lema 1.Se r e s sdo inteiros tais que mdc(p,rs) = 1, entdo
(¢, — 1)/(C; — 1) é um elemento inversivel de Z[Cp)|.

Demonstragdo: Como mdc(p,rs) = 1, segue que existem
m,n € Z tais que pm + rsn = 1, logo r = rpm + rrsn,
e assim, 7 = st (mod p),onde t = r°n (mod p) et € Z. As-

r_ 1 st 1
sim p — p — 1—|—C;—|—...—|—C;(t_1) € 7Z[¢p), e de modo

G —1 ¢ —1
G, — 1 G —1
analogo, — € Z[¢,]. Portanto, — é invertivel em Z[(,).
G, — 1 (s —1

Lema 2. ((1 — ¢,)Okx)?' = pOx.

Demonstragdo: Paral < ¢ < p — 1, segue que mdc(p,t-1) = 1.
¢, — 1
Cp — 1

Logo, pelo Lema 1, segue que ¢ invertivel em Z|(,], ou seja,

¢, — 1
invertivel em Oy, e assim existe a € Ok tal que Cp a = 1.
: p
Logo, (¢, — 1)a = {p — 1, e assim, ((, — 1)Ok C (¢, — 1)Ok.
Cp — 1
¢y — 1
que (¢p — 1)Ok = (¢, — 1)Ok (*). Agora, visto que p(z) =
p—1
H (x — ¢ ;) é o polindmio minimal de ¢, sobre QQ e que ¢, € uma raiz

De modo analogo, ¢ invertivel em Ok, donde concluimos

i=1
p—1
dexP 1 +...+x+1,segueque P +...+x+1 = H(w—CZ’;).
- i=1
Para x = 1, segue que p = H(l — C;), donde concluimos que
i=1

((1 — ¢,)Ok)P~! = pOk, ja que vale ().
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Lema3.(1 — ¢(,)Ox N Z = pZ.

Demonstracdo: Pelo Lema 2, segue que ((1 — ¢,)Ok)P~ = pOk.
Assim, pOx C (1 — ¢,)Oxk. Logo, pOx NZ C (1 — {,)Ox N Z.
Como pOrg N Z = pZ é um ideal maximal de Z, segue que
(1—Cp)(’)KﬂZ — pZ.ou (1—CP)OKHZ = /. Se (1—CP)OKHZ —
Z, entdo 1 — ¢, € um elemento invertivel de Ok. Assim, p € invertivel

em Okg. Como p tem inverso em (Q, segue que p tem inverso em
Z = Ok N Q, o que é um absurdo. Logo, (1 — ¢(,)Ox NZ = pZ.

Lema 4.Trg o(a(1 — (p)) € pZ, para todg a € Ok.
Demonstragdo: Cada conjugado a;(1 — ¢7) de a(1 — (p) € um
multiplo de (1—(17;) em Okg,ondez = 1,.-- ,p—1. Como 1—(;') =
(1=C) (¢ + ¢ %+ - -+ (p+1), segue que 1 — ¢ é um miltiplo
de 1 — ¢, em Ok. Como o trago € a soma dos conjugados, segue que
Tri/o(a(1—Cp)) = al(l_Cp)‘|‘a2(1_C£)+' ’ °+04p(1—€°£) —
= B(1 — ¢p), onde B € Ok. Portanto, T'rk ,p(a(1 — {p)) € Ok.
Como Z € integralmente fechado, segue que Trk /g(a(1 —¢p)) € Z.

Assim, Trg g(a(1 — ¢p)) € (1 — ¢p)Ox N Z=pZ, o que prova o
lema.

Teorema 5. O anel de inteiros de K = Q((,), onde p é um niimero
primo impar, é dado por Z,|Cp|.

Demonstracdo: Vimos que Z|[(,] C Ox. Provemos que Ox C
Z|Cp]. De fato, se o € Og C Q((p), entdio o« = ag + a1, +
co++ap 2¢P7% com a; € Q, parai € {0,1,--+ ,p — 2}. Mul-
tiplicando por 1 — ¢, em ambos os lados, segue que (1 — {,) =
a,()(l — Cp) —+ al(Cp — Cz) i ap_z(Cg_z — Cg_l). Pelo
Lema 4, temos: Trgg(a(l — () = aoTrx(l — () +
alTrK/@(Cp o CZ%) ‘|‘ **° —|— CLp—2T’I“K/@(C£_2 — Cg_l) 6 pZ.
Assim, como T'ry (¢, — ¢ ') = 0, parai € {1,2,--- ,p — 2},
segue que T'ri g(a(l — ¢p)) = agTrx /(1 — {p) = aop € pPZ,
onde ag € Z. Analogamente, como ' = (P~ € Ok, segue
que (a — ao)Cp_l =a; + alp+ - + ap_2C£_3. Multiplicando
ambos os lados por 1 — (,, segue que (o — aO)Cp_l(l — (p) =
ai(1 — ¢p) + aalp(1 — &) + -+ - 4+ ap_2¢273(1 — (p), e assim,
pelo Lema 4, Try jg((a —ao)(; (1 — () = arTrr (1 —(p) +
axTry o(Cp—C2) +- - - +ap oTrr/o(¢E~> — ¢E~?) € pZ. Logo,
a1Trk/o(1 — {p) = a1p € pZ, onde a; € 7. Prosseguindo, desta
forma, teremos que a; € Z, paracadat € {1,--:-,n}. Assim,
o € Z[Cp]. Portanto, Z|(,] = Ok.

Conclusao

Com isso concluimos que os tnicos elementos de Q(¢,) que sdo in-
teiros sobre Z sdo os elementos que estao em Z[(,].
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