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Resumo

Sistemas Dinâmicos são sistemas compostos por
EDO’s de ordem n cujas equações independem
do tempo. Neste trabalho definiremos siste-
mas dinâmicos lineares e estudaremos o com-
portamento de um dos principais exemplos desse
conteúdo: o oscilador harmônico. Ademais,
apresentaremos os cálculos e condições que nos
levaram à representação dos retratos de fase aqui
expostos.

Introdução

Definimos F (X) : Ω ⊂ Rn → Rn, onde Ω

é o domı́nio da função e X ∈ Rn. Os sistemas
dinâmicos de primeira ordem são representados
por

Ẋ = F (X) = AX + h(X).

Definição 1. Os sistemas dinâmicos lineares no
R2 são representados da forma Ẋ = AX +

h(X), onde a função h(X) é nula, ou seja,
igual a zero, assim sendo, podemos reescrever
a equação da seguinte forma:

Ẋ = AX ,

onde A ∈ M2(R) com coeficientes constantes.
É equivalente escrever{

ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy
. (1)

Definição 2. O ponto crı́tico X = (0, 0) ∈ R2

é o único ponto de equilı́brio do sistema no qual
Fi(X) = 0, para i = 1, 2.
Resolvendo (1) pelo método de eliminação, ob-
temos:
d2x

dt2
− (a+ d)

dx

dt
+ (ad− bc)x = 0. (2)

Deste modo, dada a matrizA =

(
a b

c d

)
, deno-

taremos (a+d) = Θ por traço, e (ad−bc) =

Γ = det(A).
Conseguimos, assim, relacionar (2) com o po-

linômio caracterı́stico na forma:

P (λ) = λ2 −Θλ+ Γ = 0, (3)

onde λ raı́zes do polinômio são chamados auto-
valores ou valores próprio.
Teorema 1. Sejam X = (0, 0) o ponto crı́ctico
do sistema linear, φ(t) a solução do sistema,
Θ = (a + d) e Γ = det(A), classificamos
X = (0, 0) como:
1. assintitocamente estável se Θ < 0 e Γ > 0;

Na condição de ∃ δ0 > 0 tal que, se ‖φ(t)−
X‖ < δ0, então

lim
t→∞

φ(t) = X.

2. estável se Θ = 0 e Γ > 0;
Na condição de, dado ε > 0 e δ > 0,
para toda solução φ(t) que satisfaça t = t0,
tem-se que, se ‖φ(t0) − X‖ < ε, então
‖φ(t)−X‖ < δ, para todo t ≤ t0.

3. instável se Θ > 0 e Γ < 0; Na condição de,
∃ ε > 0 tal que, ∀ δ > 0 tem-se que, se
‖φ(t0)−X‖ < δ, então ‖φ(t)−X‖ > ε,
para algum t > t0.

A demonstração do teorema acima se encon-
tra em [1]. A tabela abaixo resume todas as
condições apresentadas.

Figura 1: AE: Assintoticamente Estável; PS: Ponto de
Sela; PE: Ponto Espiral

Oscilador Harmônico Simples

Nessa seção trabalharemos com o oscilador
harmônico simples, um dos principais exemplos
dentro do estudo de sistemas dinâmicos lineares.
De [1], temos que a equação de um oscilador
harmônico referente à (2) é dada por:

d2x

dt2
+
b

m

dx

dt
+
k

m
x = 0 (4)

O caso que será exemplificado aqui se restringirá
às condições de m = 1 (massa) e b = 0 (velo-
cidade escalar). Isto posto, podemos reescrever
(4) da forma:

d2x

dt2
= −kx (5)

Adotando k > 0. Chamaremos dx
dt

= y para
que possamos obter o seguinte sistema:{

dx
dt

= y
dy
dt

= −kx
. (6)

Para iniciarmos o estudo, por definição temos
que encontrar os valores de Θ e Γ, portanto es-
creveremos o nosso sistema na forma matricial[

dx
dt
dy
dt

]
=

[
ẋ

ẏ

]
=

[
0 1

−k 0

] [
x

y

]
(7)

e encontraremos Θ = 0 e Γ = k. Ainda mais,
de (3) podemos encontrar ∆ = −4k referente
ao polinômio P (λ) = λ2 + k = 0.
Como ∆ < 0, obtemos duas raı́zes complexas

conjugadas da formaα+βi, ondeλ1 = +i
√
k

e λ2 = −i
√
k são soluções da equação do se-

gundo grau em λ. E logo poderemos obter as
trajetórias das órbitas correspondentes à esse sis-
tema no retrato de fase que seguirá as condições
apresentadas em Figura 1.
Para analisarmos o comportamento das órbitas

do nosso sistema, multiplicamos as duas
equações de (6) e resolvemos a EDO encontrada

dx

dy
= −

y

kx
⇒ kxdx+ ydy = 0

Aplicando integral, encontramos

k
x2

2
+
y2

2
= C.

Note que a equação encontrada se assemelha
muito à equação de uma elipse, logo, fazendo
as devidas alterações, obtemos

x2

(
√
C
k
)2

+
y2

(
√
C)2

= 1, (8)

com C constante.
Analisando Figura 1, somos capazes de cons-

truir os seguintes retratos de fase.

Figura 2: 0 < k < 1

Figura 3: k = 1

Figura 4: k > 1

Conclusão

Os sistemas dinâmicos, portanto, nos possibili-
tam estudar o comportamento de um fenômeno
em determinado tempo, seja ele variante (ou
seja, há alterações no sistema estudado com o
decorrer do tempo, por exemplo, perda de massa
por parte do objeto que está sendo analisado,
como é o caso de um foguete em sua fase propul-
sada) ou invariante e, no caso dos sistemas linea-
res, aproximar, por meio de equações algébricas
e diferenciais, uma modelagem que nos permita
conhecer qual o comportamento esperado para
aquele sistema em um determinado t que quei-
ramos saber.
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