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Resumo

Sistemas Dinamicos sao sistemas compostos por
EDQO’s de ordem n cujas equacoes independem
do tempo. Neste trabalho definiremos siste-
mas dinamicos lineares € estudaremos o com-
portamento de um dos principais exemplos desse
conteudo: o oscilador harmOnico. Ademais,
apresentaremos os calculos e condi¢des que nos
levaram a representacao dos retratos de fase aqui
eXpostos.

Introducao

Definimos F'(X) : @ C R®™ — R"™, onde 2
€ 0 dominio da funcao e X & R"™. Os sistemas
dindmicos de primeira ordem sdo representados
por

X = F(X)=AX + h(X).

Definicao 1. Os sistemas dindmicos lineares no
R2 sdo representados da forma X = AX +
h(X), onde a funcdo h(X) ¢ nula, ou seja,
igual a zero, assim sendo, podemos reescrever
a equacdo da seguinte forma.

X = AX,

onde A € Ms(R) com coeficientes constantes.
E equivalente escrever
T = ax + by
. (1)
Yy = cx + dy
Definicédo 2. O ponto critico X = (0,0) € R~
é o unico ponto de equilibrio do sistema no qual
F;(X) =0, parat = 1, 2.
Resolvendo (1) pelo método de eliminacgao, ob-
temos:

d*x dx

T2 (a + d) o7 (ad — bc)x = 0. (2)
Deste modo, dada a matriz A = (CCL Z) , deno-
taremos (a+d) = O por traco, e (ad—bc) =
I' = det(A).

Conseguimos, assim, relacionar (2) com o po-
linomio caracteristico na forma:

PA) =X —0OX+T =0, (3)

onde A raizes do polindOmio sao chamados auto-
valores ou valores proprio.

Teorema 1. Sejam X = (0, 0) o ponto crictico
do sistema linear, ¢(t) a solucdo do sistema,
= (a+d) el = det(A), classificamos
X = (0,0) como:
[. assintitocamente estavel se ® < 0el’ > O;
Na condigdo de 3 §g > 0 tal que, se ||p(t) —
X || < &g, entdo

tli)m P(t) = X

2.estavel se ® = 0el > 0;
Na condicdo de, dado e > 0e o > 0,
para toda solucdo ¢(t) que satisfaca t = t,
tem-se que, se ||p(tg) — X|| < e, entdo
|p(t) — X || < 9, para todo t < t,,.

3. mstavel se ® > 0el < 0; Na condicdo de,

d e > 0 tal qgue, V. 0 > 0 tem-se que, se

(o) — XI| < 8, entao [|p(£) — X|| > e,
para algum t > 1.

A demonstracao do teorema acima se encon-
A tabela abaixo resume todas as
condi¢Oes apresentadas.

tra em |[1].

Discriminante  Autovalor Tipo de Ponto  Estabilidade
de Equilibrio

Al > A >0 No Instavel

A>0 Al < Ay <D NoO AE
A1 0.2 PS Instavel
AL =2As >0 No Instavel

=] A=A <0 No AE
A= L35

A<O a > 0(01) PE Instavel
a < 0 (1) PE AE
a=10 Centro Estavel

Figura 1: AE: Assintoticamente Estavel; PS: Ponto de
Sela; PE: Ponto Espiral

Oscilador Harmonico Simples

Nessa secao trabalharemos com o oscilador
harmonico simples, um dos principais exemplos
dentro do estudo de sistemas dinamicos lineares.
De [1], temos que a equacdao de um oscilador
harmonico referente a (2) € dada por:

d’c bdx k
| F—x =0 (4)
dt? mdt m
O caso que sera exemplificado aqui se restringira

as condi¢oes de m = 1 (massa) e b = 0 (velo-
cidade escalar). Isto posto, podemos reescrever
(4) da forma:

d*x

dt?
Adotando £k > 0. Chamaremos ‘fif = 1y para
que possamos obter o seguinte sistema:

= —kx (5)

dr

a Y

dy _ __

o = —kx
Para iniciarmos o estudo, por definicao temos
que encontrar os valores de ® e I', portanto es-

Creveremos 0 nosso sistema na forma matricial

(6)

T 0 1] [x
gy _ _,y°_ - _kO _y_ (7)
e encontraremos ©® = 0 e I' = k. Ainda mais,
de (3) podemos encontrar A = —4k referente

a0 polindmio P(A\) = A + k = 0.

Como A < 0, obtemos duas raizes complexas
conjugadas da forma a+ /32, onde A\; = —I—i\/E
e Ao = —ivk sdo solucdes da equacio do se-
gundo grau em A. E logo poderemos obter as
trajetorias das Orbitas correspondentes a esse sis-
tema no retrato de fase que seguira as condi¢oes
apresentadas em Figura 1.

Para analisarmos o comportamento das Orbitas
do nosso sistema, multiplicamos as duas
equacoes de (6) e resolvemos a EDO encontrada

dx Y
— = = kxdx + ydy = 0
dy kx
Aplicando integral, encontramos
2 2
k— + 2 =C.

2 2

Note que a equacdo encontrada se assemelha
muito a equacdo de uma elipse, logo, fazendo
as devidas alteragdes, obtemos

2132 y2

(1/9)? (VO)?

com C' constante.
Analisando Figura 1, somos capazes de cons-
truir os seguintes retratos de fase.

=1, (3)

Figura2: 0 < k<1

—E
I
-

Figurad: k > 1

Conclusao

Os sistemas dinamicos, portanto, nos possibili-
tam estudar o comportamento de um fenOmeno
em determinado tempo, seja ele variante (ou
seja, ha alteracoes no sistema estudado com o
decorrer do tempo, por exemplo, perda de massa
por parte do objeto que esta sendo analisado,
como € 0 caso de um foguete em sua fase propul-
sada) ou 1nvariante e, no caso dos sistemas linea-
res, aproximar, por meio de equacoes algébricas
e diferenciais, uma modelagem que nos permita
conhecer qual o comportamento esperado para
aquele sistema em um determinado t que quei-
ramos saber.
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