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Resumo

Uma explicação satisfatória para a descrição dos nı́veis de energia
atômico foi alcançada por Uhlenbeck-Goudsmit e Thomas, cujo for-
malismo hamiltoniano foi proposto posteriormente por Pauli. Di-
vergências surgiram na busca por uma construção covariante desta te-
oria, porém, com o intuito de explicá-la Thomas comparou as taxas de
variação do spin no laboratório e em um observador que acompanha a
partı́cula. A relação resultante foi a famosa fórmula da precessão de
Thomas.

Modelo clássico do elétron com spin

Uhlenbeck-Goudsmit e então Thomas [1] mostraram que
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junto com a regra de quatização de Bohr do movimento angular possi-
bilitam uma descrição satisfatória dos nı́veis de energia atômico. Pauli
notou que (1) e (2) seguem do formalismo Hamiltoniano
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com os colchetes canônicos (mostramos apenas os não nulos)

{xi, pj} = δij {Si, Sj} = εijkSk (4)

Com a formulação Hamiltoniana, Pauli construiu a mecânica quântica
do elétron com spin respeitando a regra de quantização de Dirac

[ẑA, ẑB] = i~{zA, zB}
∣∣
z→ẑ (5)

onde os operadores são

p̂ = −i~∂i, x̂i = xi, Ŝi =
~
2
σi (6)

Substituindo as variáveis clássicas de (3) pelos operadores, Pauli ob-
teve o Hamiltoniano quântico
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e mostrou que a mecânica quântica resultante reproduz os nı́veis de
energia atômico, [2].

Formalismo covariante

Assumindo que o 3-vetor de spin Si é a parte espacial de um 4-tensor
de spin Sµν, a teoria covariante
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resulta na seguinte dinâmica:
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enquanto (1) permanece o mesmo. Além dessas diferenças, para que
a condição covariante SµνPν = 0 seja satisfeita são necessárias as
alterações

{xi, Sj} = piSj−δij(p,S)
(mc)2

{Si, Sj} = εijk
(
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(mc)2

)
(11)

enquanto {pi, pj}, {xi, pj} e {pi, Sj} permanecem canônicos. A
partir da regra de quantização de Dirac (5), os comutadores dos opera-
dores hermitianos
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estão em correspondência com os colchetes não canônicos já calcula-
dos. Para o último comutador, obtemos
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εijkŜk

(5)
=⇒ {xi, xj} =

1

(mc)2
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completando assim nossa coleção de colchetes da teoria covariante.

Equivalência entre formulações de Pauili e covariante

Substituindo os operadores em Aµ(x̂i) e expandindo a expressão re-
sultante em séries até a ordem 1/c2, obtemos

eA0(x̂i) = eA0(xi) +
e

2(mc)2
(Ŝ, [Ê, p̂]) (15)

Substituindo as variáveis clássicas do hamiltoniano (9) pelos operado-
res hermitianos, o hamiltoniano quântico da teoria covariante será o
mesmo que (7). Portanto as teorias são equivalentes a nı́vel quântico.
Além disso, definindo

pic = pi, xic = xi +
1

2(mc)2
εijkpjSk (16)

SiT = Si +
1

2(mc)2
[p, [p, S]]i (17)

transformações (16) e (17) caracterizam {xic, pic, SiT} com colchetes
canônicos. O hamiltoniano fı́sico da teoria covariante, (9), escrito em
termos destas variáveis transforma-se no hamiltoniano de Pauli. Por-
tanto as teorias são equivalentes a nı́vel clássico.

Conclusão

O spin de Thomas (17) é uma quantidade do espaço de fase construı́do
a partir do formalismo covariante e seu papel nesta teoria é coincidir
numericamente com o spin de Frenkel no observador acompanhante.
Entretanto ST não se estende a este formalismo covariante, consequen-
temente, (17) é valida somente no laboratório.
Embora a justificativa de Thomas tenha sido amplamente aceita [3],

ressaltamos que sua fórmula relaciona quantidades em sistemas de
coordenadas diferentes, o que não se aplica nesse contexto. Mesmo
assim, pode-se computar uma precessão da taxa de variação do spin
quando escolhido certos referenciais.
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