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Resumo

Nesta apresentação estudaremos os corpos locais, que são, quaisquer ex-
tensão de corpos finita de Qp, o corpo dos números p-ádicos, ou Fp((t)),
o corpo das séries de potências de Laurent. Em seguida, definiremos uma
métrica nesses corpos, e com isso interpretaremos as somas infinitas como
séries convergentes nesta métrica, e analisaremos suas propriedades.

Introdução

Os corpos locais foram introduzidos por Kurt Hensel em 1897, o qual bus-
cava técnicas e ideias para resolver problemas em teoria dos números. A
partir daı́, eles foram aplicados em diversas outras áreas, como geometria
algébrica, teoria de representação, álgebras de divisão e formas quadráticas.

Objetivos

Nosso objetivo será caracterizar as extensões finitas de Qp e Fp((t)), ou
seja, os corpos locais. Primeiramente estudaremos as extensões quadráticas
em Qp e por fim veremos um resultado que nos permitirá concluir que em
geral um corpo local L possui estrutura similar a Qp ou a Fp((t)).

Para começar...

Seja p um número primo, o corpo dos números p-ádicos Qp é o conjunto
dos números α representados por:

α = an0
pn0 + an0+1p

n0+1 + · · ·+ a1p+ a2p
2 + · · · ,

com 0 ≤ ai < p ∀i ≥ n0 e n0 ∈ Z. Assim, veja que somar em Qp é um
pouco diferente, por exemplo, observe a seguinte soma em Q2:

1 + (1 + 2 + 22 + 23 + · · · ) = 2 + 2 + 22 + 23 + 24 · · ·
= 23 + 23 + 24 + · · · = · · · = 0

A métrica p-ádica
Definimos a norma p-ádica em Qp por ‖α‖p = p−v(α) para α ∈ Qp.
Onde, v é a valorização p-ádica, definida por v : Qp −→ Z

⋃
{∞}

α 7→ min{n ∈ Z ; an 6= 0} , se α 6= 0 e v(0) =∞.
Com isso, podemos decompor a ∈ Qp por

a = pn · u | u ∈ Q×p (os inversı́veis em Qp) , n ∈ Z.
Note que, analogamente, podemos definir uma métrica em Fp((t)), o con-

junto dos elementos da forma

an0
tn0 + · · ·+ a1t+ a2t

2 + · · · , com n0 ∈ Z e ai ∈ Fp ∀i ∈ N.
Desse modo, trabalhando nessas definições, podemos concluir:

Proposição 01: Seja a ∈ Zp, então a é um quadrado perfeito se, e só se, n
é par e u (mod p) é um quadrado perfeito em Fp .
Proposição 02: Sejam u, v ∈ Z×p e se umod p /∈ F2

p então teremos:
vmod p ∈ F2

p⇐⇒ u · vmod p /∈ F2
p.

Resultados

Proposição: Existem apenas 3 extensões quadráticas em Qp , p ≥ 3.
Demonstração. De fato, defina a relação de equivalência ~: a ~ b ⇐⇒
a · b ∈ (Qp)2

Daı́ se a = pn · v ∈ Qp onde v ∈ Q×p . Com as proposições 01 e 02,
concluı́mos que:
•Se n for par e (vmod p) ∈ F2

p teremos que a ∈ 1.
•Se n é impar e (vmod p) ∈ F2

p teremos que a ∈ p.
•Se n é par e vmod p) /∈ F2

p teremos que a ∈ u.

Segue que

Qp�~ = {1, p, u, up ; onde (umod p) /∈ F2
p}.

Com isso, definimos um homomorfismo Ψ : Qp −→ Qp�~

a = pnv 7−→


1 Se n = 2k, k ∈ Z e (vmod p) ∈ F2

p

p Se n = 2k + 1, k ∈ Z, e(vmod p) ∈ F2
p

u Se n = 2k, k ∈ Z, e (vmod p) /∈ F2
p

Desse modo o núcleo de Ψ é Q2
p e com isso Qp

Q2
p
' {1, p, u, pu}.

Portanto, temos as seguintes extensões quadráticas em Qp :

Qp(
√
u), Qp(

√
p), Qp(

√
pu) com (umod p) /∈ F 2

p .

Teorema da Valorização Highlander
Teorema. Dado K um corpo completo avaluado discretamente com uma
valorização v e L uma extensão finita de K. Então existe uma única
valorização w em L extendendo v, dada por

w(x) =
1

[L : K]
· v(NL/K(x)) para x ∈ L

Demonstração. Sejam A o anel de valorização de K, i.e., A = {x ∈
K ; v(x) ≥ 0} eB o fecho integral deA em L.
X O anel de valorização de L é

B = {x ∈ L ; NL|K(x) ∈ A} = {x ∈ L; v(NL|K(x)) ≥ 0} (∗)
De fato, sejamx ∈ L comNL|K(x) ∈ A e f(t) = tn+· · ·+a0 ∈ K[t]

seu polinômio minimal, podemos verificar que

v(a0) ≥ 0 ⇐⇒ a0 ∈ A,
e que, com isso, f(t) ∈ A[t], daı́ segue que x ∈ B. Reciprocamente,
como A é um DFU, A é normal e portantoNL|K(b) ∈ A ∀ b ∈ B.
X w é uma valuação (com anel de valorizaçãoB), i.e., dados x, y ∈ L:

1.w(xy) = w(x) + w(y).
2.w(x) =∞ ⇐⇒ x = 0.
3.w(x+ y) ≥ min{w(x), w(y)} (detalharemos o item 3):

Com efeito, por (∗) temos que w(x) ≥ 0 =⇒ w(x+ 1) ≥ 0 pois

w(x) ≥ 0 =⇒ x ∈ B =⇒ 1 + x ∈ B =⇒ w(1 + x) ≥ 0.

Assim, se w(x) ≥ w(y), pelo item (1) temos que w(x/y) ≥ 0.

Daı́ (∗) certifica que w(1 + x/y) ≥ 0 e pelo item (1) novamente

w(1 + x/y) + w(y) ≥ w(y) =⇒ w(x+ y) ≥ w(y).

X Por fim,w é única. Segue do fato de que se duas valorizações diferentes
w e w′ estendendo v então elas não serão equivalentes.

Conclusão

Corpos locais possuem propriedades valiosas e interessantes refletindo em
sua grande aplicabilidade. Ademais a área geometria-algébrica-aritmética é
ampla e possui referências mundiais em sua pesquisa, por exemplo, o ma-
temático Peter Scholze, contemplado com a medalha Fields no ICM-2018.
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