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Introducao

Fixado um alfabeto finito A, para cada inteiro n € N, a n-complexi-
dade de uma sequéncia infinita € = (&;)icz € A% é definida como
sendo o numero de palavras distintas da forma &;€;411° - &j+n—1
ocorrendo em &. Em 1938, Morse ¢ Hedlund [8] provaram um dos re-
sultados mais cé€lebres em dindmica simbolica, que estabelece uma co-
nexao entre sequéncias periddicas (sequéncias em que existe m > 1
tal que &1y = &; para todo @ € Z) e complexidade. Deno-
tando por Pg¢(n) a n-complexidade de &, Morse e Hedlund provaram
que & € A” ¢ periddica se, e somente se, existe n € N tal que
P:(n) < n.

Uma extensao natural da funcao complexidade para altas dimensoes
€ obtida ao considerar, no lugar de palavras, hiper-retangulos de sim-
bolos, i.e., a (n1 X -+ X ng)-complexidade de uma configuragao
N = (Ng)geze € AZ" ¢ 0 ndmero de motivos distintos de tamanho
n, X -+ X ng ocorrendo em 7. Com relacao a periodicidade, uma
extensao natural para altas dimensoes € dizer que 7 € periddica quando
existir um vetor h € (Z%)* tal que 174, = 1, paratodo g € 7.

Denotando por P,(11,...,74) a (11 X -+ X ng)-complexidade
den € AZ a conjectura de Nivat [9] € apenas a generalizacao natural
do Teorema de Morse-Hedlund para o caso bidimensional.

Conjectura de Nivat (1997). Dado n € AL se existem n,.k € N
tais que Pp(n, k) < nk, entdo 1 é periodica.

A Conjectura de Nivat tem sido intensivamente estudada nos ulti-
mos 16 anos. O primeiro passo na dire¢ao de uma prova para a con-
jectura fo1 dado por Sander e Tiydeman [11]: eles mostraram que se
P,(n,2) < 2n paraalgum n € N, entio n € A% ¢ periddica.
Sander e Tiydeman [12] também deram contra-exemplos do analogo
da Conjectura de Nivat em altas dimensdes, 1.e., eles mostraram que,
para d > 3, existem configuragdes aperiddicas n € {0, 1}Zd tais que

P,(n,...,n) =2n%1 4+ 1.

Sejan € A% e suponha que existem n, k € N tais que P,(n,k) <
nk/C'. Foi provado que 1) € periddica para C = 144 em [5] e para
C = 16 em [10].

O melhor resultado conhecido até 2017 fo1 obtido por Bryna Kra e
Van Cyr [4]. Usando a no¢ao de subespacos expansivos introduzida
por Boyle e Lind, eles lancaram uma nova luz na direcdo de uma
prova para a Conjectura de Nivat ao relacionarem subespagos nao-
expansivos a periodicidade. Em particular, eles provaram que se exis-
tem n, k € N tais que

1
P,(n, k) < Enk,

entdo 1 € AZ é periddica.

Nossas Contribuicoes

Nosso resultado principal [2] € um melhoramento alfabético do re-
sultado de Bryna Kra ¢ Van Cyr. NOs consideramos a fun¢ao com-
plexidade com respeito a uma classe de conjuntos mais geral do que
retangulos, chamados conjuntos quase-regulares. No caso particular
de retangulos, ndés provamos que, para uma configuracao n &€ A%
contendo todas as letras de A, se existem nn, &k € N tais que
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onde | A| denota a cardinalidade do alfabeto A, entdo 7 € periddica.
Aqui esta um exemplo de configuracao que satistaz (1) mas nao sa-
tisfaz a condicdo do Teorema de Kra-Cyr. Seja A o alfabeto for-
mado pelas cores “branco” e “vermelho” e defina n & AZ* como
ng = “vermelho” se g = (a,a) + b(>_,_¢,0), onde a € Z,
bec {-1,0,1}ec > 6,en, := “branco” caso contrario. Note
que
P,(n,k) =n+k

paran + k < 7 e que, das simetrias dessa configuracao,

1
Pn(n,k):n—l—k+§(n—|—k—7)(n—|—k—6)

parann+ k > 7. Nao € dificil verificar que nao existem n, k € N tais
que Py(n, k) < %nk Contudo, P,(3,4) =7 = % 12+ |A| — 1.

Figura 1: Representacao da configuragao 7.
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