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Introdução

Em Análise Harmônica, as principais propriedades do espaço
BMO(Rn) são que (H1(Rn))∗ = BMO(Rn), no qual H1(Rn)
representa o espaço de Hardy para p = 1 e também o fato de repre-
sentar um potencial substituto para o espaço L∞(Rn) no estudo da
continuidade de certos operadores.
O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstração, devida

a Alvarez e Milman em [1], sobre a continuidade L∞(Rn) −
BMO(Rn) de uma classe de operadores do tipo CZ, conhecidos por
operadores de Calderón-Zygmund fortemente singular.

O espaçoBMO(Rn)

Definição 1. Seja f ∈ L1
loc(R

n) e denote por fB =
1

|B|

∫
B

f(x)dx

a média de f em uma bola qualquer B ⊂ Rn. Dizemos que
f ∈ BMO(Rn) se

1

|B|

∫
B

|f(x)− fB|dx ≤ A, ∀B ⊂ Rn. (1)

Definimos a norma ‖ · ‖BMO como sendo a menor constante A que
satisfaz a desigualdade (1).

Exemplo 1.L∞(Rn) ( BMO(Rn) e a recíproca não é válida pois
f(x) = log |x| ∈ BMO(Rn) mas não pertence a L∞(Rn).
Equivalentemente podemos definir BMO(Rn) por meio da função

maximal sharp. Para f ∈ L1
loc(R

n), defina

M#f(x) := sup
x∈B

1

|B|

∫
B

|f(y)− fB|dy,

no qual o supremo é tomado sobre todas as bolas (ou cubos) que con-
tém x. Dizemos que f ∈ BMO(Rn) se M#f ∈ L∞(Rn) e
‖f‖BMO = ‖M#f‖∞.
Proposição 1. Se f ∈ BMO(Rn), então

1

2
‖f‖BMO ≤ sup

B
inf
a∈C

1

|B|

∫
B

|f(x)− a|dx ≤ ‖f‖BMO.

Assim, podemos dizer que f ∈ BMO(Rn) se e somente se existe
uma constante aB tal que

1

|B|

∫
B

|f(x)− aB|dx ≤ C

uniforme emB.

Operadores de Calderón-Zygmund do tipo Fortemente Singular

Motivados pelo operador multiplicador cujo símbolo é dado por
ei|ξ|a/|ξ|β e resultados de Fefferman e Stein em [3], Alvarez e Mil-
man em [1] definiram de forma geral os operadores de Calderón-
Zygmund do tipo fortemente singular.
Definição 2. Seja T : S(Rn) → S′(Rn) um operador linear e con-
tínuo. Dizemos que T é um operador de Calderón-Zygmund do tipo
fortemente singular quando:

(i)T se estende a um operador contínuo em L2(Rn);
(ii) Formalmente T pode ser representado para f ∈ L2

c(R
n) por

Tf(x) :=

∫
K(x, y)f(y)dy, x /∈ supp(f)

no qualK(x, y) ∈ C(Rn × Rn\∆) tal que

|K(x, y)−K(x, z)|+|K(y, x)−K(z, x)| ≤ C
|y − z|δ

|x− z|n+δ/α

para algum 0 < δ ≤ 1, 0 < α < 1 e |x− z| ≥ 2|y − z|α.
(iii) Para algum (1 − α)n/2 ≤ β < n/2, os operadores T e

T ∗ são estendidos continuamente de Lq(Rn) em L2(Rn) para
1/q = 1/2 + β/n.

Exemplo 2. A classe de operadores Pseudo-diferenciais OpS−bρ,δ(Rn)
no qual 0 < δ ≤ ρ < 1 e (1−ρ)n/2 ≤ b < n/2 são operadores
de Calderón-Zygmund do tipo fortemente singular.

Teorema 1. Seja T um operador de Calderón-Zygmund do tipo for-
temente singular. Então T se estente a um operador limitado de
L∞(Rn) emBMO(Rn).
Demonstração. Seja B = B(z, r) ⊂ Rn. Mostraremos que existe
uma constante CB tal que

1

|B|

∫
B

|Tf(x)− CB|dx ≤ C ‖f‖∞. (2)

Suponha r ≤ 1. Denote por Bα = B(z, 2rα) e f = f1 + f2, no
qual f1 = fχBα e f2 = fχ(Bα)c. De (iii) temos que T é um opera-
dor contínuo de L2(Rn) em Lq

′
(Rn) no qual 1/q′ = 1/2 − β/n.

Assim, para f1 temos∫
B

|Tf1(x)dx| ≤ ‖Tf1‖q′ · |B|1/q

≤ C ‖f1‖2 · |B|1/q

≤ C ‖f‖∞ · |B|α/2+1/q.

Como r ≤ 1 e α/2 + 1/q − 1 ≥ 0, então
1

|B|

∫
B

|Tf1(x)|dx ≤ C ‖f‖∞. (3)

Para f2 note que se |y − z| > 2rα e |x − z| < r, então
|y − z| > 2|x − z|α e podemos fazer uso da estimativa pontual
(ii) do núcleo para obter que∫

Rn
|K(x, y)−K(z, y)||f2(y)|dy ≤ C ‖f‖L∞. (4)

Considere CB = Tf2(z). De (4) obtemos∫
B

|Tf2(x)− CB|dx =

∫
B

∫
|K(x, y)−K(z, y)||f2(y)|dydx

≤ C ‖f‖∞|B|. (5)

De (3) e (5) obtemos (2). A demonstração para r > 1 segue de forma
análoga decompondo a função f emB∗ = B(z, 2r) e Rn\B∗.
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