Construcoes de reticulados via polinomios
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Resumo

No presente trabalho, apresentamos constru¢oes de reticulados via po-
lindmios, onde obtemos reticulados com densidade 6tima.

Introducao
Sejam vy, * -+ , v, vetores de R™ linearmente independentes sobre Z.
Um reticulado com base B = {vy, -+ , v, } € definido como o con-

junto dos elementos de R™ da forma

A — {mzZaivi, com a; EZ}.

i=1
Se v; = (V15 Vizy*** 5 Vin), parat = 1,2, -+ ,n, amatriz
V11 V12 °°* Vin
V21 V22 *°* U2
M = N
§ $ $
Unl Un2 **° Unn

¢ chamada matriz geradora do reticulado. O volume do reticulado A €
definido como o moddulo do determinante da matriz geradora, ou seja,

vol(A) =| det(M) | .

O nimero p(A) = man{|A|; A € A, A # 0} estd bem definido
e p = p(A)/2 é o maior raio para o qual € possivel distribuir esferas
centradas nos pontos de A e obter um empacotamento. O numero p €
chamado raio de empacotamento do reticulado.

Se B(p) € a esfera com centro na origem e raio p, entao a densidade
de empacotamento de A € dado por

vol(B(p)) _ vol(B(1))p"
vol(A) | det(M) |

INOE

Construcao de reticulados de dimensao 2

Seja 0 polindmio p(x) = x° + a1z + a9 € Z[x] com raizes reais e
distintas @ € 3. Seja A, C R? o reticulado gerado pela base {v1, v2},
onde v; = (a,3) e v = (B, ). A matriz geradora de A, é dada
por

M = (gg) e det(M) = —a? — 32 = bVA.

Se v = x1v1 + T2V9, cOM L1, T2 € Z, entao

| v [I°= aj(z1 + 22)* — 2a0(z1 — x2)°.
Se a§ = 6ay, entdo

| v ||*= 6ag(x1 + x2)* — 2a¢(T1 — T2)°.

O valor || v ||?= 4ag é o valor minimo quando ©; = 1 e x5 = O.
Como

. Amzn . 40,0
p=— =
seguc quc
5(A ) — pz — ( 3010)2 _ aO _ ]_
7 det(M) |~ 2vBay 2vBay 23

que € a densidade de centro 6tima para a dimensao 2.

Construcao de reticulados de dimensao 3

Sejam p(x) = x° + aszx® + asx + ag com ag, a1, a € Z[x]
e a, 3,7 € C as raizes de p(x). Se A, C R® é o reticulado
gerado por {Ulv U2, ’03}, onde v = (aa B, ’7)3 U2 — (79 &, /6) C
v3 = (B, ~, ), entdo
a7
M=|~vapB|. e det(M)= —ay(a;— 3a,).
By a

Se v = x1v1 + T2V3 + X33 € A, onde 1, 2, T3 € 7, entao

| v |I°= (a3 — 2a1)(x]{ + x5+ x3) + 2a1(T1T2 + T123 + Ta3).
Se a5 = 4a; e ap(18aias — 4a3 — 27ay) > 0, entdo

| v sz 2a1(a3§ + :133 + azg + T1x2 + 13 + T2T3).

Assim, || v ||?= 2a; é o valor minimo quando 1 = 1 e &y = X3 =
0. Logo,
L Amzn e 2a/l

=y T

Como
det(M)| = | — az(a; — 3a1)| = |a1az|,
3 v2a:\3 2v/2a,/a; 1
s(a) =L _La) s

2 _
[det(M)|  |aiaz| 2a1v/ar 4V2
que € a densidade de centro 6tima para a dimensao 3.

Construcao de reticulados de dimensao 4

Sejam p(x) = z*+ a3z’ + asx’®+ a1 + ag, com ag, ai, asz, az €
Zlxle a,B,v,w € Rasraizesde p(x)ed = o+ B + v + w.
Seja o reticulado A, do R* gerado pelos vetores {vy, v2, v3, v4},
onde v; = (4,—0,0,0), vo = (0,9,6,0), v3 = (0,0,0,6) e
vy = (0,0, 0,0). A matriz geradora de A, é dada por

0 —000
|0 46 60 o4
M = 00 858 e det(M) = 2a".

0 0 00

Se v = x1V1 +X2V2+x3V3+ X4v4 € A, Onde X1, T2, X3, T4 € Z,
entao

| v ||?= 6°((x14+T4)* + (—x1 +x2) 2+ (o +23)° + (T£3+74)?).

Assim, || v ||*= 26% = 2a* é o minimo com x; = =z, = 1,
r3 = —1exy = 0. Como
_Amzn_ 2a2_|a\\/§
S N
segue que
4 la]v/2\4 2244 1
5(Ap): p :(2):24 :—,
| det(M)| | 2a*| 2a* 8

que € a densidade de centro 6tima para a dimensao 4.

Referencias

[1] L. E. Dickson. First course in the theory of equations. John Wiley
& Sons, Inc., London, 1922.

[2] T. M. Souza. Reticulados algébricos em corpos de numeros abeli-
anos. Ibilce - Unesp, Sao José do Rio Preto - SP, 2004.



