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Resumo

No presente trabalho, apresentamos construções de reticulados via po-
linômios, onde obtemos reticulados com densidade ótima.

Introdução

Sejam v1, · · · , vn vetores de Rn linearmente independentes sobre Z.
Um reticulado com base B = {v1, · · · , vn} é definido como o con-
junto dos elementos de Rn da forma

Λ =

{
x =

n∑
i=1

aivi, com ai ∈ Z

}
.

Se vi = (vi1, vi2, · · · , vin), para i = 1, 2, · · · , n, a matriz

M =


v11 v12 · · · v1n

v21 v22 · · · v2n

... ... . . . ...
vn1 vn2 · · · vnn

 ,
é chamada matriz geradora do reticulado. O volume do reticulado Λ é
definido como o módulo do determinante da matriz geradora, ou seja,

vol(Λ) =| det(M) | .

O número ρ(Λ) = min{|λ|; λ ∈ Λ, λ 6= 0} está bem definido
e ρ = ρ(Λ)/2 é o maior raio para o qual é possı́vel distribuir esferas
centradas nos pontos de Λ e obter um empacotamento. O número ρ é
chamado raio de empacotamento do reticulado.
Se B(ρ) é a esfera com centro na origem e raio ρ, então a densidade

de empacotamento de Λ é dado por

∆(Λ) =
vol(B(ρ))

vol(Λ)
=
vol(B(1))ρn

| det(M) |
.

Construção de reticulados de dimensão 2

Seja o polinômio p(x) = x2 + a1x+ a0 ∈ Z[x] com raı́zes reais e
distintasα e β. Seja Λp ⊂ R2 o reticulado gerado pela base {v1, v2},
onde v1 = (α, β) e v2 = (β, α). A matriz geradora de Λp é dada
por

M =

(
α β

β α

)
e det(M) = −α2 − β2 = b

√
∆.

Se v = x1v1 + x2v2, com x1, x2 ∈ Z, então

‖ v ‖2= a2
1(x1 + x2)

2 − 2a0(x1 − x2)
2.

Se a2
1 = 6a0, então

‖ v ‖2= 6a0(x1 + x2)
2 − 2a0(x1 − x2)

2.

O valor ‖ v ‖2= 4a0 é o valor mı́nimo quando x1 = 1 e x2 = 0.
Como

ρ =
Λmin

2
=

√
4a0

2
,

segue que

δ(Λp) =
ρ2

| det(M) |
=

(
√

4a0

2
)2

2
√

3a0

=
a0

2
√

3a0

=
1

2
√

3
,

que é a densidade de centro ótima para a dimensão 2.

Construção de reticulados de dimensão 3

Sejam p(x) = x3 + a3x
2 + a2x + a0 com a0, a1, a2 ∈ Z[x]

e α, β, γ ∈ C as raı́zes de p(x). Se Λp ⊂ R3 é o reticulado
gerado por {v1, v2, v3}, onde v1 = (α, β, γ), v2 = (γ, α, β) e
v3 = (β, γ, α), então

M =

α β γγ α β

β γ α

 . e det(M) = −a2(a
2
2 − 3a1).

Se v = x1v1 + x2v2 + x3v3 ∈ Λ, onde x1, x2, x3 ∈ Z, então

‖ v ‖2= (a2
2−2a1)(x

2
1 +x2

2 +x2
3) + 2a1(x1x2 +x1x3 +x2x3).

Se a2
2 = 4a1 e a0(18a1a2 − 4a3

2 − 27a0) ≥ 0, então

‖ v ‖2= 2a1(x
2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x1x3 + x2x3).

Assim, ‖ v ‖2= 2a1 é o valor mı́nimo quando x1 = 1 e x2 = x3 =

0. Logo,

ρ =
Λmin

2
=

√
2a1

2
.

Como
det(M)| = | − a2(a

2
2 − 3a1)| = |a1a2|,

δ(Λp) =
ρ3

| det(M)|
=

(
√

2a1

2
)3

|a1a2|
=

2
√

2a1
√
a1

23

2a1
√
a1

=
1

4
√

2
,

que é a densidade de centro ótima para a dimensão 3.

Construção de reticulados de dimensão 4

Sejam p(x) = x4+a3x
3+a2x

2+a1x+a0, com a0, a1, a2, a3 ∈
Z[x] e α, β, γ, ω ∈ R as raı́zes de p(x) e δ = α + β + γ + ω.
Seja o reticulado Λp do R4 gerado pelos vetores {v1, v2, v3, v4},
onde v1 = (δ,−δ, 0, 0), v2 = (0, δ, δ, 0), v3 = (0, 0, δ, δ) e
v4 = (δ, 0, 0, δ). A matriz geradora de Λp é dada por

M =


δ −δ 0 0

0 δ δ 0

0 0 δ δ

δ 0 0 δ

 e det(M) = 2a4.

Se v = x1v1+x2v2+x3v3+x4v4 ∈ Λ, onde x1, x2, x3, x4 ∈ Z,
então

‖ v ‖2= δ2((x1+x4)
2+(−x1+x2)

2+(x2+x3)
2+(x3+x4)

2).

Assim, ‖ v ‖2= 2δ2 = 2a2 é o mı́nimo com x1 = x2 = 1,
x3 = −1 e x4 = 0. Como

ρ =
Λmin

2
=

√
2a2

2
=
| a |
√

2

2
,

segue que

δ(Λp) =
ρ4

| det(M)|
=

(|a|
√

2
2

)4

| 2a4 |
=

22a4

24

2a4
=

1

8
,

que é a densidade de centro ótima para a dimensão 4.
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