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RESUMO

A teoria das bases de Grobner € uma ferramenta fundamental na algebra polino-
mial, respondendo a muitas questoes importantes da algebra comutativa, como por
exemplo o problema da pertinéncia a um 1deal. Este trabalho tem como objetivo
calcular a base de Grobner de um ideal I do anel de polindmios em varias variaveis
K|x,...,x,]. Posteriormente utilizaremos a base assim construida para verificar
se um dado polindmio g pertence ou nao ao ideal I. Para tanto, utilizaremos dois
algoritmos, um para dividir polinOmios em varias variaveis € outro para calcular a
base de Grobner.

ALGORITMO DE DIVISAO EM MAIS DE UMA VARIAVEL.

Dados polindémios f e g1,...,9s de K|xq,...,x,]|, ordenados sob uma ordem
monomial >, o algoritmo tem como saida polinomios qi,...,qs € T tals que
f = qg1+ -+ + gsgs + r e r = 0, ou nenhum mondmio de r € divisivel
pelos termos iniciais t1.(gy), - . - 5 212(gs).

Etapa l:Inicializa F = f,Q1 = --- = Qs =0e R = 0.

Etapa 2: Enquanto F' #£ 0, verifique se existe algum inteiro z entre 1 e s para o qual
tn(g;) divide en(f). Se existir escolha 7 como sendo o menor deles e faca

Qj =Qj + - , F=F — -
in(g;) in(g;)
deixando as demais variaveis inalteradas, se tal 2 ndo existir, faca
F=F—in(f)eR =R+ in(f),

deixando as demais variaveis inalteradas.

gieR =R,

Etapa 3: Imprima o resto € R e os quocientes sao Q14 ..., Q5.

BASE DE GROBNER

Dizemos que um subconjunto finito G C I € uma base de Grobner para I se ¢n (1)
for gerado por ¢n(g) para cada g € G. Define-se o S-polindmio de g, € g2 como

11(g2) 11 (g1)
5 5

5(919 92) — g2

onde
0 = mdc(in(g1),in(g2)).

ALGORITMO DE BUCHBERGER.

Seja K |x1,...,x,] um anel de polindbmios munido de uma ordem monomial >.
Dado um subconjunto finito S C K|z, ..., x,], 0 algoritmo tem como saida uma
base de Grobner do ideal gerado pelos polindmios de S no anel K[, ..., x,].

Etapa 1: Inicializa G = Se P = {(g9,9') : 9,9’ € Geg # g'}.
Etapa 2: Enquanto P # 0, repita:
e escolha (g, g’) € P;
e remova (g, g’) de P;
e calcule o resto r da divisdo do S-polindémio S(g, g’) por G;
ese r = 0, entdo:
o acrescente r a G;
¢ acrescente a P os pares da forma (h, ) para cada h € G;

Etapa 3: Pare e imprima os elementos de G.

Seja G um subconjunto ¢ f um elemento de K[xq,...,x,]|, entdio Rg(f) deno-
tara o resto da divisao de f por G.

Usando a notacao de multindices, a ordem grlex pode ser definida da seguinte
maneira:

la| > |B]
r® > P’ se ot
griez || = | 3| e coeficiente ndo-nulo mais a direita

de a — 3 € negativo.
Agora executaremos o algoritmo de Buchberger para calcular a base de Grobner para
o ideal (x°y — 1, zy? — x) com a ordem grlex.
Passo 1. Neste passo apenas inicializaremos as variaveis do algoritmo:

G = {wzy — 1,wy2 —xz} e P = {(a}2y — 1,a3y2 —x)}
Passo 2. Calculando o primeiro S-polindmio, temos:
S(x’y — Lzy’ —z) = y(z’y — 1) — (v)zy’ —z = 2" —y

O termo inicial deste S-polindmio tem grau menor que os graus dos elementos de G,
de modo que

Ra(S(z*y — 1, zy® —x)) = z° — y
Ao final deste passo teremos que

G = {a:zy—l, a:yz—w, wz—y} e P = {(afzy—lan—y)a (myZ_wamZ_y)}

Passo 3. Calculando o S-polindmio do par (z?y — 1, * — y), obtemos:

S(x*y —1,2° —y) = (z°y — 1) — (y) (" —y) =y* — 1

O termo inicial deste S-polindmio tem grau menor que os graus dos elementos de G,
de modo que

Ra(S(z*y — 1,2° —y)) = y* — 1

Ao final deste passo teremos que
G = {mzy — lvmyz — 339332 — yvyz — 1}

P={(zy—1,9" = 1), (2’ —z,y° — 1), (2" —y,y° — 1)}
Passo 4. Calculando o S-polindmio do par (x?y — 1, y? — 1), obtemos:
S(z*y —1,y* — 1) = y(z’y — 1) —2*(2® —y) = 2 — y

Dividindo * — y por G = {z*y — 1, zy® — x, x* — y, y* — 1}, obtemos o resto
0. Ao final deste passo teremos que

G = {wzy_lawyz_wvwz_yayz_l}

P={(zy*—z,9* — 1), (2> — y,y* — 1)}
Passo 5. Calculando o S-polindmio do par (zy? — x, y?> — 1), obtemos:

Sxy* —z, vy  — 1) =zxzy’ —z—az@y*’' —1)=zy’ -z —zy°+ =0
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Dividindo 0 por G = {z*y — 1, xzy* — =, z* — y,y* — 1}, obtemos o resto 0.

Ao final deste passo teremos que
G={zy—1Lzy’ —z,2° —y,y° — 1} e P = {(z* —y,y° — 1)}
Passo 6. Calculando o S-polindmio do par (zy? — x, y? — 1), obtemos:
S’ —y,y’—1)=a—y—(¥'-1)=z"-y* —y+1

Dividindo #* — y* —y + 1 por G = {z°y — 1, 2zy°* — =, z° — y,y* — 1},
obtemos o resto 0. Ao final deste passo teremos que

G={zy—1l,zy°—z,2° —y,y°— 1} e P =0
Passo 7. Como P = () entio a base de Grobner é

G = {wa_l,wyz_w,mz_y’yZ_l}.

O PROBLEMA DE PERTINENCIA

Seja I um ideal de K [xq,...,x,] ¢ G uma base de Grobner para I. Entao, f € I
se e somente se Rg(f) = 0.

Por este critério fica facil decidir se um polindOmio g pertence ou nao ao ideal
I, basta dividir o polinOmio pela base de Grobner de I e depois avaliar se o
resto anula ou nao. Iremos agora utilizar este critério para decidir se o polinomio
r3y? + x?y — y° + 1 pertence ao ideal (x°y — 1, zy? — =) de K[z, y] cuja base
de Grobner foi calculada acimae é G = {z*y — 1, zy° — =, z° — y,y* — 1}.
Utilizaremos o algoritmo da divisao de polinOmios em varias variaveis com a orgem
grlex.

$3y2 wa_y?»_l_l w2y_1
iyt zy—y’+1 zy? —=x
Ty — y° + 2 r? —y

—y® + 2 y? — 1
Y + 2 Q. =zy+1
2 Q=0
0 QgZO
Qis=—y

R=xy—vy+ 2
Como o resto R da divisdo do polindmio f = x?y? + x?y — y® + 1 pela base
de Grobner G = {z°y — 1, xy* — =, x° — y, y* — 1} é diferente de zero entdo
o polindmio f ndo pertence ao ideal de K[z, y| gerado por z°y — 1 e xy° — .

CONCLUSAO

Ao executar o algoritmo de Buchberger fomos capazes de perceber que dependendo
da ordem monomial escolhida a quantidade de passos executados para se calcular a
base de Grobner pode aumentar € muito. Além disso, notamos que a ordem mono-
mial grlex € a que converge mais rapido para a base procurada. Apesar da quantidade
de passos do algoritmo sua utilizacao sempre nos retorna um conjunto finito que gera
um 1deal e também pode ser utilizado para resolver o problema de pertinéncia.
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